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1. Cournot, du mouvement (Tun corps sur un plan Jixe, 



i. 

Du mouvement d'un corps sur un plan fixe, quand on 

a egard k la resistance du frottement. 

(Far Mr. ji, A. Coumot^ Dr. es sciences a Paris.) 
I Suite da memoire No« 17. tom V. cah. 3.) 



14. vJomme (es calculs^ dans le cas gen^ral^ seraient extrSmement com* 
pliqu^y et que la cons^quence siDguliere a laquelle nous youlons amVer, 
peut egalement s'etablir sur im cas tres simple ^ supposons^ pour fixer les 
idees^ que le corps seit un parailelepipede rectaugle^ reposant sur le plaa 
par une de ses fiaices^ soumis a une impulsion qui passe par son centre de 
gravite^ en sorte que les axes des x\ y\ tl soient respectivement paralleles 
a ceux des x^ y^ Zy et que la force d'impulsion se trouve comprise dans le 
plan des xz. La face par laquelle le parailelepipede repose sur le plan^ et 
les aretes qui la terminent parallelement aux y-y ^tant suppos^es ^galemen^ 
polies dans toute lenr «^tendue, designons par e le coefficient du frottement 
en chaque el^ment superficiel de la base^ et par s' le coefißcient du frot* 
tement en chaque ^l^ment lineaire des aretes* Designons de plus par 2y^ 
2ffy 1h les longueurs des aretes paralleles aux axes des x, y^ z; fy gj h 
etant des nombres positifs de leur nature. Si Ton avait Z^Oy le parai- 
lelepipede se detacherait entierement du plan^ mais en commencant par 
exciure ce cas^ il faut de toute u^cessite 1^ ou que le frottement de la 
base empecbe le corps de prendre aucun mouvement; 2* ou que le frot- 
tement de la base ^tant surmonte^ le corps glisse sur cette base dans la 
direction de Taxe des x; 3^ ou que le parailelepipede se souleve sur une 
des aretes paralleles aux yy mais que la resistance du frottement empSohe 
cette arete de prendre aucun mouvement; 4^ ou bien enfin que le oorps 
se souleye sur une des aretes ^ et que cette ardte glisse parallelement A 
elle-meme^ en surmontant la resistance du frottement« 
Si le Corps reste immobile sur sa base^ on aura: 
Q^X'\'SSF^dxdyy Ozz^Z-^-ffPdxdyy Oi=^ffPxdxdy + hffF,dxdys 
ou bien^ comme P et jP\ sont iuJependants de y: 
46. 0^X'\'7gfF,dxy O^Z+'2ff/PdXy 0«=2^/Pxdx + 2^/i//r rfx. 

Grelles Journal d. M. Bd. Vlll. HeA. i. 1 



2 1« Cournot, du mouvtment (Tun eorps sur im -plan fixt. 

II faut qiie la fonction P piiisse dtre oens^e positiva en ohaque dement 
du Gontaoty et pour cela qu'on ait 

47. JPi.>o. •^>-/, •^<r; 

la prämiere condition est satisfaite k cause de Z<iOj les deiix autresdon- 
nen^ apres les transformations coDveuables: 

48. hX—fZ>Oj hX+fZ<:0. 
II iaut en outre que Ton puisse ooncevoir la pression r^partie de teile sorte, 
que pour ohaque ^l^meut du oontact^ P^ seit num^riquement inf^rieur a 
iPm Cette derniere condition ne peut Stre Stabile analytiquement ^ qtrau- 
tant qu'on suppose que la fonction J^^ conserve le mdme signe dans toute 
r^tendue de Imt^gration ^ ce qui est d'ailleurs oonforme u la nature de 
la question. Si donc Ton pose (p sstP + F^^ selon que F^ est positif oii 
n^gatify la fonction (ß sara dans le m§me cas que Pj c'est-A-dire qu'elle 
dewa Atre positive dans toute T^tendue de Tint^gration^ ce qui exige qu'on ait 

mais eomme, d'aprSs les ^quatioos (46.) ^ JF^xdx est entierement ind^ 

termin^^ /(pxdx^sstfPxdx'Ji^fF^xdx le sera pareillement , et Ton se 

trouvwa dispens^ d'avoir ^gard A ces deux demi^res inegalit^; il suflira 

que Ton ait /(pdxzszsfPdx+JF^dx'^O, selon que JF^dx est positif 

ou n^gatif« Mais il est dair que, sans nuire ä la g^n^ralit^ de la question, 

on peut supposer X^Oy et par cous^quent //^^tf« n^gatif; alors Tin^ga- 

lit^ pr^c^dente se r^duira h 

Jir+«Z<0: 

dans la memo supposition, la premidre io^galit^ (48.) sera satisfaite d'elle 

meme, et il deviendra inutile dy avoir ^gard« 

15. Si le parallei^pipede glissait en s'appuyant sur sa base, la pre- 
mi^re ^quation (46.) serait remplacee par 

et il faudrait poser en outre 

Fj = + « P, selon que a/ ^ 0, 

c'est-A-dire selon que le corps glisserait dans le sens des x positives ou 
negatives ; mais comme ooiis admettons que X est positif, il est clair, d'apres 
r^quation pree^ente, qu'on ue peut avoir en memo temps F^ positif, et ol^ 
n^^ Posant donc wnplemeut i^i = — cP, la troisi^me in^galit^ (47.) 
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/— £Ä>0; 
les deiix autres teront »atisfiutefl d'elles m^mes. Quant ä la oonditioB m^(h 
eile demndra 

16« Si le parallel^pip^e se souleve, en s'appuyant sur färbte 
parallele aux j^ qui a pow abscisse f^ et que de plus le frottement de 
cette ardte rempSche de glisser^ ce sera le eat d'appliquw las formulea 
du No« W.y en r^duisant U A Z^ et l/^ ä X» En cons^quence on aiira^ 
pour tes conditions relatives ä cette bypothese: 

49/ XT—S,Z>Oy ±(ZT^i9X)<:i'iXT-^S,Z); 
et comme il faut de plus, en raison de ee que le parallel^pip^de est en 
contaot avec le plan par sa base, que y' soit positiff oette nouFelle oondi- 
tion donnera 

On a •S==:l+Jr'/«, i5, = l + jr'Ä% T^K'fh, en sorte que oes trois 
quantit^ sont positives: il en r^ulte qae la premiere inf^galit^ (4^0 6st 
satisfiute d'elle - memo ^ et que la seooude doit prendre la forme 

SX—ZT<:i\XT^S,Z)i 
quant u la demicre, eile se r^uit apr^ les substitutioos eonveniMes u 

hX+fZ>0. 
Dans le cas od Taröte surmonterait le frottement ^ et glisserait parallele- 
ment a eile meme^ dans le sens des x positives , les eonditions saraieiit^ 
toupurs d'apres le Ho. 11.: 

S — €'T>Oy SX — ZT^i\XT—^S,Z)>0; 
et de plus il resulterait de la nouvelle oonditton y^I>0: 

ou ea r^uisan^ et obswvant que Z est negatif, 

Si au eontraire ou voulait admettre que Tarnte glissAt parall^lemeot auK 
X negatives y eette meme in^galit^ 7'I>0 donnerait 

oa/4-«'A<^0, oonditiou impossible i r^nplir, piiisque /» A, s' tont po- 
sidfii, M qni monrre que oette bjrpothese o'est pas admissibie. 

l* 



4 1» Cournot, du mouvement dCun corps sur im f tan fixt. 

On pourrait encore supposer que le parallelej^ipecle se souleye^ en 
s'appujant sur Tarete qiii a pour abscisse — f; mais en discutant les trois 
cas dans lesquels cette hypothese se subdivise^ on reconnait qu'elle est 
inadmissible« En effet^ si Tarete rcstait fixe^ la condition y' ^ donnerait 

en observant que T^ est ^gal et de signe contraire ä Ts cette in^galite^ 
convenablement r^duite^ denent h X--^fZ ^ 0, et ne peut subslster^ piiis- 
que Z est n^gatif» 

Dans le cas ou l'arete dont il s'agit^ glisserait parallSlement aux x 
positives^ cette meme condition y>0 deviendrait /+ «'A<; 0, et serait 
encore impossible ä remplir« Enfin si l'arete glissait dans le sens des x 
n^gatiresi on aurait (No. IL): 

S^g'T'>0, SX^ZT + i'iXT'—S.ZX^Oi 
et de plus^ en raison de y^^O: 

La seconde de ces io^galit^ peut se mettre sous la forme 

et eile ne saurait subsister concurremment ayec la premiere, ik moins qu'on 
n'ait 7''+«'»Si<0, ou «<^* D'un autre pdt^ la 3* donne «'>y5 d'oii 
^>-^, et en rcmettant pour 7^, »S», leurs valeurs, /<0, ce qui est 

eontre la d^finition« 

17« En ^cartant dono tous les systemes impossibles^ et dans ceux 
qui sont possibles^ les in^galit^s qui se trouvent y^rifi^ d^elles mcmes^ 
on aura definitivement les quatre sjst^mes suiyants d'in^galit^: 

^"-f )(c') hX+fZ<Oi 

m^ j^''^ :^ + .Z>0, 
i^) \(d') f-nh >0; 

(F) /(/') 5X— Zr— «'(XT— .S.Z)>0, 



!• Cournoi, du mouvement (Tun corps sur un flanßxt» 5 

il ne reste plus qu'd yoir si Ton peut^ par une aualTse semblable k oelle 
du No. 12. j ^tablir qu'iin de ces STst^mes est toujoun y^rifi^, et qu'il n'j 
en a qu'un seul^ quelles que soient les valeurs des coefficients t, e^« 

n est Evident que les systSmes (C) et {D\ (C) et (E)j (£) et <F) 
sont respectivement incompatibles^ ou ne penvent pas etre satisfohs umut 
tan^ment^ puisque daus chacune de ces combinaisons entreraient deux in« 
^galit^ contradictoires. Les systemes (C) et (F) sont encore inoompati- 
bles; car (/^) donnerait 

S — s'T * 

*S— f'y Aant >0, en vertu de (/), et Ion tirerait de (c") 

d^veloppant et r^uisant, aveo le sein d'observer que Z est n^gatif, on 
arriverait A / — «'ä>0, ce qui est loppos^ de (/")• 

II ne reste plus^ pour ^puiser les six. combinaisons possibles^ qja'ä 
oonsid^rer Celles de (D) avec (E), et de (Z>) ayec (F)« Or^ si Ton suppose 
pour unnioment « = i\ ces combinaisons seront excluei comme les pr^ 
c^dentes; car^ a T^gard de la seconde^ (d^) et (/'O ^ront directement 
opposees; et quant ä la premiSre^ on tirerait de (^) 

'> XT-sJz > etde(rfO: «<4» 
d'oüj encomparant^ et r^duii^ant: hX'\^fZ<^Of ce qui est Toppos^ de (e% 

Mais si Ton ne suppose plus e = e^, les sjstemes (D) et (E^ oeuz 
(D) et (F) pourront Stre v^rifi^ simultan^ment« Si par exemple^ on ISai* 
sait/=l, Ä=3, d'oiik'—^^, S — ii> S,:=^U, T=r%f et qu'on 
prit ensuite « = 79 b'ssz^^ X=1, Zs — 1, les deux systemes {D) et 
(£) seraient satisfaits ; et il en serait de mdme par les systemes (i>) et (F), 
si Ton prenait Xäcs}, les valeurs des autres lettres restant les memes« 

Cette cons^quence est tout-a-fait contraire A Celles auxquelles nous 
sommes parvenues dans la premiere partie de ce m&noire^ quand nous ne 
considerions le frottement qu'en un seule point; man pour compl<^tw cette 
Opposition dans les r^ltats, il reste & montrer qu'd moins de supposer 
e = e^, il est possiUe qu'aucun des systemes (C) • • • • (F) ne seit safis- 
fait. Or c^est ce qui aurait lieu^ si en prenant dans ehacun des quatre 
systemes une des in^galit^ qui le composent^ le nouveau systdme forme 
de ces quatre in^ditds prises aveo les signas r^ivers^, pourait etre v^- 



(i 1« Cournot^ du, mouv^meni dCun corps sur un ^an fixt. 

rifie« En proe^dant de la m^me maDiere que dous l'aFons fiut an No. 12., 
Im ff ftemei oa eombhiakoiis qii'il finidratt former et diMuter, seraievt au 
Dombre de 24« D est ais^ de a^assurer qoe 21 de eea combioaisons sont 
impCHiaibleiy qiseUea que Mient les valeiim de £, £^; aiais il n'en est pas 
de m^me A T^gard des trm combioaisoiis 

qiii ne soDt impossibles qu'autant qu'on suppose £ =: £^« Si par exemple 
onfait/sl^ As=3, *=}, ^'==i) X=|, Z = — 1, la premiere de 
oes combinaisons donnere 

— l + f>0, I— 4<0, 13.1+9— J(f-.37)>0, 1— 1>0; 
ijiacune de ees in^galit^ est v^rifi^e^ et par suite aucun des sjrstemes 
((?)•••• (^) n^ saurait l'^re. D*ou 3 &ut oonoiure que dans Tabstrao- 
tien matb^maticiue 9 l'hjpothdse de la proportionnalit^ du frottement d la 
pression ne petit s*appliquer en g^n^ral A un corps tel qu'iin paraDel^pipede, 
reposant sur une face parfaitement plane et termin^ par des aretes vives, 
i\ nioins de sitpposer que le coefficient du frottement seit le m^me pour 
r^l^ment superficiel d'aire plane et pour T^l^ment Un^re d'ardte Tire« 
Cette maniere de prouver^ ind^pendamfnent de toutes consid^rations phj- 
siquesi et par le seul d^veloppement des conditions d'in^galit^^ que cer- 
taines bypothdses sur la valeur du frottement sont inadmissiblest nous semble 
deroir 6tre mise en consid^ration. 

18. Afin de montrer que cette dilficult^ tient uniquement ä oe 
quon ne peut pas supposer que le fi^ttemeot sur une face plane^ seit 
comparable au frottement sur une pointe ou sur une ardte ¥ive, imaginons 
que le paralldl^ipdde repose sur quatre pointes^ sjntn^triquement plac^ 
par rapport A son centre de grarit^ ; que € soit le coeffident du frottement 
pour les deuK pointes dont Tabscine est ^^ et i' le mSoM coeflBcient pour 
les deux pointes dont Tabscisse est — $. H est clair que dans ce cas on 
doit pouToir se donner arbitrairement les raleurs des coelBcients s, f'; et 
quainai les «jrstemes d'in^galiles doivent etre tels qu'un seul de ces syste« 
mes demeure toujours verifi^t o>st aussi ce que confirme l'analyse suivante. 
Si 1p Corps ri5ste immobiU^ sur les quatre points d'appui^ on aura 

iO = X+2i'; + 2/';, 0=Z + 2P+2P', 

^"- \ os=2P$— 2P'^+2Ä(/;+r,), 
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11 faut cfu'on ait P^Oy P^>>0; la seconde condition est satisfidte delle- 
mSine^ d'apres les auppositions qu'on a feites dans les N*"* pr^dents. 

t\ et F[ devant etre^ par la natura de la question^ auppos^ de 
möme signe^ et n^gätiGs^ a cause que X est positif, il feut de plus que la 
fonctioB <pcs5fP-f*^i puisse etre ceos^ constamment positive ^ et pour 
cela qu*on ait 

mais comme F. — i^ ^ et par ooos^ueut (p — (p' est ind^teriniii^ ^ il suffit 
de consid^rar la pramiere condition , qul donne: 

19« Si le Corps gUsse sur ses quatro points d'appui, la 1^ 4quap 
tion (50.) est remplac^ par 

et Ton a 
Selon que 

D'apres les valeurs qui en renitent pour JP, P' et «', on est oon» 
duit pour ie cas de a'>>0^ aux conditions suivantes: 

l + ^'h i-th . x[2a-(g-O/0+(£+g0gz ^ ^ 

Le num^rateur de la premiere in^galit^ ^tant n^cessairement positif) on 
peut la remplacer par 

51. 2^-.(€— OÄ>0, 

et supprimer les d^nominateurs des deux autres in^galit^s ; mais alors il est 
visible que Tin^galit^ (&!•) ^^ superflue hi ^crira; car^ si ^ — %h est po« 
sitif, 2|— (£-.fOÄ = ^ — fA+^ + f'Ä le sera «i fortiori. 
Pour le cas de tL^Kß^ im a: 

2$ + (^-OÄ^ ' 2a + («— OA^ ' 2$ + (6-OÄ ^ 

Or^ si le d^nominateur commun aux premiers membres de ces trois in^ga« 
lit^ est positif, le num^rateur de la3* sera aussi positif^ u cause ^%X^% 
ZKßy en Sorte que cette in^galit^ ne pourra Stre v^rifi^e; siau contraire 
ce meme denominateur est n^gatif ^ ce sera la seconde in^galit^ qui ne 
pourra T^tra; en sorte que de toutes manieres^ rbypofhese ä laquelle ce 
Systeme dln^galit^ appartient^ ne saurait subsister« 
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20. On demontrerait, comme dans le No. 16. ^ que le corps ne 
peui M soulever, en s'appuyant sur les deux points qui ont pour abscisse 
— ^ y et s'il 86 soulevait en s'appuyant sur les deux points dont i'abscisse 
est {, on retomberait sur les formules du No. cite, en j changeant seule- 
ment / en ^^ et £^ en €; de sorte qu'il 7 a en tout quatre hypotiieses ad«* 
missibles sur le mouvement du corps, auxquelles se rapportent les quatre 
systemes suivants d'in^galit^: 

(^) i/-/\ ÄX+Z|>0; 

5 — «T>0, 

(F) {(f) SX--ZT—€(XT-^S,Z)>0, 

| — ffÄ<0. 

En suirant la marche indiqu^ au No. 17., fl est fadle de prouver que 
deux quelconquei de ces quatre syBt^mes ne peuvent pas subsistw aimul- 
tan^ment; reste A faire vov que Tun d'entre eux est n^essairement 'satis- 
fiut. I<es combinaisons qu'il fiiudrait former pour remplir ce but, ea sui- 
vant la m^tbode indiquee au No. 12. , seraient au nombre de 24. Mais il 
vaut mieux d'abord faire abstraction du Systeme (F), et former les huit otun- 

binusons 

[ffyh\e% [^',Ä',e], [ff,h,e% [ff',h\e'], 

pour ^Carter celles qui sont impossibles, et combiner ensuite chacune d'elles 
avec cbacune des trois inegalites (F) renversees. 

II est Evident en premier lieu que les combinaisons de la premiore 
ligne sont impossibles, a cause que les in^galit^ (g) est (e^y (^0 ^t (h^ 
sont directement oppos^es« 

La combinaison [g'^y hy e^] doit etre exdue ; car de 

on tire, en ^liminant -^ et r^uisant, | — fh>*0, ce qui est pr^ds^ment 

lin^gaUt^ (h). 

Au lieu de 24 combinaisons^ on n'en a donc plus que 9 a disouter, 
sur lesquelles 5 sont imm^iatement exdues a cause que les in^galit^ {h) 
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^ (/'O9 (^) ^ (/O ^^ directoment oppot^i dt sorta qu'il retto seul«« 
ment les quatre oombinamons: 

Lr,Ä,^,/], [^,Ä',^,/I. [^fÄ,^i/lf Iff^'f^fTh 

Or leB in^alit^ (e) et (/) prises en signet oontraireii Mvoiri 

•SJK— zr— f(XT— 4y,z)>o, iy_fr<o, 

ne peuTent subfiistw nmultan^oient^ car en ^limiflaot antra «Um S-^gT^ 
on est ocmdait & 7"— fiS^^O; et ^imiDant de mnireau f entre oetta io- 
^galit^ et eeDe S^iT<ZO, od obtie&t SS,^T^<:0, ca «lut eat abaurda, 
d'apres r^quatkm (45.)« Ainsi sur las quatre comblnainoiia qa'oo rknt 
d'^crire^ les trois premidres sont d^ dAaaootr^ iinpossibles. Im qua- 
trieme et demi^ ^quhraut ä 

5JK — ZT— f(XT— iy,Z)>0, l — ih>0^ 
Or la seooode de ees in^^alit^ peut ^re mise saus la forma 

^(X+£Z) + e'(ÄX+ZÖ+X(^-fÄ)<0; 
eile ae peot doiie suboster^ oonoorremmeiit areo h l^ H Im 4^f i moSos 
quoB B'ait X+iZ<ZO. En ^Kmioaiit i eotre aette damkk« iiM^;alit^ et 
edle ^ — eh^Oy ee qui est perniis^ ä cause da Z^O, 00 retombe sur 
JkX^Z^^O; an mojreD de quoi la eombioaiscm \jf, ^\^f/^^ est d^tmßO^ 
tr6e JBapnasihlg^ et la p roposi li oe immoie au Mo« 18. est compMiaiuiMt ^tabfistr 

2U ABm ifB dkntat m moias daaa ona bjpotUsa, ka ^^ji^rtoas 
qoi aa tapportent au fDovreiDeDt aootiDu da eorf^ aoppcMKws^ cnuiie au 
So. 5.9 qoa la aorps est en eoattaet aree le pfasi 6%e ym m seid pmt; 
que le plaa de s^i^ est perpeadieulaire ao plao xy^ et eciaiprifttd la p^cAiC 
de cxnfaet ainsi qoa la r^dtante des forees; qoa da plas t^dtU t^mMm^ 
passe per le aentre de grariti^; enfin que üaterseetM» de la sarfMe da 
Corps per la plan x^^ est mmm tKmAm ys aiw nq u ^ i ^ mm^^ mtä^mmwA i 
la immiainn iitgm ttmttamamtat, ttMne%m et de m^Mrm aatfasn pMst 

BjJ«*F+/m., |f + f» = *; 

£^ X. T32L t«. L fUt 2 
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Si de plui le frottement est sufiiMait pour 
du point de contact^ ou a 






On tire de la: 

En int^rant^ et remettant pour q sa valeur — ^ puis pour ^f » ^p l^^^*^ 

, dO dO .1 • a 

valeura — y^-riy ^^l^iir^ " vient: 

at ai 

A d^gne la constante arbitraire; d'aiUeurs nous supposons qiie Z et X 
sont deux constantes, comme cela aurait lieu, si la pesanteur ^tait la force 
qui soUicite le corps« 

Lorsque reqiiation de la courbe^ suivant laquelle le plan x'z^ coupe 
la surface du eorps , sera donn^, iij fi^j y deviendront des fonctions de 
O9 fadles k obtenir sous forme finie. Du plus, /»^ ^tant la perpendkmlaire 
abaiss^e du centre de gravit^ sur la direction de la force f^ est ^gale u 
+ y^ et ne peut jamais s'^vanouin La figure J • (Taf. L) fait Toir d'aiUeurs 
que, pour ö positif, on a ^ n^gatif et $ positif; donc /x^sss^cosö — $sin9 
est B^gatif; donc ft| = — y^ attendu que y reste n^essairement positif« 

On a 

1/« s=s — ft|rf9 = yrfö, a z=i Jyd^\ 

ainsi la quantit^ « est une fouction transcendaute de 9, laquelle depend 
de la rectification de la courbe. En conservant la lettre » comme signe 
de cette fonction, Tdquation des foroes vires devient 

-^(B + J»/(^«+y')) = 2(Zy+X« + Ä). 

Si la composante X est nulle^ et que le oorps n'ait point re9u d'impulsion 
initiale, on aura 

^'(B+^fO^'+Z) == 2Z(7— y.). 

Z doit etre suppos^e negative; par cons^qiient ii est clair que le corps 
se mouvera dans le sens suivant lequel y d^croit, jusqua ce qu'il ait re- 
trouv^ une valeur de y = y^ , apres quoi il reviendra sur lui memo ex^ 
cutant ainai une serie d'oscillatiotis egales. L'amplitude des variations de 
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Taogle sera la meine qiie s'il n'j avait pas eu de frottemttity leur dur^ 
seule sera alt^r^e. 

Lonque la conrbe est symetrique par rapport A Taxe duquel on 
compte les anglea 0, et lecart initial 0o tres petit, y est une fonction paire 
de 0^ de la forme 

i/^ + i/,0'+i/4 0*+ etc. 

fi s'^vanouira avec 0^ et sera par Gons^qiient du mdme ordre que 6y ensorte 

que, daiis le .ooef&cient de ttj^ on pourra negliger le terme M (i^. Par 

la mSme raison y* se r^uira sensiblement a une constante i/*, et ainsi 
r^quatioB des forces vires deviendra: 

Les oscillations seront isochrones avec celles du pendule simple qui aurait 
pour longueur 

2 l/a ' 

si Z d^igne le coefficient de la gravite. 

Sans le frottement, il est aise de voir que leqiiation des forces vi« 
ves serait 

en Sorte que le frottement fait Tarier la duree des oscillations dans le 
rapport de 

Or, dans ThypothSse que nous traitöns, les yariations de Tangle 0, et la 
vitesse — restant tres petites, les quautit^s -jttj tt/ •ont atissi tres pe- 
tites; et puisqu'on a 

U en r^sulte que /^ est aussi tres petit par comparaison avec P, Donc, 
a moins de supposer le coefficient t beaucoup plus petit que Texp^rience 
ne rindique, meme dans le cas du poli le plus parfait, rin^alit^/,^£P 
est toujours v^rifi^» Ainsi Taction d'un frottement, meme tres faible, qui 
n'influe pas sur l'amplitude des osdllations du corps, peut influer considi^ 
rablement sur leur dur^« Par exemple, s'il s'agit d'un ellipsoide homoi» 
gcne» dont les axea compris dans le plan de la courbe de seotion soient 

2* 
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m ttn^ m HAägamA le pfa» pett axe, k dnr^ des ourfllatioiiB sen Mgmeiit^ 
par l'Mixm do frottemeot, dans le nqpport de /"(m*-!-^ « /"(G^+a*)» 
et il kl fimite m ss a, dans le n^port de /^ A /7« 

Lonqoe le eorps a re^ une impubion initiale 9^^ la eomposante 
X rertant nolle^ la vitesse a'^vanoiiira pour une valeor de y 

= y.--S(B+Ä(^:+y:)), 

et alon le eorps d^crva une s^rie d'oscülations ; mais s'il n'j a point de 
▼aleur de y qui satislasse h eette condition^ le eorps d^crira une infinit4 
de ctrooDTohitiQns, toutes les quantitÄ variables re^^nant les memes va« 
leursy lorsque Tangle sera augment^ d'un ncnnbre quelconqoe de cir- 
eoüfi^renees* 

IK Ton ne supposait plus qoe la eomposante X s'^vanouit^ le mou- 
rement du eorps pourrait etre tantöt oscfliatoire ^ tant&t progressif et in- 
d^omnent aco^l^, selon des circonstanees quil serait fSusOe de discuter 
d'q^res ce qui pr^o^e: en observant que Tint^grale a est une fonction 
impair de 9^ ou qui change de s^ne ayeo eette Tariable^ attendu que y 
reste toujours positif* 
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2. 

Nachtrag zu dem Eulerschen Lehrsatze von Polyedern *)• 

(Vom Herrn Prof* Dr. Hessel so Marburg.) 



Uer TOD Euler aufgestellte Lehrsatz ^*): 
^ydab bei jedem, tob ebenen Fl&ohen begrenzten Korper die Summe 
£+F der Zahl E derEeken und der Zahl F dar Flächen um zw« grö« 
Iser als die Zahl K der Kanten, also dab E+F:=2£'\^2 sei, ist von 
Euler selbst anfangs ohne allgemein gültigen Beweis ausgesprochen *^), 
aber fiir viele rinzelne Falle bewiesen worden, und aus diesen einzel« 
nen Beweisen wurde von Euler zuletzt der Sdiluls gezogen, dals, wdl 
in allen aufgeführten Fallen sich der Satz als wahr darstelle, kein Zwei« 
fei vorhanden sei über seine Richtigkeit für alle EbenflSchner f)« ' 

Andere ausgezeichnete Mathematiker (Legend re, Cauchy, Ger« 
gönne, Rothe und Steiner)tt) haben Beweise für die allgemeine Gül« 
tigkeit des Satzes gdiefert« Indessen leidet dersdbe Ausnahmen^ 

*) Erst nach Absendung des Maoascripts zu dieser Abhandlung , und nach lan- 
gem Tergeblichen Warten , erhielt der Verfasser von einer auswärtigen Bibliothek dis 
Zeitschrifl ,,^itiia/e5 de math^matiques von Gergonne^' und konnte in Band HL 
S. 169. sich überzeugen, dals bereits L'Huilier die Ausnahme gegen das fragliche 
Gesetz beleuchtet hat, wodurch das, was yorliegende Arbeit enthält, mit Ausnahme 
dessen, was die Andeutungen ron Ausnahmen gegen das Euler sehe Gesetz betrifft, 
die bedingt werden , wenn zwei oder mehrere Kanten eine gemeinschaftliche Kanten- 
linie, oder wenn zwei oder mehrere Ecken einen gemeinsamen Eck-Funct haben, 
den Werth der Neuheit verliert. Demungeachtet hält er es aber fiir nöthig, dals auf 
jene Ausnahmen aufmerksam gemacht werde, da selbst neuere Schriftsteller sie nicht 
immer ausdrücklich berücksichtigen« 

**) Novi commtniarii Acad. scienU imp. Petrop. ionulV. pag. 119., wo er im 
$. 33. ausgedrückt ist auf folgende Weise: 

„In omni soHdo hedrih planis incluso aggregatum ex numera angulorum tolido^ 
tum ei ex numero hedrarum binario esccedü numerum €ici€rumJ^* 

♦•*) Euler sagt a. a« O« : 

Fateri equidem cogor^ me hujuM thearematis demon9traiionem firmam adhuc eruere 
non poMse. 

f ) a. e. O. S. 124. : 

Cum igiiur veritas prop<ßSiiionis in his cmnibus easibus sibi constet^ dtAium, eet 
nuttum, quin ea in cmnibus omnino soUdis iocum habeai^ sicque proposiOo Mufficwnier 
videtur demonstrata. 

ff) Vergl. dieses Journal Band I. S. 228. und 364. , wo auch die literariscbea 
Nachweisungen zu finden sind. 
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2* Bes$eip MmtkUmge 



Bmlmr tüvt » 



AbbHMlItmg benÜB ab Bciipiel 




fcmte Edkai bat, tod weldm ar die 6Sltiekcit 

fo da£i faieraof Mcfa ergebeo mufite^ ^ 

Kanieo ici bd Adhtrilnng dkmm Sttim benduktßgIL Dm aber die 

mthwen im Klare 2» setasea^ möge immer neben einer Gestalt, bei welober 

dm Enlertcfae Gewts niebt gSlt% irt, eine ihr aomt ziendkfa amEebe 

aa%efihrt werden, bei weleber ei leine Ggitiglteit baL 

Beispiele, wo £+Fsjr+2. Beispiele, wo f+J'sX+x. 
rig.2t(TatL) Fig. 3. 

Em fiernntig^iriinlenCDrmigerlLSrpe^ Em Tierseitig-sSiilennirmiger, an 



mit Tierseitiger, röbrenartiger Durch* 
bobnmg und dienen Tieneitig-ring« 
ISnnigen Endfieben, bat 8 3u6ere 
und 8 innere Ecken^ 4 Solsere mid 
4 innere Seitenflädien, 1 obere und 
1 «ntere Tierseitig-rmgförmige End* 
flilcbe, 12 tfofsere und 12 innere Kan- 
ten: bier ist also 

£+F = ir + 2 oder 
16+10 = 24 + 2- 

Fig. 4. 
Ein quaderfihnlidier Körper, mit rier- 
fdtig • tricliterartiger Durchbohrung, 
die naob unten zu Tiersoitig-sSulen^ 
förmig wird, mit 8 üulseren und 12 
inneren Eoken^ 1 oberen und 1 un- 
teren Tierseitig rbigförmigen Endfläche, 
4 ttulseren und 4 inneren rerticalen 
Seitenflächen, 4 Trichter- Flachen, 
20 liorizontaien, 8 yerticalen, 4 ge- 
neigten Kanten, so dals also 
£+F = Ä:+2oder 
20+t4 = 32+2. 

•) s. s. O. Fig. 6. 



beiden Enden mit rierflacb^er Faeet- 
timng Tosehener, vierseitig - rubren- 
artig -durchbohrter Korper bat 8 äu- 
Isere und 8 innere Ecken, 4 äulsere 
und 4 innere Seilenflachen , 4 obere 
und 4 untere Flacben, 12 Sufsere 
und 12 innere Kanten (wie in Fig. 2«) 
und noch 4 ol>»e und 4 untere schiefe 
Kanten; so dals 

£+ F s= IT +x, hier also 
16 + 16 = 32+0 ist. 

Fig. 5. 
Ein Korper, tmt ähnlich dem Fig. 4., 
der aber, weil die Tricfaterflachen 
die obem Endflachen ganz verdrangt 
haben, nur 8 auIsere und 8 innere 
Ecken, 1 untere vierseitige ringför- 
mige Endfläche, 4 äulsere und 4 in- 
nere verticale Seitenflächen, 4 Trich- 
terflachen, 16 horizontale, 8 verticale 
und 4 geneigte Kanten hat, so dals 
Je+F=s K ^x oder 

16 + 13 = 28+1. 
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Fig. 6. 
Em Korper von der Form eines 
steinernen Wassertroges^ dessen Mün- 
dung ab cd mit 4 trapezförmigen 
Facetten umgeben ist. Er hat 8 äu- 
Isere Ecken wie ffy 8 innere Ecken 
wie tf) 2 horizontale 9 8 verticale^ 
4 geneigte Flachen, 16 horizontale, 
8 rerticale und 4 geneigte Kanten; 
folglich ist 

E+ F= ir+2 oder 
16+14 = 28 + 2. 

Fig. 8. 
Ein Körper von der Form dner 
aus drei Stufen bestehenden Treppe 
mit 3X8=24 Ecken, 3x4+2=14 
Flächen und 36 Kanten, so dals 

F+ F= a: + 2, 

24+14 = 36 + 2. 



Fig. 7. 
Ein Kiirper von der Form eines 
gewöhnlichen steinernen Wassertro- 
ges mit eben^ vierseitig-ringförmi- 
ger, oberer Horizontal -Fladie« Er 
hat 8 äulsere und 8 innere Ecken; 
1 vierseitig • ringförmige und 2 gc»» 
wohnliche horizontale Flüchen; 8 vw» 
ticale Flächen, 12 innere und 12 uu« 
Isere Kanten; mithin ist hier 
£+F = ir+o? oder 
16 + 11 = 24 + 3 

Fig. 9. 
Ein aus drei Stufen bestehender^ 
ringsum freistehender • treppenartiger 
Körper «) mit 3 X 8 = 24 Ecken» 
3x5+1 = 16Flachen, 3x12=36 
Kanten,, wo also 

£+ F = jr+x. 



24+ 16 = 36 +4. 

Es mag dies hinreichen zu zeigen, dafs in der Gleichung 

E+F =2 jr + j? 
die 2SahI x nicht blofs nach Euler 2, sondern auch eine andere Zahl 
0, 1, 2, 3, 4, • • • • u. s. w. sein kann. Es ist nun auch noch darzuthnn, 
dals X negativ sein könne. 

Beriicksiöhtigt man, dals bei Fig. 5. der Werth j?=: 2 — 1 s= 1 und 
bei Flg. 3. der Werth ar = 2 — 2s=s0 ist, und beachtet man, dab z. B. 
die Fig. 3. als eine bestimmte Modification von Fig. 2. anzusehen ist, so 
wird einleuchten, dals man durch ahnliche Modificationen aus Fig. 3« eine 
Gestalt erzeugen werde, wo jc = (2 — 2) — 2 = — 2 ist. 

Ist daher abe di ofe nmp (f g hik (Fig. 10.) ein Körper von der 
Art wie Fig. 3«, der aber, statt ebener Flächen fbco und m ikpy vier« 
seitige Facettirungen hat, die durch eine vierseitige saulenartige Durchbob- 



*) Vergl. Hau 7*8 Lehre tod der Entstehung des Zwolfrautenflachnen ans dem 
Worfel; treppeoartige Kochsalztrichler u* s. w« 
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rung i^ßiyriffi mit waander Terbunden sind^ so hat man 26 FlSchen^ 
24 Eckeo mid 52 Kantmi^ so dab hier die Glddbimg 

E^F essJT -|- jf sich in 

24 + 26=52 — 2 
Terwanddt) mid also dps=s«^2 ist^ wie es voratisziisehen irar« 

Dals auch Gestalten sich bilden lassen^ wo x jede beHebige ganze 
2!alil mit dem Yoneidien minus sein kann^ braudit non nicht erst noch wei- 
ter dargethan m werden« 

Bisher wurde nur von Gestalten gesprochen ^ doen Begrenzmigs- 
flBchen nnt<^ sich in Zusammenhang stehoi (gleichsam eine und dieselbe 
rersdilungene FlSch^ikette bilden^ d^ren Kanten als Yerbindungs- Gelenke 
betrachtet werden können); in der Natur aber kommen audi Gestalten 
Yor^ wo dies nicht äet Fall ist« Die Gestalt eines durchsiditigai Krj« 
Stalls M. B.| der dnen minder durdisiditigen u* s. w« ringsum einsdilieb^ 
yt in seinem Innern^ da wo er den eingeschlossenen berührt^ ^achfidb 
mit Ebenen härenst (hat also gldchsam zwd Fladimiketten^ eine aulsere 
mid wie innere), und ist deshalb als dgenthfimlidie Gestalt zu betraditen, 
Sb Ton der des nemlidien Krystalb, der d^i Einschhirs nidit oithalt, ste- 
reometrisdi wesentlich verschieden ist. Es wird dah» nicht unzwet^-^ 
mfilsig sdn, ein möglichst dnCaches bestimmtes Beiq^ dieser Art naher 
SU bdeuditen* 

Ein durdmditigerFluls^tfiwurfd umscfaliefse rin^um einen andnrch- 
siditigen Bleiglaiusworfid, so hat die Gestalt dieser Flufayathmasse 8 Subere 
und 8 innere Ecken, 6 aulsere und innere Flachen^ 12 fiubere und 12 
Innere Kanten. 

Es ist also hier in 

E + F =X +x 
16+12=24-^4, also 

X=:4 

nntlttn gkidilalls Tersdiieden Ton 2. 

Sind mdirere einander nicht berührende Blei^answurfial in einem 
mid demselben Flulsspatliwiirrel eingesdikiasan^ so wird, für jeden Blei- 
glaiizwürfel mdir^ die Summe der Ed^en und Flachen um 8 + 6=sl4 
Termdirt, dBe Summe der Kanten aber nur um 12, so dab für jeden neoan 
Bleiglanzwmiel d^ Werth Ton x um 14 — 12 oder um zwei wScfas^ also 
stets eine gerade Zahl ist. 
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Obglddi das bisher Torgetragene geaHgend «da kfinate, so miigen 
dodi nodi einige Worte folgen) fiber Fälle wo es sweifidhaft ist^ ob man 
es mit einer oder mehreren E^&en^ und mit einer oder Inehreren Kan« 
ten zu thnn habe; denn auch sie mfissen in äet Gestaltenlehre beriiek- 
ttdit^ Mrerden« Es fragt sich nemlich: bt unter Ecke blols der Punct 
JBU verstehen^ in welchem sich drei oder mehrere Kantenlinien eines KSr- 
pers sdmddeni oder ist die Edce selbst zu verstehen^ so^ dals der Fall 
denkbar ist^ dab zwei oder mdirere Ecken dnen mid denselben Schd« 
telpunct gemein haben« Nicht minder ist erst zu bestimmeni ob man un- 
ter Kante bIo& die Kantenlinie verstehe^ welche 2 Endpuncte verbin- 
det) oder die Kante selbst > so^ daCi der Fall gedadit werden kann^ wo 
zwei oder mehrere Kanten eine und dieselbe KantenKnie in derselben 
Langen- Erstreckung gemdn haben« 

Einen leichten ansdiaulidien Bewds desSatzes^ dab bd allenEben^ 
fliichnem) in welchen jede gerade Linie ^ die zwei Ecken verbinde^ ganz 
innerhalb des Körpers flOlt) E+F=:K+2 sei^ und weitere Untersuchun- 
gen rSbet die Bedingungen ^ unter welchen bei andern Ebenflächnem der 
Eulersche Satz gilt oder nicht güt^ werde ich späterhin bekannt machen; 
hier mSge in letzterer Beziehung nur im Allgemeinen Folgendes mitge- 
theilt werden« 

Jeder Körper kann angesehen werdrai als eine storeometrische Summe 
(a^^ri&dbe Summe, jedoch mit Ruckndit auf die Art dw ^ 



■.• « 
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oder Trennuni^ Ton zwden oder mehrwen andern Kfirpera« 

Für die Glieder ji^ Bj einer solchen, nur aus ^ GHedon bestdien^ 
den stereometrischen Sunune, d« h« fiir die bdden verbundenen Gestalten 
einzeln, sden folgende Gleichungen, £e der Gleichung E^j^F^ssK^^p 
entsprechen, gültig: 

l. e'+/' = k' + a für die Gestalt ^, 
2« e"+/''=:if'+Ä . . - B. 
und die entsprechende Gleichung fSr die Gesammtgestalt (für die stereo- 
metrisohe Summe) sei 

3« e+fcs k + Xf 
so ist aus 1« und 2«: 

4« (e' + O + (/'+/'0 = (*' + *'0 + (« + *)f oder 
5- (e' + O + (/' +/'0-(« +*) = (*' + *'0- 

Cr«üe*fi Jooniat 4. M. Bd. VIII. Heft. 1. 3 
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fat wm, wie in den oben angefahrten Wrinwcle des ^hXnpfi' rt-T- 
Ut, 4k cnMn Blcig|«wwSrfel mwwhKpfcr, 

«. e = «' + <", 

8. * = *' + *". 
M fiolgt aw (4.» t,, ?• and 8.) 

•odaby wem ar=^=:2««ty wieinjoicmBei^iefefjrsS-f 2=:4MmwM. 
^ ■"*** 10. *'+ ^— « = e, 

13. e = e'+e"— *, 

14. /=/»+r-<p, 

15. * = if+A"— y, 
so f^gt aoi (5. and 15.) 

16. *=(*'+«'0+(/+/0-(«+»+7) 
and ani (13. und 14.) 

17. e+/«(e'+O+(/*+/0-(«+^>. 
b folgt nun am (IC und 17.) 

18. •+/— * = «+*+y— («+^), 

19. #+/— Ä— « = «-f-6+y— (t+<p)— «. 
Oa nun 

»tf so muis audi 

20. f+^«=y — *+(a+4) sein. 

Sind mm «fie beiden Gestalten ji und B soieh^ für welche asasbss2 

M, so hat man 

21. «-|-^ = y— jr + 4, 
also 

22. arsBsy— f— <p + 4. 

Für Fig. 2. ist Y'^'O, '»<> und ^ = 2; daher 

x=— 2 + 4— 2; 
für Fig. 3. dagegen ist y = 8, «=58 und <P = 4, also hier 

x=8— 8—4+4 «=0. 
Für Fig. 4. haf man y^O, 9^0, ^ = 2, also wieder 

»Ä— 2 + 4 = 2. 



2. Ütssefj Nachiräge ztmi Eulerschen Lehrsätze von Polymltm. |q 

Fiir Fig. 5« aber wt auf ätiDUriie Welse 

y SB 4^ 9 SS 4) 9 = 3, also 
jrÄ4~4— 3 f4Äl. 

NMüt UMoi eiden Ebeniäoiiner, für welchen das Eulersohe Gesetz 
{E^F=sK'\^ gflt^Bitlersohen EbenflSebner {j^otidum Euletianum)y 
so kano ijotan sügeii: 

Die Betatwofttnig der Frage , ob di^ ateifeometrische Siunine zweier 
Eülerscher EbenflSchner wieder einen Eulersofaen £bedfl8ch« 
ner darstelle, hange von der Art und Wcribe ab, wie bdde mit einander 
verbunden sind, nicht aber von ihrer sonstigen Beschaffenheit; und zwar 
stellt die stereometrisohe Summe zweier Eulerscher Ebenflfi^thner 
ivieder einen Eulerscfaen EbenflSchner dar, wenn ihre Verbmdungs- 
Art seist, dafii die Summe der Zahl der durch fie Verbindung verschwun- 
denen*) Ecken und Flachen bdder, gleich Ist der um 2 vermehrten Zahl 
der verschwundenen Kanten; d« h« wenn 

ist ; denn aus (22.) folgt fSr or ssi 2 auch 

2=:y — 5—^+4, oder 

Wenn zwei Eulersche Ebenflachner von au&en so aneman- 
der gefügt werden, dals eine /is^ge Begrenzuugs - Flfiche des einen zu- 
sammenfiillt mit einer ihr, als ebene Figur an sich betrachtet, gegenbild- 
Kdi^) gleiehen Begrenzungsflache des andern, so dals diese befden Be» 
grenzui^gsflaciien sich decken (nttthhi verschwinden), so dSe Summe der 
beiden Gestalten, als dn neues Ganzes betrachtet, ein Eulerscher Eben* 
flfichner. 

Beweis 1. Wenn jede der p Seiten der Tereinigungsfflidie eine 
Kante des neuen Körpers ist, soist(p=:2, tsiyi^ p^ und abo 

£ + (p = y + 2, 
woraus das zu Bewdsende folet. 



*) Dies Verscbwinclen von Ecken ist eina Verminclenuig der Samme der Ecken 
beider Korper. Die Yermehrnng der Kanten- oder Eck^nsnmme der Körper kommt 
natürlich ab negaliye Verminderung in RecbDong, 

**) Der Ausdruck gegenbildlitbgleich (symmHrice aequaUs\ ala dem eben* 
bildlich gleich entgegengesetzt, ist in meiner KmtaUometrie erläutert« Der ebene 
Spieg *i lädt das G^enbUd des yot ihm stehenden Gegenstandes in sich Wahrnehmen. 

3* 



20 2» HesBtl^ Ifmiäfmft t»m Btier$ehm Ltknmxe wm FOpUmm^ 



2. kt €faie der p Seüen jeMr TenimgaDBrfBhiie aMift «na Kante 
im neuen KSrpen, eo ISfllt «odi eme der FISchen des einen der beiden 
YOfliaiidenen KSrper so in dMVerlaDgemng einer eoldien des andern» dab 
beide für den neuen ganzen Korper bloCs for Eine B eg te muu ggCciia n 
zihiensnd» nnd es ktdann <pss3, fss/»» ys^^/^+l^folgKch 1+9=7+^ 

3. Ye w c hwin den zwei der Seiten der Veretmgiwigriiache» an dafii 
fifd am Cteaammtkorper nieht Kanten and^ ao sind iBeaclhen 

a) entweder mdit aneinander rtofcende Seiten; dann wiederholt tieii 
blob das Torfain (2.) Geai^te^ und es ist 9e=49 £s=^y y=^-f-2» 
mitinn £ + ^»7 + 2« 
A) oder sie stolsen aneinander; dann ist es mogfish» dab 

«> entweder dM Eekei die fenem Yereimgungspunote der Tersohwin» 
denden Seiten angebort| nidift versdiwinde^ und dann ist der FaD 
Hob ein solcher wie 2, a. 
ß) oder dkae Edce verschwindet; dann ffiüt aber noch enie, nicht in 
der Yerein^migs-Ebene liegende Kante des einen der beiden ver» 
bundenen KSrper, in Se YeriSngemng emer soldnu des andern» 
Es ist dann <p=s49 gssp^X md ysss^F-f-S» ao dab auch hier 

£ + (P = y + 2. 
4^ Yerschwinden mehr ab swei Seiten der Yeseio^nags-Bbene^ 
ao wiederholt sich, für jede Terschiedene solche Seite mdir, das unter 
(3.) Bemerkte, so dab jedesmal r-f-ip sss y-{*2 bt, wefl jede Yermeb» 
rungy die auf der lii&en Sefte fieser Gkicinmg um eine oder mehrere 
Bbheften statt hat, auch eine eben so grobe auf der rechten Seite, rSok« 
sidiffich auf den Wartih von 7 befiogt 

S« Wenn keine Seite der Yereimgungs • Ebene ab Kantenlinie 
auRritt und auch kenier der Scheitel der Winkel dieser Ebene ab Eck- 
punct des neuen KSrpers gesShlt werdm darf, so ist ^as 2 -{-/»> t = 2^ 
und yssS/i, so, dab auch hier ff + ^ ss y + 2 ist; wie sich schon ans 
(3. und 4.) ergiebt. 
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3. 

Analjse des transversales appliquee ä la recherche 
des proprietes projecdves des Hgnes et surfaoes 

geometriques. 

Four fair» init« a«x Mimmreg sur les centret de moymnm harmoniquu H la th^örie 

g^nMb dft pokdrei ridpraque». 

(Par U. /• r; PofwAi, di«f de Bttiilloii da G^nk. ) 



»La tb^orie des tnaifenelef a'etl k fnfnmmt parkr, qae 
la throne des cooidoimte qidi an Baa da fiura «n angle» MBt 
prieei lor ane ntee droüe*** 

CflUror, Aioi JMr U Marie du (rMjv<r«alci. 



Introduction g^n^tde. 

J'ai annono^^ dans le tome VliL des annales de math^matifues (aim^ 
1827)^ des mojeiia gi^n^ux pour oonsfmire Undairement ou aveo une 
simple regle^ les tangentes des courbes g^m^triques; je siiia en efiet par« 
reiiHy des le oommencement de 1816^ u ce rdsuUat akisi qu'^ beauooup 
d'autres ooncernant le oerde osGulateur et les seotions CQniques oscula- 
trioes des divers ordres, en an point donn^ d'une teile courbe oens^ d^ 
ojte« Dans une lettre, en date de Mai ISIS, fannon9ai ces r&ndtats k 
Mr« SeruoiSf sarant g^mdtre dont je m^honororai toiqoum d'Stre Tami et 
le fisi^le: je lui signalai^ oonune exemple, les eoroüaires partiGiiBws re« 
latib aux eourbes da 3* d^gr^, lesqueDes donnent lieu d des thforemes 
et & dea eonstraotions d'nne nmpHdt^ vraunent remarqoable, et qui peut 
ae oomparw ik ce que Ton eonnait des belies propriA^ des hexagones 
inscrita et oirconscrits aux seotions ooniques dues ä Pascal et ik Brianehon. 
le fis ^galement part de ees oordlaires ii diffSSrens autres g^metres quil 
serait id inutile de citer« Enfin je donnai h la soci^tS ocadämifue de 
MetMp dans sa s^oe du mi^ de d^oembre 1821, ooinmunication de Ten- 
semUe de mes reoherdbes sor let propriMe projectivee des lignes gio^ 
m4trifues ttun ordre fuelconfue^y 

^) Vojas le campte rmdu des travaux de cette acadimie pendani faim/e 1821 
1^ 1822^ imprim^ e Mals, cbes Lamort, en Mai 1822. 
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Nr* Arago^ membre de l'acad^mie des sdences de Paris ^ qui ^tait 
pr&ent ä oette s^ance^ youlut bien me t^moigner tout l'int^rdt qua lid 
inspiraient la aouraut^ et la gen^ralit^ de oes redioches ; il m'enoouragea 
meme ä les mettre proirq>teineDt au |<Hir; mais^ d'aprds le plan que je 
m'etais dds-lors form^^ cette publication devait £tre pr^otSd^ de edle du 
traitS des proprieUs projectives des figures^ qui eut lieu cot ^et Taii-* 
B^ suivante (1822X et dans laquelle je n'atais presqu'onfquement en vue 
que les lignes et surtaces des deux premfers degr^^ ainsi que les princi* 
pes g^D^raux de projeotiou qui pouFaient m'Stre ütites pour ^tablir ult^ 
rieurement la throne geom^trique des courbes et suriaoes d'un ordre 
qudoonque. 

J'aoiion^ai u^anmoins^ en terminant rintrodnction de cet ouvrage, 
les reeherobes toutes speciales que j'avais entreprises sur ce demier sujet^ 
ety dans la section ü« du texte , pag.80. No« 151«^ je fis voir Gonubentp 
par les prinoipes de la projeetion central^ on peut imm^diatement passer, 
du th^rdme de Newton relatif aux produits des abscisses et des appUqu^ 
paralleles des courbes g^m^triques > au principe plus g&i^ral de Carnot 
oonoerBant les triangles et les polygoaes plans ou gauches eoup^ arbitrato 
rement par d|9 telles lignes ou par des surfeices g^ometriques queleonques« 

En remarquant que, par suite de runirersallt^ de ces th^remes, 
les lignes et surfeces dont il s'a^t dorrent jouir de certaines propri^tes 
qui leur sont communes a^ee les sjrstemes analogues de l^es droitet et 
de surfoces planes; en affirmant qu'il ^tait üoKsile d'mi d^uire un grand 
nombre de cons^quMices particulieres ^ mon intention ^tait de £sire pres^ 
sentir la £6oondit^ et Texteusion que pouvait referoir la dootrine des frans* 
v<3rsales, dont les admirables ^meus sont un des principaux titres seien* 
tifiques de Tillustre et iufortun^ g^^ometre que je viens de dter; mais Je 
ue Sache pas que , dqiiiis la publication du traite des proprietes projec^ 
tiveSf personne alt encore tent^ d'ouvrir oette nouvelle route de d4cou» 
vertes dans laquelle, je Ic repete, j'avais d^ju parcouru un certain chemin 
des Tannee 1818, et dont Carnot lui meme ne semble pas avoir soup- 
9onue toute la fecondit^^ si Ton eti juge par ce qu'il a ecrit, dans sa geo* 
metrie de positioh et dans son essai sur la theorie des transversales^ 
touchant les applications du principe g^n^ral qui hii est du. 

Eo 182^9 je profitai de quelques loisirs pour rediger ^ sur ies cen^ 
tres de moyennes harmonifues et sur la thiorie des polairee recipro^ 
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fues^ les deux m^moires quo je {Nr^sentm, a laitree de rann^ »uivante^ a 
rAoad^mie Royale das scienoes de Pari»^ et qui fiirent publik depuk daiis 
les aim^ 1828 et 1820 dans le präsent Journal^), Ioquel> des« Ion ^ avait 
jpgtemMt aoquis une r^utation eur^^nue« Lea m^moireSf ainsi que 
rin^Bquent leurs titres^ devaient servur d'introduction ou de pr^iroinaires 
A Touvrage 6tBndn qne je me proposais de ÜBore paraitre mt les pro-» 
pri^t^ projectives des courbes et des sur&oes g^om^triques« Ea trai* 
tenty en particulier^ des BOureUes et A^gantes propositknis aioqueHes 
doime lieu h throne du eentre des moyennes harmoBiques pour les sjr- 
StSmes de plana et de droites arI»traireS| je ne maaquai pas de sigoaler 
d'ime mani^re expresse^ Textension dont leur ^nono^ est susceptible quand 
on j reniplaoe ces systemes par des lignes et surfaces g^m^triques quel^ 
oonques* 

Yoid comment je m'expritne^ dans un passage qui termine le dis- 
cours preliininaire *^) du memoire qui contieiit cette th^orie : ,f J'ai ex« 
^ipos^9 dans la dernicre partie de mon memoire, quelques unes des pro- 
^pri^t^ qui d^coulent de la throne du eentre des moyennes barmoniques, 
^pour les sjstemes de points, de droites et de plans; et, afia de n'mipas 
^^multiplier mutilement le nombre, je me sitfs oonstamment bom^ a oelles 
9, dont la nature g^n^rale pennet de les appUquer imm^diateBiettt am cour- 
^bes et aux sur&ces g^m^triques d'üa ordre queloonque, mettant ainsi 
^eeux qui liront ce m^moirej an ^at de pressentir cette extension et de 
g^se famiUariser, par degr^, avee oe qu'elle pourrait, all prämier i^er^u, 
^avoir de trop <Kflicile ou de trop abstrait." 

Pour oeux qui ont donn^ quelqu'attention au contenu du memoire 
dönt il s'agit et notamment aiHi: artides qui commencent au No. 51. , ii 
panotra evident, en efiEet, que cette «iLtension est une oonsi^quence n^oesp- 
saire, et de ce qua los principales prc^ri^tes des eentre^, axes et plans 
de moyennef harmoniques qui j sunt expos^ peuvent Stre tontes d4- 
duites directement du tfa^oreme eite de CarnQt^ et de ce que ce mäme 
th^oi^dme est uidistinctement applicable aux courbes et aux surfieußes g^ 
m^tri^es coknme wx systemes de droites et de plana arbitrairös« 



♦) Voy«« lom« m. pag 2t3. et tom. IV. pag 
**) ibid. pag. 220. et 221. do tom. \\l 
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Lorsque famiODfaly dans mes deux m^oires de 1824 ^ la publica^ 
tlon proohaine et siiooesaive de mei reoherdies rdatiYes aux oourbes et 
eux •urAM)eo g^om^triquesi je penaais cjue le senrice dont f ^tais alora charg^ 
eorome Ing^iüeiif ^ me lanseraity d'ann^ en ann^ et pendant les courts 
intenrallea de la auapensioii dea traTaux, asaes de loinr pour mettre la 
demtöre main A €ha<pie partie; mais ma nominaticm de professeiir A Tl^le 
de Tartnierie et du g6iie d Mets^ en 1825| le eoars de m^canique i^li- 
qafi^ aiix madilnea que je fus fhngi &j erder, jonit au i&cheux dtat de 
ma aant^i me eontraiguirent d'ajoumer toute rddaotioii d^fimtiTe« H r^ 
•uUei de ce retardi que fai 4t6 prdreiu dans la publioation de quelcpiea 
\mm d^entre ellesi notamment de eeDes qid eonoemeiit la communautd 
dinterteetion dea lignes et aurfaeet g^m^quea, amai que les pn^rietÄ 
de loiirs oontreSf axea et plana de moyemiea barmouiquea. Eo s'ooou» 
pant aree auee^ de eea dwnierei redmchea, depm Taiui^ 1826, RL9L 
H^^tlitr^ Ckmsles et OtrgonM^ ae acut aenri d'aüleura de mojens trea 
dlSi^reiia de eeux que fai moi m&ne mis en usage, et qui repeeeot 
tielliment aur les prinoifes de fanalyae dea eoordomi^, eombin^ 
quelquea donn^ fourniea per la geomdtrie lutuitiTe, rt notamment per 
liitfi^!orie dea prt^Mlions oentralea et des polairea rddproques. 

Du reate, arant 1825, t^ioque depais laqueüe je n'ai rien i|cNitf 
4>eMBtiel A mea reeherche s giSomdtriquea, on ne eomiaissait, si je i 
troBfe^ aar Tol^al que f arais lydcialamrut entrepr» de trafter, qua: 
treli tlidorteiea de lfmM%^ aar lea appKqu^ paralleles des eouilies, 
iHamftrr^ eonjiigufc A une Areolion donne^ et la eo in ci d cnce de ei 
mteea aieo eeux dea aejrmptotes; 2* les trois tbeoranea qa 
iai|>Mlliirannuil de eeux tt^ per noa priadpes de projection 
lawy^y^^ ^ ataMlaa p ura MOIa a per dea droiles eoBrergeant 

fokii aeoMilMt aoMt f t ngfc «■ I^rm ifeoiK ^ ceatie da 

dkvn •'«* «iiM q«e cdoi ^Cmrmtt d^ pfcMiava 
I» iBwii «i aiNi —WH • M dtoM W Mt par 1b tiSiSbn CUi*, H4amt 

i M^fttirüt^ ae troanr» csEpoa^ ^hns le <rea(i» dm 

i^mm g^mmitriftu* , irnftimiy wamm le fbnne i tuß/MmKc t , 

4 le edle de ^^r«k« jfmtkmme de eel Mieer, edUo« de LmAw I74S; 
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3. Jfonce/ei, ancUyse des transversales* 

JUaclaurin^ et qu! ont trait au cercle osculateur^ h*W parctbole oseula^ 
trice des Iignes g^m^triques^ aiixquelleB il iaut jolndre difierentes pro« 
pri^t^ interessantes sur les lignes du 3* ordre que cet illustre g^mStre 
a enrisag^ d'une maniere tout-a«&it speciale et ^'il d^duit^ de mSme 
que les prdc^entes^ de ce principe g^ni^ral ; ^^ Si, d'un point fixe pris arbi« 
yytrairement sur le plan d'une oourbe g^m^rique quelconque, on mene 
,^une droite arbitraire^ puis les tangentes aux interseetions de cette droite 
5,aTec ia courbe^ suppos^ en nombre ^gal '\ celui qui exprime le degr^ 
^^de cette courbe; qu'enfin^ ajraut trac^^ üi volont^^ une nouvelle transver- 
jy sale par le point fixe dont il s'agit^ on fasse, d'une part, Ia soimne alg4- 
,ibrique des reciprof/ues ou valeurs inverses des absdsses intercept^, 
59 par Ia courbe, sur cette transversale et h compter du point fixe, d'une 
„antre, Ia scMiiine pareille rdbtive au Systeme des tangentes issues des 
„points de Ia premicra transForsale, 1^ les deux somnies seront Egales 
„entre elles , 2^ elles sercmt constantes ^puelles qua soimt les transver^ 
,,sales men^ par le point fixe^'' 

Maclaurin d^duit cette proposition remarquable du th^reme de 
Newton , sur le rapport invariable du produit des abscisses au produit des 
appliqui^ paralleles des courbes, en recberchant directement, i\ l'aide des 
donn^s de Ia figure, Texpression des differentielles logaritbmiques de ces 
produits, qui sont ^videmment egales entre elles; mais il est clair que Ia 
consideration directe des coefficiens des deux derniers termes des ^qutf« 
tions qui ont pour raciaos les abscisses relatives u Ia courbe ou au Systeme 
des tangentes ci-dessus, conduirait, sur le champ et sans discussions g^o-^ 
m^triques, ik Ia proposition dont il s'agit, de Ia iiieme maniere qiie Ia con- 
sideration du dernier terme des equatious qui ont pour racines les i^pli- 
qu^es et abscisses correspondantes des courbes, a conduit Newton au th^o- 
reme sur les produits de ces abscisses et appliqu^es, de mSme enfin que 
Ia cpnsideration du second terme de Ia premiere de ces deux ^quations, 
lui a fieut d^couvrir Ia propri^te des diametres etc^ ^)« 



*) Eb g^oeral, Ia consideration d'aoe foocrioD sjm^triqu« quelcooqua des raci- 
nes die r^qnalion qui donnc les abscisses des interseetions de Ia coarbe avec une 
droite ou un axe variable suirant une loi donDee, conduit a une infinite de tbeor^« 
mes analotues h ceiui de Cotes, et qui sont ^galement susceptibles de s'etendre aux 
sorfacas geomelriques de tous les ordree« 

CreUe's Jonriud d. M. Bd. Vm. HO. 1. 4 
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Cette remarques «u surplM, n'a point ^opp^ i Botro aoteur tfaiy 
apr^ s'^tre servi de la proposition fondameutale d-^dessm pour ea d<^ 
duire le th^reme de C^ttes sor la droite //></ des centtts de m^ytnnes 
harmonifues des interseetions etune courhfe gicmitriyue et dTuue droite 
me^ile autour d'un foint fixe^ s'est propos^ ensiiite de d^montrer le 
mdme th^or^e par lea coosid^ratioiK qui rdsukeDt directement de la 
th^iie des ^quatiom alg^briques« 

Si nein iQsistoiMi siir oette remarques e'est pour mettre eii parfisute' 
^Tidenoe la corr^lation qiii a Iteu entire lea th^oremes de Newton y de 
C&tes, de Maclaurin et de Carnot, corr^ation qui est teXie qiie, bfea que^ 
oes tii^or^tmes d^riTent de la consid^ratioa de termes distiocts daas Ve^ 
quatioa qui a pour racines lea absciases ou segmend propos^^ neuunoins 
ils pearent aum se d^uire les uns des autres, d'une maniere punanent 
g^on^trique et par forme de simples eorollaires* C^est, en eftet, ce que 
nosM aTODS reoooim des nos premieres redierdies sur les propriet^ pro- 
jec ti ve a des courbes et sur&ces geom^triques, daos lesquelles^ prenant le 
th^kw^me de Carnot pour point de d^part, nous en avons d^uit, a posteriori^ 
eeux de Newton^ de Cöies et de Maclaurinj ainsi que beauooop d'autres 
d'un genre tres diffi^rait et qui u^'^aient point eneore connus des geom^tres. 

Nous aper^umes aussi, tout d^abord, cpie ees memes tb^oremes, d^ 
montr^ seulement pour les courbes planes, ^taient suscepCibles de s^Äeii- 
dre immediatement aux l^nes u double cotarbure et aux snrfaces geo- 
m^triquesy A peu pres de la menie maniere que les proprietes des seo- 
tioiis eoniques s'^tendent aux suriaoes 1u seoood d^r^^ et eefles des sy- 
at^knes de droites eomprises daus un plan umque, aux sjrstemes de droi* 
tes ou de pbp» situes u Tolonte dans Te^paoe. 

Enfitt nous reconnumes que les Aren tbeoremes araiest letars cor* 
f^latift ou n$cqproqaes et que tensemble des uns et des antres donnoft 
Sau «k ua« a^rie de propositions entieremait anah^ues a eeües qui oon» 
atitu e nt la theorte des pöies, polmires et plans polaires des fignes et sur* 
&oes du ae e o n d degr^, ou eeUe du etnire^ des dimmetres et pimns di^me- 
trmmx de ees ^nes et surfiioes. Mais^ pour raettre oetle aoaiogie dans 
tout sun joQTy il nous a &Ilu, au preabble^ donner « la theotie dm cemlre 
des mmyetwes kmrmonifues asasi qua oette des polaires reciprofmes^ tovte 
FestaHMNi et la gSukwBt^ doni eBes aoot soseeptibles » eamme dnrtijaiw 
fondammtalsa; et c^est ce qui nous a determine, des 1823, 4 n Sd i gci et 
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ä puhiidr s^par^ment nm deux m^moires sur oes matieres, dans lesqueb 
nou8 n'avons pour ainsi dire pas perdu de vue^ un seul iostant^ Tobjet de 
iios redierohes subs^ientes sur las propr»^ti^8 projectiFes des Gourbes et 
surfaces g^mi^triques d'un ordre queloonque« 

Revenant maiotenaut au th^reme de Carnot^ qiu n'est^ eotnme on 
Ta VU) qiie I'extension de celui de Newton sur les produita des absdsses 
et des appliqu^es paralleles des oourbes^ nous ferons remarquer que la 
demoDstratioii directe qii'on en trouve a la page 292« de la Geometrie 
de po^ition^ est bien loin d'etre aussi satisfaisante €{\\^ pourraient le d^sirer 
les amateurs des m^thodes intuitives et purement geometriques^ de sorte 
que ce th^oreme reste encore ^ demoutrer^ si Ton ne veut point reoourir 
aiix pranctpes de TaDalyise des ooordouii^eft ^ on si mieus: on ne pr^fere 
reuTisager, k priori^ comme uue simple defiuition des lignes et siirfaces 
g^m^triques^ fond^e sur ce que Ton conuait d^ja des lignes et des sur^ 
iaces des deux premiers degr^ et des sj Sternes oompos^ d'un certain 
uombre de ces lignes ou suriaces, auxquels les tbeor^mes de Carnot et 
de Newton sont imm^diatem^ut applicables* 

De^argues j comme nous Tavons dejä fait observer ailleurs, 
{Traile des proprietis projectives des figures^ Introduction, p. xxxyiii.)» 
avait eu la siuguliere et lumineuse id^e de traiter les courbes g^me-< 
triques oomme une assemblage de lignes droites en nombre ^gal a ce- 
kii qui marque le degre de ces courbes ^ ou ie plus grand uombre des 
points suivaut lesquels elles peuvent etre coiip^es par une transversale 
arbitraii^e; c'est-A-dire qu'il leitr appliquait les mSmes raisonuemens, 
leur attribuait les memes propriet^^ toutes les fois^ sans deute ^ qu'il 
ne s'agissait que de ces relations g^n^rales et ind^endantes de gran« 
deurs d^terminees^ que nous avons nous meme nomm^es projectives^ et 
qui fönt le caractere prc^re des sp^culations de la th^orie des transver« 
sales ou de la geometrie de la regle ^ relations qu'ou voit dejd subsister, 
saus aucune modification essentielle^ pour les systemes de lignes droites 
conHoe pour les sections coniques ou lignes du second ordre. Mais ce 
n'esf lu encore qu'une pure induction qui^ bien que tr^s forte si Ton pre« 
tend teair oompte des diffi^rences ^pecifiques qui distinguent les simples 
assemblages de lignes droites des courbes v^ritables^ ne peut n^nmoins 
etre admise, tout au plus , que comme mojen d'investigation , ainsi que le 
faisait observer notre illustre Descartes dans une lettre^ au P. Mersenney 

4» 
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eaoßemsBt les reohercbes g^m^ques de Desargues qui fnt son oon« 
temporain et son ami« 

Ce qui s'oppose d'aiUeun h oe qu'on admette^ k priori^ le tb^oreme 
de Carnot ou celui de Newton comme d^finition des courbes g^m^tri« 
quesy c'est que oes courbes possSdent^ en ellcs« meines ^ im caractere qui 
les d^finit universellement et d'ime maniere purement intuitiTe: odui de 
ne pouFoir Stre eoup^es, au moyen d'une drcnte ou d'un plan arbitraires^ 
qii'en un nombro de points Umit^ et d^termin^ pour diacune d'elles; d'oä 
il r&ulte qu*en partant des tb^oremes dont il s'agit^ on n'est point sur 
d'embrasser k la fois toutes les lignes d'un m^e degr^^ et qu'il devient 
indispensable de d^montrer, pour cbaque ligoe d'espece donnee ou d^fipie 
par une construction g^om^trique^ qu'elle jouit effeotivemeut du caractere 
supposd par ces th^oremes, arant de lui appliquer aucune des consequen-» 
ees qui en d^rirent; er une semblable demonstration pourrait^ dans cer« 
tains cas^ pr^enter des difficult(^ presqu'insurmontables sous le point de 
Tue purement g^om^trique« 

Ces considerations nous avaient depuis longtems engag^ k reober- 
dier^ du tb^r^me de Newton sur les appliqu^es paralleles des courbes, 
une demonstration qui fut ind^pendante de leur d^finition au moyen des 
^quations alg^briques entre les coordonn^ ordinaires, et uniquement fon« 
d^ sur la Kmitation du nombre des intersections possibles de la courbe 
avec une droite ou transversale arbitraire. Ce genre de demonstration, 
dont nous avions d^jA donn^ une id^ et divers exemples dans nos pr^ 
c^ens mimoires de g^m^trie et q^alement dans le Traiti des pro* 
priete^ projectives ( section Vf. ehap. HI. pag. 332. et suiv« ; Supplement 
pag. 384. et suiv«), repose sur le principe de continuitä *), que nous au- 
rons souveüt occasion de mettre en usage en traitant des propri^t^s pro- 
jectiTes des courbes et surfaces g^ometriques , et sur lequel 11 oonrient 
que nous reTenions un instant dans ces preiiminaires« 

Enyisage dans son application aux courbes planes oontinueS| c'est« 
d-dire aux courbes dont les differentes parties, les differentes brancbes 
sont assujetties k une memo loi g^ometrique, u un meme mode de gen^- 
ration, ce principe consiste sp^cialement en ee que toute droite trac^e ar- 



*) Voyez anssi aar tm principe, les reiexioas de« pag. xx. etsuir« de rLUro* 
^uction da Tratte dont il s'agit. 
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bitrairemeiit au trayen d'ime teile eowhe^ doit toujoim etra ottis^ Ig 
rencoBtrer en an nambre. de pomtSi invariable et egal 4 cdui qui d^signe 
8on degr^; oe qoi^ d'apres ce qu'on sait d6jik des Hgnesr du second ordre, 
obKge A admettre aussi bien les intersections imaginairefl que les iutersec-» 
tioDS rollet 9 les intersections sitii^es ^ Tinfini que Celles qui se trouvent 
ä distanoe donn^ et d*oii il r^ulte g^n^ralement que toutes les fois qu'il 
sera possible de prouver^ en toute rigueur et en ayant ^gard uniquement 
au mode de g^neration d'une l^ne cou]i)e situ^ siur un plan^ qu'une cer- 
taine droite^ trac^e dans ce plan, n'a en oomnnin areo die que m points» 
seit r^ds f seit imaginaires , situ^ ou non ä Tinfini ^ confondus en un seul 
ou r^unis par groupes distmet« de deux ou de plusieurs points, il sera, 
par la meme, d^moutr^ que la eourbe est effectivement et au plus du 
degr^ marqu^ par le nombre m. 

En particulier, si cette courbe est engendr4^ par la traoe de cer- 
tains points assujettis u une construction unique, et qui se trourent utu^ 
sur une droite mobile autöur d'un autre point doune serrant de pole fixe; 
pour pouYoir proiioncer afSrmativement sur le degr^ de la courbe, il suf« 
fira de reehwcher le nombre total des points dont il s'agit^ et de s'assu-- 
rer qu'aucime des branehes de cette courbe ne passe par le pole fixe, ou 
qu'aucun de ses points g^n^rateurs ne vient ^ se confondre avec ce p61e^ 
pour certaines positions de la transversale mobile qui les renferme: au* 
trement, en e£Pet, le nombre des intersections se trouverait augment^ de 
celui qui marque la multiplicit^ de la courbe en ce pdle, je veux dire du 
nombre des branches distinctes, r^Ues ou imaginaires, qui y passent, 
ou du nombre de coucidences distinctes des points g^n^rateurs avec ce 
memo pole. 

Si d'aiUeurs les transversales, au lien dctre concourantes en un 
point fixe, ^taient simplement assujetties a demeurer paralleles entre elles 
ou k une droite donnee, les niemes choses auraient encore licu, si ce 
n'est que le pole ^tant alors situ^ a Tinfini, on devrait, dans cha<|ue cas, 
recherdm le nombre des positions distinctes de la transversale pour les« 
fjueUes Vun de ces points g^n^rateurs passe k Tinfini et se confond ainsi 
avec oe p61e; or c'est oe que la discussion exacte apprendra toujours, 
dans chaque cas special, et quand le mode de construction des points 
gen^rateurs que contient chaque transversale sera rigoureusement d^fini. 
Mais, afin de ne pas courir le risque de se tromper dans Vappr^ciation du 



30 3« Poncelet, analjrte tUi transvtrsaUi. 

6egt6 QU du nombre total et effeetif des tnterseotioiis des transversales^ 
il sera mdisp^isable de proc^deri d'uiie mani^e enti^rement directe^ 4 la 
recherdie de oes interseotioiis ^ camme s'fl s'agissait de r^soodre un pro« 
bleme ordinaire de g^m^e, et de ne pomt s'en rapporter simplemeDt a 
oe ^pie pourrait apprendre une disoiission purement iotuitive on fond^ sur 
les apparenoes offertes par le trace eflTeGtif de la oourbei laquelle devra 
toujours 6tre oens^ non enoore d^ke« 

La Solution de ce proUeme qui se compose^ eomme on roit, de 
deux parties distinetes, pourra presque toiqours dtre ramen^ ä celle d'un 
autre ou fl s'agira de d^uvrir les hit^rsections d'une oertaine droite avec 
une oourbe de degr^ donn^ ä priori s oe qui lerera toute espece d'incer* 
titude^ puisqu'on connattra ainsi rigoureusement le nombre de oes inter« 
sections quelle qu'en soit la nature^ c'est-d*dire r^le^ imaginaire etc. 
Siy au contraire, les intersections cherch^es n'^taient d^termin^es que par 
les relations purement m^triques qui les lient, soit entr'elles^ soit aveo des 
grandeurs connues, il feudrait prendre garde de .ne n^gfiger aucune des 
combinaisons essentielles et distinctes des inoonnues et des donn^^ cest- 
^«dire aucune des permutations , des changemens de position et d'ordre, 
qui 5 sous le point de vue g^metrique ou arithm^tique) peurent s'op^rer 
entre oes diverses quantit^ , et donner lieu ainsi f\ la multiplicit^ des so« 
lutions de chaque probleme* 

Qü'au nombre des donnees se trouvent^ par exemple^ les intersec- 
tions de la transversale^ mobile autour du pole fixe» aveo une oertaine 
courbe simple^ assujettie au mßme mode de g^n^ratien ou de oonstructioo 
dans toutes ses parties et dont le degre soit connu^ on devra se rappeler 
qu'en vertu de la continuit^^ ces diverses intersections jouent absolument 
le mtoie röle et ne doivent point Stre distingu^es les unes des autresi de 
Sorte qu'il est permis de les permuter entre alles sans, pour oela^ changer 
ou alt^r en rien T^at des qiiestions qui s'y rapportent. Or oette cir- 
g^^tance tient u ce que les di£EIScentes branches ou parties des oourbes 
simplös^ sont rentrantes sur elles memes on se fondenty pour ainsi dire^ 
les unes dans les autres sans Solution de continuit^y et eile n'aurait plus 
lieu evidemment sl ces courbes n'i^aient pas assujettiesi dans toute leur 
^tendue^ ^ une loi unique^ ou si elles se oomposaient de diffi^rentes 
lignes par^uiidres et qui seroient soumises ä des modes de g^n^raHon 
^tincts* 



3. P^Acetei, analyse des tran$ver$alesm 31 

Mais II0U8 u arons piAnt Ilutentioii de bous Meüäre ioi wr le prin- 
dpe de contiouit^ consid^rtf mSme dans la th^rie des oourbes; npus y 
reyiendroiis peut etre un jour d'une maai^ toute i^^ale^ selon la pro« 
messe que nous en avons d6jä faite dans tintroduction du Traiti des pro-- 
pHiU^ projeotives ; il nous suffiira^ pour le momenty d'avoir pose ou rap«- 
pel^ tes gen^rafit^ qui pr^edent^. dont les applieations partioulidres pr^ 
sentent Mrement des dtfficult^ s^rieuses^ oonune le prouvent les diffSärens 
exemples cpii eü ont ^t^ donn^ dans le Traitä dont il s'agit. 

pu'il s'agisse^ en particulier^ de d^montrer le th^reme de Cötes 
mentionn^ plus haut^ et quI n'est que l'extension^ aux lignes g^om^triques 
en g^neral^ de celui du IVo. 42. de notre Memoire sur les centres da 
moyennes harmoniques^ refatif aux itoples syrtdmM de lignes droites i&* 
hi^ dans un plan: attendu qu'on n'a qu'un seid centre h coiisid^r sur 
Ghaciine des trausrersales issuos du p61e fibce^ et que oe centre ne peut 
jamais coSTncider avec le pftle^ dds que oe demier est ind^pendant de la 
oouAe, on voit que le lieu examin^ Ae stiiurait Stre que du premier de« 
gr^ ou un« simple ligne breite» Mab eela suppose express^meqt^ eomme 
on Yoit^ que les moyOMies harmoniques soient prises par rapport k des 
eoeffidens nunoi^ques ^gaux entre eux ou a Tunit^; car, s'il en ^tait au-» 
trement^ la* permutation qui^ d'iprds oe qui pr^cedoi devrait etra op^^e 
entre les eoeffidens relatifs aux diverses branehes de la oourbe^ donnerait 
lieu a un nombre m{m — 1) de centres des moyennes harmoniques pour 
chaque transversale ^ m ^tant d^ailleurs le d^e de cette eoufbe ou le 
n<mibre de ces branehes« 

CiMknme nous nous proposons^ dans oe travaily de condure directe« 
menf le th^ordme de Cötes du prindpe des transversales de Carnot^ nous 
n'insisterons pas sur la d^monstration cpii pr^cede, et nous passerons de 
suite fi ceBe qui conceme le th^rdme fondamental de Newton ^ relatif 
aux idMdsses et appHqu^ paralleles des comj^es g^om^triques« A oef 
effet nous nommerons q^ f'^ ^\ . . • . les intersections r^Ues ou ideales 
d*une teile couibe^ suppos^ du degr^ m^ avec une droite ou un axe fixe 
trao^ arbitrairement dans s<m plan^ et Pf p\ p'\ • • • « ses intersections aveo 
une parallele quelconque k une droite donn^^ dont le point de reneoo« 
tre avee le premier axe^ sera^ de plus, repr^ot^ par la lettre a. Gela 
pos^ nous sovons ä(!\k que si, au nulieu d'une «ourbe unique et distinote^ 
du dqpp^ m, nous aviona.i eonsid^rer un assemblage de droites ou de 
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SeppoecMiy en effet^ ipi'oB porte^ w rtuwie dM eppS^Bea pMel* 
läM et e e o Mplei de laxe fixe oq da poMt e, me lo ng iie M ey qoi eil^ 
evec Mie c e iU i u e Egne priM poir unite de menre, le meMe^nppert qoe 
k Sfee Xmmte omnerique oq ebeotfle» et qoi, de pks, ek le w&m qoe r^ 
dsme le loi des s^dm de pestioB oq le eoMtniotioii eSeotiTe et 
t ri qa e de my^ 2 est eiid e M qa'on nobtieodre, den» le cm de le 
jMMiM»^ 4hs oAm d'Mi MDple aMemiili^ de droitM oa de Kg^M de 
eond ordre, qo im mqI point j, et qae le eoite de tOM cm poiata fiiKw 
men ene ^ne cootiDoe aMMJeilie, dMs toiilM Mi pvtiei^ e le mmm lo^ 
eo meme mode de geoeretioD; or )e & qee eetle fig^e eK gMenleMMt 
ooe droite perdläe a laxe fixe, eomaM cda a fien ooioimMBt poer le 
GM OQ la proposee se con^Mne d^on ij iti Mg de figoM da prMMr oq da 
Moood degre; oe qoi rerieot » &e qoe my oa k dfMpuie coHtoat poor 
toitt les CBS poMbles. 

D'abord il est eise de se coDTainare que fsmaw le poiet geo^ t ai ea r 
y ne peut s'oloigner A linfini du point a oq de Taxe fixe; car 9 ffaudrait 
pour qiie cda est Leu, ou que Tun dM segmeos qm ea tr eo t dans le an» 
merateur ap.cp\cp'\ • « • de k^ derint loi m^ne infioi, oe qoi se peot 
•Hre a moiiis que la £rectioQ de Tappfiqo^ n ak h.i pme, eoaUairament 
ä DM faypoCfaesM ^ paraBekment a ToDe dM IwanohM oq dM aajMptotM 
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de la oourbe, <ni h moins qiie Tappliqu^e toute entiere ne soSt sappM^Ä 
rinfini* Mais^ en CKmqparant ee qui arriye^ duis ce dermer ea&y avec oe 
qui aurait lieu pour oelui d'im simple as^mnblage de lignes droites ou de 
Mctiotis coniques; il sera facile de ¥oir que le rapport k n'ea ooneenre 
pas umhds une valeur imiqiie^ qui est finie ei la direction de l'axe fiiLe et 
Celle des appUquees sont queloonqiies par rapport aus: directions de&difl%« 
rentes branches de la cöurbe propos^e, et qu'oB peut nieme calculer eo 
construire g^om^triquement si les m asjmptotes de oette courbe ou les 
directions de ses m branches infinies sont donnees. En effet^ tra^ant, par 
exemple, les m droites pjff f/f^^ /''V • # • • paralleles ä ees directions 
ou qui joignent respectivem^it les interseotions fixes f^ /t f '^ • • • • aia 
intersections p^ p\ p'' . . . . de Tappliqu^ censee touto entiere A Tinfini, 
la yaleur du rapport Ar sera donu^e pour ces m droites^ et la meme qi^ 
Celle qui apparti^it aux intersections dont 3 s'a^t« 

Les diff^rentes €^[di^pi^ pardHeles apf ne CMitenant donc qu'un 
aeul point y a distance donn^^ et n'en ayant aucun ä linfini, fl r^ulte^ 
du principe g^n^ral pos^ ci-dessus, que la suite de tous ces points y est 
une ligne du preniier degre ou une simple droite« Je dis^ ea outre^ que 
c'est une parallele A Tasce ^^ des abscisses; et, pour le prouver, n ne 
s^agit que de faire yoir dairement qu'elle ne saurait rmicontrer eet axe 
en un point qui seit situ6 a une distance assignable ou finie : or eela pa^ 
raitra parfaitement clmr si Ton conaidere que, pour Fappliqu^ correspon^ 
dante a ce point, Tun des segmens ap, ap' ^ . . . deyrait s'^vanouir, ce 
qui ne peut etre qu'autant que I'intersection de la courbe^ relatire A ee 
Segment, se trouve en a sur Taxe fixe ^fj'j et sans que par cons^quent 
labsdsse correspondante ne devienne aussi nuBe« Mais la loi de conti» 
nuite assigne une tangente en ee meme point de la courbe, dont le rap- 
port, de Tordonn^e k l'absdsse, est pr^cis^^it le meme que celui des 
Samens nuls ou infiniment petits que Tcm considere« Donc ce demler 
rapport et, par suite, la valeur de ay ou de Ar, ne cessent point d'ötre 
d^ermines et ne peuvent devenir nuls tant que le point d'origine a des 
appliqu^ ae trouve A une distance donn^ ou finie sur Taxe des abscis- 
ses, ou tant qu'ii u'arrive pas que les el^mens tangentieb de la courbe 
en ses dijflG^reutes intersections 7, ^', 9" .m.. arec cet axe, se trouvent 
confondus avec la direction m&ne de ce demier; toutes droonstances qui 

Orelle'a ionmal d. M. Bd. vm. Hft. 1. 5 
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ne y m iWuA «roir liea d^mpr^B la g^ueralite de dos h^potheses sar la Au^ 
üon respectnre de la oourbe et des axes dont 3 Hgit* 

CoDdoons doDCy en fleccmd Uea^ que la droite des poinfs y^ ne 
poonait gen^ralement renoontrer Taxe ff' eo des pouits sito^ a oae di» 
slanoe doon^e^ il fiuit bien que eette droite lui seit parallele^ ou qne my^ 
wbm qoe le reppoH ky du prodint des appliqu^ ap^ ap^ apf' . . m. tk oe» 
ba des absdsses eorre^ondantes aq^ a^^ af"^ demeorent invariables poar 
floufes positioiis posaMes de oes ^ipliqu^ e^ par soite aoM, poor tovtes 
oeües que peut prendre Taxe des abscisses en se fransportant, parallele- 
ment a lui meme dans le plan de la courbe^ ce qui eooslitue proprement 
le th^kirenie de Newton quH s'agissait de d^montrer» 

Neos nlnsisterotts pas sur ce qui arriye dans les cas pardeuliers ou 
l'axe des abscisses est pris tangentidlement ^ Tune des branches de la 
conrbe^ c'est^a-dire parallolement a Tune de ses asjmptotesy paroeqiie la 
loi de cootinaite kidique daarement alors comment on doit entendre le 
tt&Mndme d-dessus^ et que les curoonstances sont absolumeat les memea 
que oeües qui se pr^sentent dans le cas bien oonnu des lignes du second 
ordre» D'ailleurB ces d&aib^ sur lesqueb nous aurons occasion de reve- 
nir, ne seraient point a leur place dans cette introduction, ou nous avons 
seulement pr^tendu prouver que le th^ordme, qui doit ser?ir de base prin- 
dpale A nos recherches, peut £tre ^taUi d priori ^ en se ibndant uniqiie« 
ment sur le prindpe de continiiit^ combin^ avec les donnees d*une g^o- 
m^trie gen^le dont j'ai expos^ les premiers ^l^mens dans le trait^ des 
propriitis projectives des figures. 

Apres avoir donn^, dans ce qui pr^cede, un aper^Uy en qiidque 
Sorte historiqiie, de mes recherches sur les propri^t^ profectives des cour- 
bes geom^triques et des Tues qui m'ont principalement guid^ en m'/ 
livranty de loin en loin^ dc^iiis 1816, il me reste a dire un mot du plan 
que j'ai adopte dans cette pr^ente r^daction^ qui, bien loin d'offirir un 
trait^ suivi et mefhodique tskvt la matiere, comme jai dejji dit en avoireu 
primitivement l'intention^ n'est qii'une esqufase ibrt imparfaite, peu cor- 
reote m^e, je Tavoue, des prinoqiaux r^ultats aux qiiels je suis depuis 
longtenis parrenu, et que le peu de loisirs dont je puis actuellemeut dispo- 
ser^ ne me permet pas de perfectionner danuitage ni de mettre 
l'ordre rigoureux que je leur eusse souhait^ 
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Prenant donc pour d^finition^ propre A caract^riser ii la fois toutes 
les lignes et surfaoes g^m^triques , la relation qui subsiste entre les dtf- 
ferens segmens form^ suif les cöt^ d'un triangle arbitraire par les inter« 
sections de oes lignes et sudEftces, et voulant donner^ tout d'abord, une 
id^e de Texteiision que peuvent recevoir les principes de la doctrine des 
transrersaleS) j'ai d^but^^ dans un premier paragraphe^ par apfdiquer ces 
principes aux lignes du seoond ordre ^ consid^r^ d'une mani^ indivi« 
duelie ou dans leur combinaison ^ et qui ont tant et depuis si iongtems 
occup^ la sagadt^ des g^ni^tres> qu'il semble qiie^ dor^navant^ fl n'y ait 
absolmnent plus rien de yraimient neuf et d'int^ressant a en dire. La 
fadlit^ surprenante avec laquelle on arrive ainsi aux propriet^ projeoti« 
Tes les plus g^n^rales et les plus beUes de ces lignes, me semble bieb 
propre d'ailleurs A ^reiller Tattention du lecteur et a Tinitier dans Tesprit 
de la m^thode. 

Passant de lä ä ce qui conceme les lignes du troisi^me ordre, fai 
feit yoir eomment la tb^rie des transyersales peut sur le cbamp con« 
duire a la d^couverte de leurs principalcs propri^t^s projectiyes d^ja men« 
tionnees dans la partie historique de cette introduction, comme ^tant les 
coroUaires de th^oremes plus gen^raux concemant les ligpies d'un ordre 
qudconque« Quelques unes de ces propriet<&, relatives aux points d'in« 
flexion et aux quadrilateres complets inscrits, ont et^ longuement et p^ 
niblement d^montr^es dans le tmitS des courbes giomitrique^s de Ma- 
clauriny qui, ainsi que je Tai A6yk ^galement fait observer pr^c^demment, 
a envisag^ les propri^^ des courbes du troisieme degr^ d'une mani^re tout 
a fait sp^ale. 

Lors de mes premieres recherches sur cette matiere, j'avais eu l'in- 
tention de donner une eertaine ^tendue A Tarticle qui conceme la th^rie 
des lignes du troisieme ordre, A cause de la singuliere analogie qu'offirent 
leurs propri^^ avec Celles des sections coniques ordinaires : je me proposais, 
par exemple, de les construire par points sous dÜTerentes donn^, de 
constnare leurs systemes d'intersections ou leurs sy^stdmes de tangentes 
trelatives a des droites ou A des {K>ints de position assign^e, de recher* 
eher tous leurs points singuliers ainsi que les propri^t^ dont jouissent ces 
points par rapport aux points ordinaires de la courbe etc. Mais, comme 
ces diffiSrentes questions se reproduisent ^galement pour les lignes de tous^ 
les degr^ et donnent lieu aux memes Solutions g^neraies, je me suis id 

5* 
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bom^ ä quelques proporitions sp^iales^ propres k semr d'exemple de la 
(6wadit6 des prinoipes et de la fertility de leun i^lieatioiuu Ce que f ai 
dit d'ailleursy de oe meme article^ conoernant les intersections et les eoiii» 
taets divers des l^es du troisieme ordre et des sections coniques, doit etre 
oopisid^r^ umquement ooinme une sorte d'introduction ä ce que je me 
prop^ose de donner dans la seconde partie de ces recherches toudiant 
tes osculatrioes des lignes d'ordre sup^ri^u*. 

Laissant lA bientM oes (Mr^Uminaires^ je passe, dans un second pa« 
ragraphe, a ee qiii conoerne les courbes planes g^m^triques, d'un ordre 
queloonque, consider^es d'une maniere individaelle et par rapport aux sy- 
stemes de transversales rectilignes qui peuvent les oouper# Je &h voir 
Gomment on doit entendre ou appliquer^ dans oe cas simple, T^quatioii 
ou la relation fondamentale qiu d^finit & la fois tontes oes lignes; je m'oc* 
eupe ensuite des diffi^rentesr transformations ou traductionS|- seit m&riques, 
seit descriptives dont eile est suseeptible dans oertains oas, et notamment 
pour eertaines situations partioulieres des transversales, ou, sous sa fonne 
primitive, eile devient illusoire^ identique et eesse ainsi de demeurer ap* 
plicable au sjrstSme« Ces circonstanoes se präsentent, entre autres, quand 
une ou pluaieurs des intersections propres des transversales se trouvent 
situ^ sur la courbe ou se confondent entre elles, et elles donnent ainsi 
lieu a de nouveaux th^or^mes sur les lignes on sn&ces g^om^triques, 
eomme elles foumissent des m^tfaodes vari^ et simples pour le trac^ de 
leurs tangentes et plans tangens, dans les diffi^rens cas« On verra que 
les transformations dont il s'agit reposait prmcipalement sur le mode d'^ 
limination g^n^ral par lequel on peut d^barasser l'^uaticm prunitive ou 
ses d^iv^, de certains segmens qui j entrent et qin les rendent illusoi» 
res dans les cas pr^t^« 

Du reste, ä l'exception de ce qui conoerne la relationale nous 
avons nomm^ Involution simple de certains syst^mes de points en ligne 
droite, relation qu'on doit consid^rer comme fondamentale, nous avons 
fort peu insist^ sur les propositions ou cwollaires particuliers qui peuvent 
d^ular de nos prindpes, dont Texposition m^thodique est d'aiUeurs le but 
essentid de la premi^re partie de ce memoire: c'est ainsi, par exemple, 
que nous ne fesons qu'indiquer, cfaenin fesant, les nombreux eoroUairea 
relattfs aux points mnguliers on multiples des courbes, aux polygones qui 
leur sont inscrits ou oirconscrits, d leurs syst^mes d'asjtnptotes etc» 
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Ajant montr^) dans oe qiu pr^de^ comment on peut rendre la 
rdi^on fondameBtale a(^lioab1e a tous les etats de la figure^ ä toutes les 
aituatioiui possiUes des transversales ^ nous nous oocupons^ dans im nou- 
veau paragraphe^ de la d^ennioatioii ou du trac^ mSme des Ugnes geo« 
metricpies par leurs systemes d'intersectioiis aveo des transversales don- 
n6eSf en nous fondant uniquement sur les propri^t^ qui d^vent de T^ 
quatiou de d^finition de oes lignes. Cette dumisdon nous coaduit ä plu« 
aieurs r^ultats curieux^ et notamment a celui-d: ^^Lors qu'une ligne g6o^ 
yyin^ique plane ^ d'un d^r^ queloonque^ est donn^ par un nombre suf- 
,ifiNMat de ses systemes d'intersections aveo des droites ou transversales 
y^arbitraireS) on peut^ non seulement d^rire la oourbe tout entiere par 
^^pointSf maisy de plus, trouver directement ses interseotions aveo une an^ 
^,tre transversale donn^Oj le tout par des m^thodes purement lin^aires^ 
,^ ou qui n'exigent y en demiere analyse , que la oonstmction de simples 
59 lignes droites; par ^oi on doit entendre d'ailleurs que toutes les oour« 
y^bes auxiliaires qui servent k la Solution du probldme^ sont elles memes 
95 oonstructibles par de simples interseotions de lignes droites." 

Ce paragraphe, qui ^tait indispensable pour justifier Tadoption de 
notre tSquation fondamentale eomme d^finition caract^ristique et suflBsante 
des oourbes et surfaces g^m^triques^ contient d'ailleurs le germe de tou- 
tes les redierdies, sur la communaut^ d'intersection des lieux, qui seront 
mentionn^ plus loin, et sp^oialement sur la d^termination des lignes et 
surfaoes qui sont assujetties k des conditions donn^« 

Aprds nous etre ainsi etendu sur ee qui oonceme les systemes d'in- 
terseetioBs des lignes geom^triques aveo des cbroites arbitraires^ U ^tait 
natural de s^occuper des questions inverses relatives k leurs systemes de 
tangentes issues de points donn&s; questions qui d^rivent unm^diatement 
de nos princ^es sur la theorie des polaires reciproyues, attendu que tou« 
tes les relations m^triqucs et descriptives pr^c^emment examin^es^ sont, 
de leur natura, projectives ou tolles qu'elles substistent A la fois dans tou- 
tes les projections ooniques de la figure; oonform^ment u ce qui est r^ 
dam^ par les con^^rations des N"^ 120. et suiv« du Memoire qui oontient 
cette theorie. Mais, comme Texposition des prindpes de cette mSme theo- 
rie, a suscit^ quelques doutes dans l'esprit de certaines persounes, notam- 
ment en ce qm oonoerne le degr^ des courbes polaires r^iproques do 
courbes planes donnees ; comme d'ailleurs nous n'avons fait que glisser 
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ftuf cette iniportante et diffieile matiere, dans les N"^ 66. et sui^. du Me- 
moire en questioD^ et qiie, daiis la crainte d'antioiper per trop siir le aujet 
de nos reohercbes relatives aux propri^t^ des oourbes et surlaoes^ aoi» 
jr avons meme n^glige de d^montrer, lü priori et par les m^odes ^o- 
m^triques qul nous sont propres^ quelques - uns des th^remes dont nous 
sommes partis, tels que celui sur le uombre et le d^;r^ des interseotioiis 
des nourbes et surfaoes^ eelui sur le uombre et TespSce de leurs taugen- 
tes ou plans tangens passant par les memes points oü les mtoes droites; 
ces diffiSreus motifs nous ont engag^ A revenir sur oes qiiestions fonda- 
mentales, qui demandent encore A £tre ^airoies et approfondies malgr^ 
qu*elles aient fait^ dans ces demiers tems, Tobjet des m^ditations dhabi- 
les g^m^tres analystes. 

En effety la Solution de oes questions dopend ^ eomme on peut le 
voir ä Teudroit d^ja cit^^ du perfeotionnement d'une autre th^rie, oelle 
des points sing uliers des oourbes^ qui n'est point encore comptötement 
faite malgr^ les sarantes recherches de nos premiers g^mdtres *), et eile 
tient aussi aux dÜ&cult^ les plus ardues de la science de r^Umination. 
Mais, quoi que les consid^rations d'une g^om^trie purement intuitive, ap« 
puy^e de notions qui d^ivent de Tadmission du principe de continuite, 
nous aient permis d'entrer plus avant dans le fbnd de la question, nous 
ne saurions nous flatter cependant d'en avoir ^claird entiSremeut les dif- 
ficult^ et d'avoir dissip^ tous les nuages dont eile demeure encore en« 
velopp^« 

A roccasion de ces discussions, nous pr^ntons les ^^ens d'un 
nouveau mode de transformation des figures qui differe essentiellement, 
du moins en apparence, de cdui qui ressort de la th^rie des p61es et 
polaires des lignes du second degr^, mais qui, malheureusement , fiedt re- 
tomber sur les mSmes r^ultats relativement aux questions de n^prodt^, 
et n'ofire d'autre avantage que celui d'une facilit^ plus 'grande dans les 
moyens de construire la transform^e ou d^riv^ d'une figure donn4e. 

Tel est Texpos^ sucdnct des mati^res contenues dans cette pre- 
midre partie de nos recherches, dont la seconde a sp^cialement pour objet 



*) VoyYS le traüi du calcul diffirentiel et du eahul intigraX de Mr. hacroix^ 
tom. IIL, et la ih^orie des points singuliers doonee par Mr. PoissoHf dans le 14^ ca* 
hier du Journal de PEcole polytechnique. 
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Texposition des prindfmles cons^quences relatives aux propri^t^ projecti- 
res des sjrstemes de lignes et de surüaces geom^triques* 

Cette seconde partie^ dont uous renvoyons la publioation A im pro- 
oham Numero de ce Journal ^ n^ofire^ pour ainsi dire^ que le d^vdoppe* 
ment et les appUoatioiis des prindpes expos^^ dans la premiere^ snr Ta- 
nalyse des transrersales : eile se subdivise egalemeirt eo plusieurs $$• j dont 
noiis noas oontentenMis d'exposer sommaireinent le contenu^ d^ja men- 
tkmn^ au commeiioeinent de cette introductioiu 

1^ Des sjst^mes de lignes et de surfaces g^m^triques, du mSme 
degr^ qui ont les memes intersections oommunes y ou que touobent les 
mSmes plans, les mSmes suriaces d^yeloppables enreloppes; trao^ effectif 
de Tune d'entre elles^ au mojen de toutes les autres, par des eon^tructions 
purement Unfaires ou qui se rapportent uniquement A la giomitrie de 
la rigle; de rinvolütion compl^te des sjrstemes de points^ de lignes et de 
sorfeoes; des lieux g^m^triques; probleme dePappus r6so\u pour la pre« 
mi^re fois par Deecartess combinaison des lieux et de leur decomposi«- 
tion en lieiix plus simples. 

2"". Application de Tanalyse des transversales A la th^rie et ä la 
rech^che des osculatrices du 2* degre et des divers ordres, en des points 
d^termin^ des lignes et surfaces g^m^triques; trac^ de ces osculatrices 
par points ou par Tenveloppement des tangentes, A Taide de constructions 
purement Untres etc. 

y. Principales cons^quences relatives aux coitres, aux axes et 
aux plans de roojennes distances ou de moyennes harmoniques des lignes 
et surfaces g^om^triques individuelles ^ ou des systemes de lignes et de 
surfaces g^om^triques assujetties A des conditions donn^; Solution nou- 
volle du probleme relatif aux faisceaux convergens de tangentes^ trac^ et 
propri^t^ des polaires successives etc. 

Dans cette seconde partie, destin^ seulement A Tindication rapide 
des principaux r^ultats de nos propres recherches et de celles des autres 
sur les courbes et surfaces de tous les degr^^ nous avons neglige une in- 
finit^ de oorollaires y neufs ou piqiians ^ qui eussent ralenti notre marche« 
sans rien ajouter d'essentiel aux considerations tbeoriqueS qui peuvent ser- 
vir A faire saisir Tesprit gen^ral de nos m^thodes^ et A en d^montrcr Fu- 
tilit^ et la fi^odit^. 



En iusistant prmcipakmait mir In api^iettfoH dm la throne des 
traiunrenaieB, nous arcms touIu promrer que cette di&irie^ fmrimgie conme 
MMK le fesoos, coostitiie misa im oorps de dootriae i p«r^ hm aoHe iPtf- 
nalyse geamitrifue fres dEgoe de fiser rattortioii des iw ■ et sartout 
d«s miteun delemeni, par h amipint^ et la hßOM de ratgoritfame» la 
g^n^nlite et r^teodoe dea cooBequeoces hi fertility et la Tsri^ dea 
aoeroea. qu'elle offire dana la aoiutioa dea qnestiona lea pim relef^^ea. 
CO praod d'aiüeun h peine de oomparer le oontentt daa pr 
res arec lea bdlea et reeeatea d<S e o^ f e rtel^ siir lea propti^eB dea ecmrbea 
et aor&oei de toua les degrea, qui ont ^ ezpoaeea par BDL G^gonne^ 
BohiUi^r^ Cha^les^ Plücker ete. daaa lea annalet de maik^maisfues ^ la 
carrespondance de Bruxelles et le Journal de Ifr« Crtlle (anneea 1827 a 
1830)y Ott se eonraiiicray j'eq>effey ques^ ra'S'^ ^ retwd mvoloiitaire qn'a 
^promr^ la pubKcatioD de noa pro^^ea recbefdwa nr oette matien^ et 
qm aoat aaterieurea de ptnatfiira amnees^ ellea n'oiit ponit eneore perda» 
aoua to« ks rapports^ rinteret et le mmte de la Booreanft^ 

An flurpina^ eo expoaant lea princ^panx tk^oruaea aar ka 
sMtkma dea ^aea et dea aurfacea geom^trMiiieay noaa oe 
point aatreinti a en operar ä diaque paa, comnie Toiit fiut qoAjaaa 
de oes g^ometrea, la traduGtkm en daotraa th^or^mea reiatifii anx 
(geooea de oea lignes et sur&eea, oe qui est toufoiara fiKÜe an mojei 
prtndpei generaux de la thearie des polaires ricipro^uee. Hona 
sonunea eontentea den montrer, de lein en loin, dea exent^ieay ei 
aistant pim partkofierenent aar eenx ijai ponraient ofiir le ploid^ 
par Tetendue des oons^quenoes on par lea mojeni d^ parrenir» 

A ee mäne sii^et^ nona derons ki reproduire one obaefradon 
portanle par sa generaEte; c'ert qu'en partant Arectemsat des tl i d or em es, 
aur lea tangentes ou plana tnogena des Egnes et auria oei geomAiiqne^ 
qui sont les oorräai& ou recqHroqnes de eensL de Carnoi^ 
sections dea traosreraalea arbitranrea, et dont lea ^Mno^ ae 
portes a la fin du Memoire ^ur la theorie des polaires r^ciprof 
(S^ 12&etaniT., 141. et 142.), en partant^ dia-je, de cea t heor c aac a 
versea, on pent, par une analjrae analogoe a eeBe qua fiat Tobjet de 
traraily arrirer^ anr le ehamp et sana petition nanreBe de p 
tes lea conseqnenoea en propoaüiona r^eiproqnea dant 1 vient iTetra parle 
ee qui donnerait Ben a un aulre mojen de deoouverlaa geemetriqnea» t 
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un autre oorp« de docfrine ainelogue ä celui quE oonstitue Panalyse m^me 
des transvenalea» Eo lamaot done de c6t£f fort tmiveotp tout oe qm 
conceme oette r^procit^ nous ^viterons d'eniaaser mutilement des tfa&^ 
reines dont fespontioD^ ne eoiifftiit pour aiius dire qoe la praie d'en 
transcrire les i^noiie^ serail d'uo bien fiEaUe int^^ pour les leoteurs^ qui 
estiment principalement^ dans les sp^odatioDS math^matiqueS) Tutilit^ des 
applicatioiis ou la nouveaut^ et la fertility des routes qu'elles penYent ou* 
Trir & Tesprit dans la reoherche de la v^rit& 



■Ma^VMM 



Nota. Now contiiiiieroiis, dans ce travail^ la s^rie des N^ d'arti« 
oles oÄ eile en est rest^ dans notre pr^dent memoire sur la thiorie 
ginirale des polaires recipro^ues *) ; par lA nous ^yiterons des r^p^tifions 
de titres qid^ par leur trop grande fr^quencoi dans oertafns cas^ ne man« 
queraient pas de derenir fiurtidleuses« 

(La mite da^it le esiüer pfoehaui.) 

*) Vojez tom. IV. cabier !• in present joarnsl. 
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Glied sssl ist 9 wlflirend die folgenden Glieder den Nennern der Werthe 
von ft,^) «,^1 u.«uw. gleich tind| 80 wird man das /+!** Glied dfeser 
Reihe erhalten) wenn man das /^^mit n — m^-^l^ das /— 1** mit / — 1 
multiplieirti und die Producte addirtt Diese Reihe soll im Folgenden durch 
(P) dargestellt werden« 

1) Entwickelt man die sncoessiven IMSeremareihen der Reihe {D\ 
so ist das erste Glied der ^ DiflQarenzrdhe ssz(n^m — 2)(n — m — 3).««. 
• • • • (/i— »m- '' S 1)» 

Es seien überhaupt ö, 6, c, resp. das m — l"*, /n**, iw+1** GUed 
einer Rdhe^ und man erhalte das m^ Glied ihrer ersten Di£Perenzreihe^ 
indem man das m^ Glied der ursprünglichen Reihe mit n — p — m^ das 
m — 1^ Glied derselben mit m — 1 multiplicirt^ und die Producte addirt: 
so erhSlt man das m^ Glied der zweiten Differenzreihe ^ indem man das 
m^ Glied der erst^i Di£(erenzrdhe imt n — p — m — 1, das m — 1^ derseU 
ben mit m— 1 naultiplicirt, und die Producte addirt. Das m-^^i^, 172% m+l^ 
Glied der ersten DififerenaBreihe ist re^. 5=36^— a^ (n — p — m)b^(m-^i}af 
(n^fh—(m+t))c+mb, folglich ist das m^ Glied der zweiten Diffwctozreihe 
—5 (ä— ;>— OT— l)c — (ii— ;i— 2m)& — (m— l)a s=:(;2— ;>— iw— IXc— Ä)+('w— 1)(Ä— a); 
es ist aber e-^b das m^% b — a das m — 1** Glied der ersten Differ^izreibe# 
Hieraus folgt unmittelbar^ dais man das m^* Glied der /^ Differenzreihe er- 
bfilt, wenn man das m^ Glied der / — l^Differenzr^e mit n — p — m-^l — 1)^ 
das m — 1** Glied derselben mit m— 1 multiplicirty und die Producte ad- 
dirt. Das r** Glied der ersten Differenzreihe der Reihe (D) eriialt man, 
wenn man ihr r*** Glied mit {n — m — r — ^1), ihr r — 1** Glied mit r — 1 
multiplidrt^ und die Producte addirt ; folglich findet man das r^* Glied ihrar 
P^ Differenzreihe 9 wenn man das r^* Glied der /— ^1^ Differenzreihe mit 
n^^m^^r — /, und deren / — 1^ Glied mit r — ^1 multi[dicirt^ und diePlro- 
ducto addirt« Sind daher die zwei ersten Glieder der /— 1^*'' DiBPerenz^ 
reihe resp. ^ A{n — m — /), A{n — m — /)% so sind die zwei ersten 
Glieder der /••■ Differenzreihe resp. =z A(n — m — l)(n — m — (/+!))> 

und das erste Glied der 7+1'*^ Differenzreihe =^(/2— m~/)(/2— m— (/-fl)) 
X (/i— m— (/+2)). Nun sind die drei ersten Glieder der Reihe (D) resp. 
SS 1, n — m — 1, (n — m — 2)(/2 — m — t)+l; folglich die zwei ersten 
Glieder der ersten Differenzreihe resp. = /» — m — 2, (n—m — 2)% die 
zwei ersten Glieder der zweiten Differenzreihe resp. sä(/i — m — 2).(/i — m — 3), 

6<^ 
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\ 



(ii_in-.3)(/i-..^~3)% and SSicrhaiipt das ente GKed d» «**^ Differenz- 

3) Die Reihe (D) hat abo immer dne endfiofae Menge von IN& 
ferenznihes^ wemi m negatir ist; ist aber m positiT, so mub n^m'^2 
8ein> demi ist /i<<m-(*2^ so bricht der Ausdruck (£) mdit da ab^ wo 
der ZBhler sssQ wbd^ sondehi es mids der daasu gehSrende vofistSndige 
Neimer audi ssO seia; dies tm^t, dais alsdamt f{mjn) keine mticnide 

GTSuey aber (wegen (^) swisdien den Chranaeii m and m-\ — -^r^ ein- 

gesddouen ist« 

VHr setzen hier zaaaA den letzten Fall bei Seite« Nennt man un- 
ter dSuer yoraussetsung »« dm «^ GKed nach dem An&ngBgUede^ so hat 
Jaan nuA dim bekannten Formeln; 



«, = l-f"-^-^.« +—"-ns .*..«— 1+ etc., 
tt^^ax 1 +"— •^•4P-4+ *-*-*& .jT-l. «-2+ etc., 

wenn Sberfiaopt 'i den G>effioienten dte r^ Gfiedea in der «*" Potais 
eines fiinonihniiB bedratet« 

Der ZSiiler des »*** GCedes am dar Reihe o,^, 0^-9 «• "• ^* ^ 
also a^.Vj^i , der Nenner aes a«. Nun ist /(itt, a) das n — 1*" Glied an» 
dhaer ReOie, fol^fioh 

1+— -«(!•— f)+»—^(Ä-.l)(»— 2) «tc. 

4) Seilt man »i+SÜ- . , «/(«'»»+^)» •» kann man nrar 

tili *T^ 

den WorA £eses AiadrudES ans (C) tnden, aber man ksnn ihn andi un- 
aüteibar aus dem Werthe von /(m,n) ableiten. Seirt man nemKofa 

/(m,n-f>l)s:<j^y /(!»,«) s=^, SD hat man 

f es 14> »-^,»-1+—- ^.n— 1 .«—2 + •— ^»— 1)(»— 2X»~3) etc. 
Addvt nun die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt »n^etch, dafe 



•i+^*^H.S* jjt, so hat man 

^+f sc 1 +'-^-*!B(«— 1)+—- «S(Ä— !)(»— 2) + «te.= ^. 



n 



Ferner fct(Ä--w)y«[l+----^«--lJ+"---^i»--fX»—2)+«««.l(»--»)» 
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oder 



{n-^n)fssi) 



1 +"--«Jö + 2.*^»!»(« —1) + 3 ."-*-»» (/r -1) (71 -2) + etc. 

( +---^(/i-l)+»*-«»(»-lX»-2)+----*i&(n-l)(Ä-2)(/i-3) + etc., 

/»= «— l+"-"^»(/l-lX«-2)+'-*-^(/l-lX'^-2)('»-3)+etc 

Addirt man die unter einattder stehendm Glieder, und bedenkt, dab 

• iß 

SO Imdet man (n—i7i)y+/»s=al+'"''*^jä.«+'"*~^.Ä.(Ä—l)+.. ..= <?, 
also 

(c) /(m,«+i)« ;/^^';'r^+'\ 

Bfan kaoB aneh aus fQn^ n):s±^ den Werth ron /(in«~l^ ri^^ssi^ abid« 

tea; es ist nemlich 

in ./> Ä (/r— 1) [m+m •-^«!8(i?— 2) + m •*-^ (/i— 2) (ii— 3) eto^J, 

(n— l)y = (n~l) [ 1 + *--^(n-.l) + »-^» (/j— 1) (n— 2) eto J. 
Die Summe der zwei in Klammwn mngesdilossenen Ausdrucke bt =: 
1^»-^'«18(;2^2) + '-^*^5ö(/i— 2)(/i — 3) etc., wovon man sidi leidit fiber- 
xeugt^ wenn man immer das ^ dkfd des ersten Ausditlicks zu äßm ^ -f*^'^ 
Gliede des zweiten addirt ^ nnd zugleich Jbemerkt, dab 

/•« + (/!— w—(/+l))(/i— 1) =(71— m--l)(/i— (/+!)) 

ist« Also hat man 

p' = mp 4- (« — 1)7« 
Femer ist f^9Bzp+^^ folgiidi 

Verbindet man die Formefai (C) und (C')» «<> ergiebt sich 

^^ ■ ^ / n(/(n,m)+l)+/(if,iit)+/i~m 

Aus der Formd (C) kann man audi die beiden Ausdr&cke mit Lmditig« 
kdt ablaten^ die Trembley (a« a« O. S« 110. und 114«) gelben hat. 
Setzt man nemEch in derselben — m statt m^ und /z=s2^ so hat man 

— m+— — g s=j-j-- oder ^ ^ «ttl+m* Dies ist der 

' * — —etc. ■ 1 — metc 



erste Ausdrudk Trembley^s, und zwar ist er (nadi 3«) allgemein gol- 
tigi we3 nach Trembley 's Annahme m eine positive Zahl sein soll; un* 
ter der Voraussetzung, dafii m eme negative SSalil ist, folgt auch aus unse» 



4« 4. Sterm, 






» 







- ' a-f-XMc 

fiae, der Tremblej'admi aiiJirhw B ufwi ciiiilt. 
5) Bsaei 



■O iMt BMB 



SefaEt maii für « da WoHh m-f-1, to bat nai 




bricht der KencDbniGfa (3) immer ab^ wennaHB « des ZWer n^m^p 
konunty und geht daber m fotgendoD aber 



.-2+-2 j 

Dordi em amBche» Terftbren wie das Ib (2) aagewandte^ findet man, dab 
ÜTdas n— ji,-.l% iVdas ff— m-.2** GBed einer Reibe irt, deren X*" Güad SS 

1 + —».« + "^Sö.».(»—1)+ ... ., 
abo 

if SS 1 +—»(«— m— 2) +"-*!&(ii— m— 2)(A— m— 3)ete., 

Ä s l+*-«S5(ff— m— l)+"--'S5(ff— m— 2)(a— m— 3)etB. 
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Man bemerkt sogleidi^ dab JV dasBelbe iat^ was in 4) 9^ genannt wurde; 
rieht man femer ia den Werthen von N und M die unter einandm* ste* 
faenden Glieder von einander ab^ so findet man N — ilf ss — p^ also 

Man hat aho auf diese Weise zwei neue Wertiie far f(n, m), nemlioh 



/(i»,m)=»w+l+ "~^ ^ , --(^/)-=s— 14.il=Z:i___ '^{B% 



■ * in4-4etc ~ -»-jfi-fVtc. 

Die Identität der vier Kettenbrnche (uOy (B), {A% {B") hat Eu- 
ler in den Opu^c. anal, (a* a« O.) auf einem ganz anderen Wege gefunden. 

0) Ist n<^m'\-2^ so erfahrt man dten Werth des Kettenbruchs 
am leiehtesten^ wenn man ihn nach den bekannten Regehi io eine Reihe 
verwandelt und den Werth dieser Reihe sudit« 

Der einfiMhste Fall dieser Art ist der Kettenbruoh 1+ — 9 («)« 

Nenirt man die Baris der nat. Logaridunen e, so findet man, dab die- 
ser Bmdi ssj— -ist Er ist aber audt= ^ *); es ist nemlich aDgemdn 

^ (ß) ^d^ (y) 

^"H — r <»+ 



ceic. «. I * 



denn es ut 



oetG« 






a 



«-4 — .a a+ , 






(etc. a * 6 etc. 



*) Dieser Brach ist aach =s 1-f- q i denn bat mao den Brach — ^ ^ 

und 8«tet d + 4- s= «, so ist (1) =s — "^^ = — H ; ich bmnwke dies ausdruck- 

lieh, um auf einen Irrthum anfinerksam zn maqhen, den Schulze (Entwickel. einig, 
der wicht, math. Theor. S. 131. u. 135.> wiederholt bedangen hat. 



M 



4. St*r, 



Cr)-<3) 








SK'» » «w. 
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)• 



iiiJi+l 

Setzt man ^^ ^ ss/i-j — ^ so findet man :i;ssi(mn^i)jc-^m^ abo 

*=* ;S^ ((""+i)>+>«+ ^4 (JL+i) J - ^"** ^^^ ™" auf diadbe Weae 

also 

1 / 1 

Nun kann man eb^iBO den Wertii von y entwickeln a# a* w# 

Hierauf föhrt er fort (pag. 128)^ ,, quemadmodum lue fraotionea con« 
tinuas^ quarum denominatores ita internste /ordine progrediunturj nt in« 
ter bmo8 quosque oontiguoa duae interpositae aint quantitates eonatantea^ 
considerayknus^ ita eadem reduotio «:tendi potest ad <piatuor vel sex etc# 
quantitates constantes interpolatas^ Numerus autem impar quanti- 
tatum eonstantium interpolari nequit*** INe oben angewandte 
ReduGtionamethode ist aber wirklidi aueh auf eine uqpaare Anzahl eonstan- 
ter Grofien anwendbar« Es sei z« B« 

m+ — T- 
* cetc. 

SO findet man 

«-A(,»+i_j_L_), 

ebenso 
also 

Man kana den Bruob «S auch auf folgende Wdse verwandeln« Man setze 

d4-^ /+-= — 

nff-etc. ' metc. 

Creüe^« loarml il. M. B4. Vni. Hft. I. 7 



i» 4. «f«r«. 







:»^^+£±+»=».+i+i. 



•+iiM^ 



(nS4.I).»(atA+2)s 
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5- 

Nouvelle methode pour decouvrip des theordmes 

de geometrie. 

(Par Mr. L. /• Magnus a fierlio.) 



JyL'occupant^ il 7 a quelque temps^ d'une exposition analytique de la 
A^rie des polaires r^iproques^ je bvSb panrenu d des r^sultato qae je vais 
publier en partie^ dans Tesp^rance qu'ils ne manqueront pas tout-ä-fut 
d'iot^^t. Je ferai voir que Ton peut tirw de chaque tMoreme sur les 
lignes drokes, ou bien sur les droites, et tout au plus deux couiques^ qui 
se ooupent, si le th<^orcme est d'ailleurs de natura h £tre doublt par la 
th^rie des polaires roGipr<K{iies9 deux autres th^emes, dont chacun A son 
tour est de nature A etre doublt par la th^orie des polaires r^iproques; 
de maniere que le premier theor^me sera la souroe de oioq autres, dont 
la verit^ sera ^?ideote saus qu'on ait besoin de la eonstater par une 
d^monstratioo» 

La lecture de Texcellent m&noire qtu se trouve p» 269. du toiue V. 
de ce Journal, ou Mt Plücker, un de dos g^omStres les plus distiugu^s, 
a fait Toir la possibilite de tirer de eertains tb^or^mes sur les b'gnes droi<- 
tes, des th^remes nouveaux sur les eourbes^ m'ayait fait d'abord balancer 
A publiar le resultat de mes recherches» Mais je me suis determin^ h Gom<- 
muniquer ce qu'on va lire, par la consid^tion, que ranalyse dont je fais 
usage, differe de celle deM« PI Ucker; et que, pour appliquer la mdthode 
actuelle, il n'importe en rien de savoir de quelle maniere est d^montr^ 
le tbi^reme duquel on veut tirer im autre« D'ailleurs il fera peut- etre 
plttsir au lecteur de voir decouler d'une souroe commune les ^quations 
qui servent de base a la th^orie des polaires r^dproques, ä la eollin^ation 
et ä la methode en question« 

1. 

Considerons deux plaiis P et 11, et supposons les points de Tun rap- 
port^ aux points de lautre , de maniere qu'a chaque point p du plan P 
oorrespond lui poiut tt du plan Fl, et r^ciproquement. Deux cartes geo- 
grapfaiques d un memo pays, construites suirant deux m^thodes de projec- 

7* 
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tJoDy pr^sentent un exemple d*iin tel rapport entre les points de dem: 
plam; car, A chaqae point de Time des deux certeti corro^ond im point 
de Tautre. 

Tj ajoufe oicore ta restnction^ qu'tl an pobt p du plan P^ 3 eoc^ 
respmid setdement un point it du plan 11^ et outre oela nul autre ni tiA 
ni imaginaire; et de m&ne, qu'd un point ^ du plan ü^ 3 correspond 
seulement un point r du plan P^ et outre oela nul autre ni reel ni 
imaginaire« 

Soient ^, y les eoordonn^ rectangulaires ou obliques des pcHuis 
p% r, etc.. du plan P^ et soient tf Uf les eoordonn^ semblables des p(^fs 
oorrespondants Xy ^> etc. du plan 11; les raleurs de / et ii denendront 
d^termin^ si Ton donne k x et y des yaleurs eonstantes, et r^cqproque^ 
ment les yaleurs de op et ^ denmidront d^termin^ «i Pon dornte «^ ^ et v 
des Taleurs constantes. H fimt donc qu'U existe en g^n&ral deux ^cpia» 
tiens entre x^y^ f et u; et eomme A un point 3 ne doit r^Kmdre qu'un 
point unique, ü fiaut que oes ^quations ne soient quo du premier degr^ 
et par rapport A x et ^ et par rapport a / et i/f £n effet si ces. ^uationsy 
ou seulement une d'elles^ ^toient d'un degr^ plus haut ou transoeudantes^ 
3 eorrespondrait^ k un point d*un plan, plusieurs points (r^els ou imagi* 
naires) de l'autre^ ee qui est eontre la supposition« 

La forme gi^n^rale de ces ^quations sera 
1. (ö7 + *ar + c)ir + (a'^ + *'jr + cO^+ö'V + *"^ + ^" == <>, 

od tfy by Cy etc. sont des eonstantes arbitraires, qui peuyent Stre d^ermi* 
n^ dans chaque cas particulier. Mettons dans ces ^({uations pour x ety 
les valeiirs eonstantes x^ et y^ et denotons les valeurs de ^ et n, qu'on 
en tire, par r' et u^ 3 est Evident, qu'en mettant dans les ^quations (K 2.) 
pour f et n les valeurs t* et u% les valeurs de jr et ^, qui en r^lten^ 
seront Egales ik x^ et y. II suit delA que si d un point p du plan P cor- 
respond nn point T du plan 11 ^ il correspondra redproquement au point 
T du Plan n le point p du plan P. 

D^signons^ pour abr^ger^ les fonctions lin^aires de jr et ^^ qui en- 
trent dans les ^aticms (!• 2.)y respectivement par ji, A\ A'\ B^ Bf et 

B'\ nous aurons 

3. ^11 + ^'/ + ^^^« 0, et 4. Bii + B'/ + B'^=: 0, 
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d'ou l'on üre 

A Teiisemble des poiiits d'une droite du plan 11^ dont P&pnäoa 8oh 

6. «r =8 ^/ + Ä^ 
eorrespoiidra une suite de points da plan -Pf qni, par leur oontbinl^ for» 
meroot une ligne^ dont F^ation peut 4tre trouy^ par la Substitution des 
expressions (5.) au lieu de ^ et de ir dans T^^piation (6«)« Dono on anra 
r^uation auivante 

qui est du second degr^^ d'oa Ton voit qu*ä une droite (0«) da plan 11 
fl correspond en g^^al une conique (7») du plan P» 

Or, les ezpresttons 

8. A''B-^AB'\ et 9. AB'^A'B^ 

se r^uiront ^ z6rOy si Ton pose simulten^ment ^sOetBssO^eequi 

ne peut avoir lieu que pour une seule couple de valeurs r^dles de jc ety^ 

A^ssO et B=sO ^tant du premier degr^ Mais ies expressions (8. 9.) 

^tant toutes deux du second degr^^ seront r^uites d z^ro par quatre cou- 

[des de valeurs de x et y. Or, une de ces couples de valeurs est r^Ie, 

oonune nous venons de le trouver; il fieiut dono qu'entre les trois couples 

restantes il se trouve au moins encore une couple de valeurs r^lles. Pour 

diacune de ces trois couples de valeurs de or et j^ on aura simultan^ment 

A^'B^AB'' =r et AB'—A'B s 0, 

. ^ B W' ^ B B' , B" B' 
et par cons^ent - = _ et -^ = 3,7, donc 3^7= :;?7» ou 



A Af' A A'^ "^"" A'' A'^ 
A'B''^A''B' = 0, 

d'o& Ton mit que chacune de ces trois couples de valeurs de x et j sa- 
tisfinra k T^quation (7«) qoeb que soient ff et h. Donc chaque conique 
du plan P qui correqpond ik une droite du plan 11 ira passer par trois 
points fixes du plan Pj dont un au moins sera r^l. Nommons ces points^ 
points prindpaux du plan Pf et d^ugnons les par p^y p^y /?,« 

En ordonnant les ^quations (I. 2«) par rapport aux variables x et 
y, on a 



Wkf ea d&iotant les fonctfoiu Unfaires de ii et /^ quE jr entrent par Ji^ 

Jf ', Ä^', iV, iV' et iV'', 

▲ ime dreiCa du plan P^ dont r^uatioQ aoit 

y SEK mjp -f- n 

ü f^pondn denc an g&i^val une oonique du plan ü^ dont 

aera T^qnatkML Par des raisons analogues ä oeDea que noua c?ona dere» 
lopp^ plus haut^ eette eonique ira passer par trcHs points fixes To r«9 Tj 
du plan ü) dont un au mcnns sera r^el^ et que nous nommerons points 
prine^ux du plan ü« 

L'equation d*une oonique du plan P, qiu passe par les troii poittls 
pfinopaux p^^ /»«, p^p peut toujours etre mise sous la forme 

da X 9t /i sont des ooefficiens indetermin^u Subsdtuant^ k cause des 
equations (5.) / et ii au heu de ^ß^_^jß ^t aB'—A'B » ^*®'^* lequatioe 

u + xr + ft SS 0, 

qui est oelle d'une droite du plan 11« Dane ä une ecmique passant par las trob 
points prinoipaux du plan Py U r^pond r^c^roquement une droite du plan EL 

De la m^me maniere cm se oonvaincra qu'a une oonique passant 
par les trois points principaux du plan 11 il r^pond une droite du plan P*)« 

Or, oomme A un point eommun A deux droites d'un plan^ B r^ond 
un point de 1 autre qui se troure situ^ sur deux eoniques passant par les 
points principaux de oe plan, fl s'ensmt qu'an point de ooncours de dein^ 
droites d'un plaa^ fl r^Kmd le quatri^me point dinterseotion de deox 
eoniques passant toutes deux par les mdmes points princqpanx de raotre 
plan; et r^proquement , qu'au quatri^me point d'inteneotion de deux 
eoniques passant toutes deux par les mdmes points princqpaux d'un pla% il 
r^pond le point de ooncours de deux droites dans Tautre pfauu 

^) A un« eonique aai ne passe pas pur let Irois poiots priDcipauz de I*ub des deox 
plans, il repond ee gen^ral, daas J^aotre plan, une coorbe du anatrieme degre \ la- 
quelle appartiennent les poiofs principaux de ce plan comuie des poiots singiUiers« 
et a oue courbe du n*^*** degr^ qoi ne passe pas par les trois poinis principaux de 
Tun des deux plaas> il repond ea g^n^ral aaas raatre plan nne courbe du (2»)***** degre. 
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Voidy en r^umant^ les relatians prine^ales qin existeiit entre le« 
points des deux plans P et II. 

Atttant il j aura dans run des deax plans de points situ^ en Iigne 
droite^ atttant en rencentrera dans i'atitre de points sittt^ Bfst une meme 
ooniqtie passant par les trois points prineipatix; et r^ptroquement, antant 
n 7 atira dans Tun des detix j^ans de points situ^ stir nne m^me ooniqne 
passant par les trois points princ^nx^ atiftant on renoontrwa dans Tatitre 
de points situ^i en Kgne droite. 

Atttant ii y anra dans Tun das detm plans de droites ooncoorant en 
an mdme point, autant ou rencontrera dans Tantre de coniques passant 
par les trois pcnnts principaux et par tm mSme quatridme point; et r^ci» 
proquementy autant il y atira dans hm des detix plans de ooniques pas» 
sant par les trois points prineipatix et par nn mdme quatridme point, atitant 
on rencontrera dans l'autre plm de Aroites ecmeourant en un mdme point« 

n est bon d'obsenrer qn'A plusienrs droites d^un plan parall^es ä 

tme meme direetion, il repond dans Tautre plan des ooniques passant par 

les trois points principaux et par un meme quatridme poiot« En eflfet, 

si Ton s^pose qiie dans T^quation (6«) la yaletnr de ^ soit oonstante et 

edle de h variable, cette ^quation appartiendra ä une inCnit^ de droites 

panütöles ä tme .memo direction; nuas dans la mSme supposiüon F^ua« 

tion (7.) aj^MÜent ä tme infinit^ de ooniques passant par les trois points 

prindpatix pxj p^j Pz ^ par un m^e quatrieme point, oar eetta ^qua« 

tion sera satisfaite par les raletirs de jp et de ^ qui satisfont ^ la fois aux 

4auations 
^ 14. {A'B''^A''B')—g{A''B^AB'') = 0, 

15. AB'—A'B =rr 0, 
et oomme ees quatre valeurs sont ind^pendantes de la valeur de h^ toutes 
les ooniques exprim^ par T^quation (7.) auront les mSmes qttatre points 
dinterseotion, dont trois sont, comme Ton sait d^jA, les trois points prin- 
c^tix* Le quatridme ^e oes points d'intersection repond au point de 
ocmoonrs des drmtes paralleles, e. A. d. h un point infintment distant« Si 
Ton Tarie la direction des droites pwalldles en variant la Taletir de g^ 
r^quatimi (14.) rarie atissi, mais T^qtiation (15.) reste k mSme. H suit 
de lA qu'atix points ii^iment distants dans tm des detix plans, il repond 
des points de l'autre, qui sont situ^ stir tme setiie et memo conique pas« 
sant par les trois points principaux. 



n est prasfue «^erla de fiure eberrer qa'cnffe ki ootti^iat cor» 
rapoDdttitet d des ligoas droitesy fl se troore wob&A des qrsIdflMs de deas 
drates et des pofaifs: et pour ne pes ßtre frop iongy Dens a ^güg e mu s de 
proorer qa' Jk dieqee drata pessant par tiii des trois points princiy e ug d'an 
plen, 3 r^poad im sjstesee de deuK drokes qu eontieiiiient les tooii points 
pjiudpeiiT de fantfe plaiu Mais c^est dans le bat d'en Uk% osage piv 
besy ^pie nous fiuBoos ramar^ier qu'a mi sjstaiie enmpos^ d'one eoniqob 
ptsHUit psr les trois pwiti principaiix et d'uD nomfare q o cl o o nq u e de wSh 
caiitai dsnsiB plaiif fl r^poad dans Tautre plaa «n qrsteme eompos^ iunb 
droite et d'an nombie ^al de coniques pawiont per les traii poials prin» 
dpwx; et qu'en eoas^qneaee si dans le premier plan las s^oantes de?ien^ 
neot des tangentes, les ooniqoes dans le aeeond plan toodieront la draile. 

En bissant de oöt6 ee qui eonoeme la d ^e r unnati on dea i^imnlan- 
tes «9 6» ^f cte. poor le cas gen^nl, et en neos r^sarrant de r e ptendie 
oet objet dans one antre oooasiony neos aHons consid&cr qndqoes eas 
partkulien, ^ en premier liea ceo: qni eonddaent a des r^suttals eonnns. 

2. 

En suppesant que les constantcs qoi entrent dans les fenadenB Af et 
B soiant ^ales ä xero, et qu'en meme temps eeUes qni en tren t dfauH les 
fonotions A MkB' sment respeetiyement ^ales entr'eDes, de aorte qo'on aft 
a = 0; ß = 0; y = 0; «'=0; *'=0j c'=0; « = <• *=cß'; es^; 
les ^qoations (1. 2») se rediiisent aox suiTantes 

17. (öj + Äx+c)r + «'^^ + 3'^* + /' r=s 0, 

qoi aont les memes que Mr. Moebins e donnte comme ^qnslians fion» 
damentales de la ooUineation% 
A nne drcHte da ^«n 11 

3 r^pond vikon la ligne du plan P 

qin, eomme Ton Toit» est de meme une drohe« 

Quelles que soient les cenatantes a, bj c, etc. dans las ^qoaüom 
(16. n»)f oes equations peuvent, par une rimple transformafion des 
ooordonneesy en suppesant que let angles des noureaux axes dana lea de« 



*) Tores T. IV. p, 103. de ce JowmI. 
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plana soiait ^ux entr^eux, £tre r^duites lü k finrnie 

18. (ax+6x^c)u ^f, 

19. (a^ + Äjp+0' = Ä?. 

Mabtenan^ al Ton pose le plan P sur le plan n de manidre qiie ka axes 
des Goordonn^ eomddent, toute drohe qui joint deax points corres« 
pondants ira passer par rorigine commune des coordonn^^ qu'on peut 
appeler centre de collineation; oar it cause des ^uations (IS«, 19.) on a 

-^ = -^» R^dproquement toute droite joignant un point ä rorigme pas« 
sera aussi par son point correspondant« 

Pour trouver ies points qid^ dans les deux plana ainsi auperpos^ 
tombent sur leurs correspondants^ on n'a qu'A faire u^sy et faeor dans 
lea ^quationa (18«^ 19«)^ ce qui donne 

(ay + bx-^-c — t)y sss 0, et (ay-^hx+e — l)x = 0« 
De cea ^quationa on tire ou y==0 etx=Oouöj+4ar4-c — 1=0; d'ouTon 
Toi^qu'ik lexception du centre de coUin^tion, toua Ies points qui tombent 
aur leurs correspondants sont situ^ sur une droite^ es^rim^ par P^quation 

ay + bx+c^l = 0, 
qu'on peut appeler axe de coUin^ion» H est facile de voir que le point 
de concours de deux droites correspondantes se trouvera sur cet axe» 

Par le mojen des ^quations (IS., 19.) et de ce que nous venons 

de dire^ on peut demontrer d'une maniSre facile nombre. de tfaiSor^mes 

de la geom^trie de Situation; mais i^otre iotention n'est pas d'en donner 

ioi des exemples« 

3. 

Lea ^quations (1*^ 2.) CT^brassent aussi le eaa ou les coeffidens 
a^ b^ c^ a\ etc. sont respectivement ^gaux aux coeiBdens a^ ß^ y, u,\ etc. 
de Sorte que les fonctions A^ A' et A^' sont identiquement Jes memes que 
ka fonctiona B^ B^ et B^^ Akra Tune dea deux ^quationa (I.^ 2») ren* 
tre dana Tautre^ et en donnant äx et äy dea valeura conatantea x^ ety\ 
lea Taleura de ^ et ii reatent ind^termin^» Donc ä un point x'y^ du 
plan P 3 ne r^pond plua comme auparayant un point t'u^ du plan 11^ 
mais une droite de ce dermer plan^ exprim^ par T^quation 

20. (ay+bx'+c)u + {a'/+b'x'+c')t + öV+ ^''^'+ ^'= 0» 

Quelles que SQient les constantes a^ b^ e^ a\ etc. dans crtte ^qua- 
tion, eile peut, par une simple transformation dea coordonn^, en aup- 
posant que lea anglea dea nouveaux axea dana lea deux pkns soknt ^ux 

€rdl^f J«iiniit 4. M. Bd. VIIL Hft. 1. 8 
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jt* MmgnuSj nouvelle mühade pöur d^eouvnir ä^s ikJorimes de g^omArie. ^^ 

A des di^oites du plan 11 pandleles a une mSme direotion U r^pond 
deux coniques du plan P qui se touofaent au point principal p^. En effet 
i'^ation de la tangente A la oonique (26.) dam un point x'y' est 

(«y+Ä)y+{»*'-^»+Äy'-^»'= 0, 

qui^ en fieusant y'=i et a;^s= 0^ se r^uit ^ 

^lation de la tangente k la conique dians rorigine des xy^ laquelle est 
ind^pendante de hy et ne variera pas en supposant la yaleur de g constante« 

Aussi est-il visible que l'angle sous lequel se ooupent deux droitea 
du plan n est ^gal a Tangle sous lequel se coupent au point p^ les deux 
coniques homoth^tiques correspondantes du plan P* 

Dans le cas actuel nous n'avons presque pas besoin de nous arreter 
ä fmre voir qu'A une droite du plan IT qui passe par le point prinoipal %^ y 
origine des tu^^ r^pond une droite du plan P qui contirait le point prin* 
eipal Px ; en effet^ en egalant h ä z^ro^ T^uation (26.) se reduira hi 

y—gx = 0. 

Siy par une d^termination des constantes plus partiouliere enoore, 
on rend dans les ^quations (24«, 25») dssO, alors i^ une droite (6.) il 
r^pond une courbe ^ 

qu'onvoit Streune parabole; ou si Ton feit dans les ^ladons (24», 25,) 
b^Oy les Goiirbes qui r^pondent aiix droites (6.) seront toutes des ceroles. 

5. 

A präsent nous allons feire Toir par quelques exemples oomment 
OB peut^ au mQyen de ce qui pr^de, d^uvrir des th^raies nouveaux« 

V. Nous supposerons en premier lieu que oe soient des ooni« 
ques homotb^tiques qui r^pondent h des droites» 

Soient dans un triangle r^stiligne abc du plan P abaiss^es des 
sommets a^ b^ c, sur les oöt^ oppos^ trois perpendiculaires aa^, bb\ cc'^ 
qui oonooureuty conune Ton seit, en un seul et memo point p. 

Aux cöt^ aby bcy ac du triangle , il r^pond dans le plan II trois 
coniques homoth^tiques passant pfur le point principal r» et se coiipant en ou- 
tre, deux ä deux, dans les trois points «, ß, y, qui oorrespondent aux trois 
points Oy 4, c. Aux trois droites aa', A4', cc^ correspondent trois coniques 
bomoA^tiques passant respectirement par les points «, ßf y^ et coupant respec- 

8« 
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Iraii p r cmi& c i etmSqam imm le point d 
Or, ki troii c^f bb\ et' co oco uKu t oi m mSme point^ 
tvoii coniqim cortcipoiKlanffis oonooiirant amn 6b oi nifaw poiiA c< 
^a trob comquas boiDoCiiÄiqiiei r^aß^ ^i^^yt ^»ßy> w co u p q i t 
tes frott eo mi mksMb point Ttf et| deux ii denx^ dbas In ponrfB a^ 
jS, y, et a par las pomts r. et o, r. et /^ r. et y an ftil paaaer Um 
trois ooniquaa r.aa^y ^tßß'f ^tY^/f bomodiÄiqiiei anx 
de aorte qtfaBea eoi^ent re^ecthrement laa ooniquaa T^ßy^ 
T^aß ao pomt r, aoos dea aaglea drnts, oea co ni q u c » it^aaf^ ^Jßß^9 
T^yf^ iront p aaaer de BouTeaa per od aeid et mtee pont r.** 

Vm Noos aappoaooa mauitenaBt qua ee aoient dea oerdea qai eotw 
re^ondent A dea drc^ea» 

Dana le plan P aotent fir^ d*«! prart qndconqoe /? 
d^ i\ eonpmut an oerde c, qoi passe pv le poiot prindpal p^. En 
piil^ denx A denz^ laa pointi d*intenection e, 5^ e^, 6^^ per denx i 
▼aflea droitea e, e', eea draitea iront cuncou rir an im point p^ mtn6 
la droite polaire s da point p^ qoeDea qae aoient lea directionB dea droftea 
d ^ d\ Si le pMBt p d^crit nne droite r^ laa droitea p^rfairaa s pivo- 
teront aar mi memo poiot /• 

Dana le plan II il r^pond an point p dn plan Py an point r; an 
earde c^ nne droite y; aux drcMtea dy d% deux oerdea i^ S'y pnasant per 
lea points r^ et r, et coupant la drcnte y en qnatre poiala a, ß^ a\ ß*, 
oorrespondanta aax points c, iy a^, b'i et aax droitea e^ tf^ 3 r^pond 
denx nooroMiX cerdea £, ^^ passant par le ponrt princ^d r^ et joignan^ 
denx a denx, lea pointB o, ßj a\ ß\ Cea denx oerdea anront an aeeond 
point dintersedion s^ correspondant an point p\ et, qneb qoe aoient lea 
ra Jons des eerdes ^ et ^^ ce point t* aera toogoors aitn^ aar an senl et 
memo eerde o', qai, en eorreq^ondant it la drofte s^ paase par le point 
ir^. Si le point r decrit an eerde ff qd oorrespond Ji la droite r, et 
passe par le point T^y lea divera eerdea o'y qd en nsimmt^ aaront an aenl 
et memo seoond point dintersection r, eorrespondant an point t. Done 
9,d par deax points fixes Ty r», on fait pasaer, arec des raTona qoel» 
deux eerdea ^, i^y coapant une droite donn^ y en qoatre 
y ßy a'y ß'i ot d Tott d^cdt de noureau deax eerdes €y €% 
pMsant par an des denx points fixes r. y foignent les pouts 
. ß'y denx A deax: ees deax eerdes €» €^ aaront an aeeond 
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pomt d'interaeotkm t' to uj our g tfta^ sur mi Iseol et mdole oerde o", 
qai contient le pomt T» queb que soient les rajrons des oerdes j^ ^. 
8i le point T d^crit un oerole ^^ qin pesM par le pomt if^^ les ^ers 
oerdes er^ qai en naissent^ auront mi seal et memo seoond point diu* 
terseotioa r.'' 
En ioToqiiant la th^rie des pobdres redproqaeS| on obtient le tli^ 
f^e suiyant» 

9)8i Ton d^erit denx coniques oonfooales Sy ^^ dont diaomie tooche deux 
droHes fixes t^ tt^^ et si, d'mi point donne y, on mdne & dumme de 
oes coniques dem tangentes (i, ß et a\ ß'; de plus^ d dras les deiix 
triangles form(^ respeotivement par les drdtes itg^ a^ a^ et par les 
droites Tt^ ß^ ß'j on inscrit deux nouydies coniques f^ c' de m^tte 
foyer que las premidres; ces coniques i^ ^ aurmit mie seconde tan» 
gente commune tt^^ qui touchera une seule et meme conique & ayant 
le mdme fojrer et la mdme tangente 7Ci. Si la droite t cbange de 
Situation, ma» de mani^ h rester tangente ik une mSme coüdque eon* 
focale ^ qui touohe la droite t« ; les diverses coniques o* qui en naii- 
sw^ touch^ront une seule et mdme seconde droite r#^ 
En supposant ton jours que oe soient des oerdes qui r^ondent k des droi- 
tes, prenons pour second exemple le th^rdme suirant g^ii^ralemeot connu« 

Si par le sommet s d'un angle drconscrit d k fms k deux oerdes 
aijrnnt une corde commune rieXie pp^^ on mdne deux Amtes qudccmques 
coupant ces cerdes en huit points, et si l'on Joint les pdnts d'intersection 
dans diaque cerde par de nouveUes droites ; les darections de quatre de 
ces droites formeront un parall^ogramme, dont deux sommets serontsitu^ 
sur la directiön de la corde pp^ et dont les deux autres sommets seront 
eo ligne droite avec le point s» 

En prenant Tun des deux points communs A ces denx cerdesj Pi 
par exemple 9 pour point prindpal d'un plan, on aurä dans Pautre plan 
au lieu de ces deux cerdes, deux droites se coupant en un point t> qui 
r^pond an point pj au lieu des deux tangentes partant du point ^, deux 
cerdes qui, en touchant les deux droites, passent par les points T^ et ^* 
Au lieu de la corde commune pp^ (qui est une droite passant par un point 
prindpal) on aura une droite TT^; enfin au lieu des quatre cöt& du paralle«- 
logramme on aura deux couples de cerdes qui se toiichent au poit T^ # Donc 
^soient deux cerdes c, c' inscrits en un mdme angle donn^ dont le 
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iommet aoit iTf et aoient dSorks aveo des rayou arbitrairet deux aii- 
tres cerdes d^ d% qui passent par les pomto d'inteneotioii Tg et ^ des 
deux premie» et qui ooupent les cöt^.de l'angle doiui^« Or^ si Von 
d&mt de nouveau des oerdes, qui en passant par le point ir^f joi* 
gnent de nouveau et deux ä deux les points d'intersectkm situÄ sur 
une meme droite^ il s'y trouvera deux couples de oerdes qui se tou- 
dient au point t^; des deuxiemes points d'intersection de oes quatre 
ceroles deux points seront situä sur la direetion de la droite ifT^^ et 
deux autres sur la droon£^ence d'un eerde passant par les points r^ 
et c, queb que soient les rajons des oerdes ä^ d^/* 

n sera fisMule de former, par le nioyen de la tb^orie des polaures 
r^proques, le tii^oreme eorrespondant sur des coniques ecmfooales. 

3^# En supposant pjr^entement que ee soient des ooniques quei- 
conques passant par les memes trois points x^^ tt^^ Tsi qui r^pondent a 
des droites, nous allons donner un exemple de la mani^ de sexti^ler 
un th^renie« 

Th^ordme L Dans tout hexagone inscrit ä une oonique les points 
de concours des cdt& respeotivement oppos^ sont tous trois situ^ sur 
une mSme droito» (Pascal.) 

De lä on tire par la th^rie des polaires r^proques le tb^r^e suivant 
Th^ordme II. Dans tout hexagone oirconsorit it une oonique les 
duigonales qui jo^ent, deux ii deux, les sonunets respectivement oppo» 
s& se eroisent toutes trois en un mSme point» (Briancbon.) 
Du premier theoreme nous tirons la suivant 
Theoreme III. f^Sur une droite qudoonque soient prb arhitrai«- 
rement six points a^y a^p a^f a«, O5, 0^0 Si Von d6cnt six coniques 
TT» Tt 5r, Ol ög , JTi^g^aöaöjf ^» ^« Tj a^ «4 , ^iTC^TC^o^a^p iriT^x^a^a^ et 
^i^t^3^6^if ^ passent par trois points fixes TTif T«, TT^f et qui joignest 
respectivement deux points cons^utiis sur la droite; le quatri^me point 
d intersecdon de la 1'' oonique et de la 4^^"^, de la 2^ et de la 5^% de 
la 3'^^ et de la G'^""^ seront situes tous trois sur une mSme oonique pas- 
sant par les trois points fixes Ti, TT^f ^^•^^ 
Le second theoreme donne le suivant 
Theoreme lY. ^^ Soient d^crits six coniques qui passeiU par trois 
points fixes Ti , iTi , ^s et qui toucbent une meme droite ; et soient d^ 
signes les quatriemes points d intersection des copiques cons^cutivei par 
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a^j a^y a^fit^f a^y Of^* Si Ton d^orit trois coniques TiT.Tsa^a«, fT^T^n'^a^a^p 
TiTft^s^s^s qui passent par les points ß:fieB rc^y tc^^ tt^ et qui joignent 
respeetivement les points a^ et a^^ c^ et a^y a^ fit a^^ ces trois coniqaes 
aoront ua mSine quatrieme point d'interseetioiu" 

Du troisieme th^reme on obtient, par la throne des polaires r^* 
proques^ le suivant 

Th^ordme Y« ^^Soienttir^ arbitrairement nix droites a^a^a^.^.a^ 
partant d'un meme point« Si dans les six pentagones^ form^ par trois 
droäes fixes Tr^y tf^j tt^j et respectirement par deux droites cons^cuthres 
de ces six droites a^y a^y . m m a^j on insorit six coniques, les quatridmes 
tangentes Gommunes u la premiSre oonique et h la quatrieme^ k la se- 
eonde et ^ la dnquieme, ik la troisieme et a la sixieme^ formeront avec 
les trois droites tTi^ TT^y tt^ vn hexagone, dans lequel an peut inscnre 
une eonique»" 

Enfin du quatri^me th^or^me on obtient par la th&>rie des polaires 
r^proqiies le suiyant 

Theoreme VL ^^Soient d^crits nx coniques touohant trois droites 
fixes T| 9 TTtf ^5 f et passant par un meme point; et soient d&ign^ les qua* 
triemes tangentes eommunes a deux coniques cons^cutives par a^y a^yn..a^. 
Si dans les trcm pentagones form^ respectivement par les droites tt^j ^s 9 
Ts9 ffif ff«; Tt9 Tay Ts9 a^y a^ß Xty TTgy it%y Cyy o^y ou lusorit trois coni* 
quesy oes coniques^ auront une mSme qnatrieme tangente conmittne/' 

n est bon d'observer que les constructions contenues dans les enonc^ 
de oes six th^oremes peuyent etre yari^es de soixante manieres diffi^rentes» 

On verra fadlement que nous aurions pu donner*nombre d'exem- 
ples de la maniSre de multiplier, par la methode en quefttion, des tb^ 
remes de la g^m^trie de Situation; mais nous croyons que les exemples 
donn^ sufiSront pour faire connaitre son application. 

Au reste ne manquons pas de remarquer que les g^metres qui 
oraignent le oaloul peuvent tirer le principe sur lequel repose oette m^ 
tfiode, d'une propri^t^ connue de plusieurs coniques qui ont memes s^oantes 
eommunes^ o« ä. d* qui ont quatre points reels ou imaginaires oommuns« 

Nous remettons ä une autre occasion de &ire voir conmient doit 
dtre modifi^e cette methode pour pouroir Stre appliqu^ aux th^rdmes 
de la gi^m^trie de trois dimensions. 
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Potenzial- oder cyklisch- hyperbolische Functionen* 
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I. 

Tabelle der Langezahlen (mit 8ieben Dedmalziffem) aller 

Kreisbogexi für den Radius s i von Minute zu Minute nach 

beiden Kreis -Eintheilungen, behufs der Znrticlt (ifthmng der 

hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 

umgekehrt. 



6. 



CudtrmanHf Pote/tuat-Fundionen Tof. f. 
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N.E. 

Gr. M. 

48,00 0,837 621$ 21 SS 

48)01 ^837 83« 31 66 

02 38 0524 U 58 

03 38 2G79 21 56 

04 38 4835 21 56 

05 38 8901 21 57 

48j06 0,838 0148 21 57 

07 9913U6 21 57 

08 39 3462 21 58 

09 80 5620 21 57 

10 39 7777 21 50 

48,11 0,839 0936 21 58 

12 40 2098 21 50 

13 40 4253 21 50 

14 40 64U 21 50 

15 40 8571 21 80 

48,16 0,8410731 21 80 

17 412891 21 61 

18 41 5052 21 60 

19 417212 21 61 

20 41 9373 21 62 

48,21 0^1535 21 62 

22 42 3697 21 62 

23 42 5850 21 62 

24 42 80U 21 68 

25 43U184 21 63 

48,26 0,843 2347 21 63 

27 43 4510 21 64 

28 43 6674 21 64 

29 43 8838 21 64 

30 44 1UÜ2 21 64 

48,31 0,844 3166 21 65 

32 44 5331 21 66 

33 44 7497 21 6$ 

34 449662 21 66 

35 451828 21 66 



Alte Eintb. 



N.E. 



AltaEinÜu 



Ot* BI« 9« 
43 12 000 

43 12 
U 
13 



43 



43 



14 
14 

U 

15 

16 
16 
17 

17 
18 
19 
19 



334 

048 
37 2 
096 
42 



14 4 

468 
19 2 
516 
24 

564 

288 
Ol 2 
33 6 



20 080 



43 



43 



43 



43 



20 
21 
21 
22 
22 

23 
23 
24 
24 

25 

26 

Tfi 

27 

27 

28 

28 
29 
29 
30 
30 



384 

10 8 
43 2 
156 
480 

204 
528 
252 
57 
300 

024 
34t 

U7 2 
39 6 
120 

444 

16 8 
492 
216 
540 



0,845 3994 
45 6161 

45 8327 

46 0495 
4G2662 

0,846 4830 
40 6998 

46 9166 

47 1335 
47 3504 

0,847 5673 

47 7»43 
48UU13 

48 2183 
48 4354 



21 
21 
21 
21 
21 



67 

66 

68 

67 

68 



43 



31 
31 
32 
33 
33 



264 
588 
31 2 
03 6 
360 



21 
21 
21 
21 
21 

21 
21 
?! 
21 



66 
08 
60 
69 
60 

70 
70 
70 
71 



43 



43 



34 
34 
35 
55 
36 

36 
37 
37 
38 
39 



08 4 
40 8 
13 2 
456 
180 

504 
228 
55 2 

27 6 
ÜO 



68 81 

66 64 

66 61 

66 64 

66 64 

66 67 



66 



68 
66 
66 



66 
66 
66 
66 



48,36 

37 
38 
39 
40 

48,41 
42 
43 
44 
45 

48,46 
47 
48 
49 
SO 
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67 
57 
60 
57 
64 



66 60 

66 64 

66 64 

66 64 

66 67 



66 
66 
66 
66 
66 

66 
66 
66 
66 
66 

66 
66 
66 

66 
66 

66 

€6 
66 
66 
66 



67 
70 
67 
70 
73 

7S 

73 
78 
76 
70 

76 
79 
79 
79 
79 

83 
86 
82 
8S 
86 

88 
85 
91 
88 
91 



66 91 
66 91 



66 
66 
66 

66 
66 
66 
67 



94 
94 
94 

97 
07 
97 
Ol 



Gr. M« 

48^50 

48,51 
52 
53 
54 
55 

48,56 
57 
58 
59 
60 

48,61 
62 
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87 



K.E. 

kss7(f t. ». D. 1*. 



Alt* Eioth. 



N.E. 
D. 1". ft=70» «. fc. D. 1''. 



AltoEiath. 



70*00 

70,01 
02 
03 
04 
05 

70,06 
07 
06 
09 
10 

70,11 
12 
13 
14 
15 

70,16 
17 
18 
19 
20 

70,21 
22 
23 
24 
25 

70,26 
27 
28 
29 
30 

70,31 
32 
33 
34 
35 

70,36 
37 
38 
39 
40 

70,41 
42 
43 
44 
45 

70^ 
47 

4a 

49 
50 



l,n6 7882 

1,477 1S43 

37 4806 
27 8267 
»1731 

38 8106 

1.438 8863 

39 3139 
39 5597 
39 9086 
»3536 

1,43U 60(17 
3(19479 
31 3953 
31 6427 
31 9»)3 

1.433 3379 
33 6857 
33 (1936 
33 3815 

33 7296 

1.434 0778 
M4361 

34 7*46 

35 1331 

36 4717 

1^435 8205 
30 1693 
36 5183 

36 8673 

37 3165 

1,437 5658 

37 9153 

38 3647 
3H 6143 

38 96K> 

1.439 3139 

39 6618 

40 0139 
40 36«C 

40 7143 

1,441 0647 

41 4153 

41 7657 

42 1165 

43 4673 

1,443 8183 
43 1692 
43 521)4 

43 8718 

44 3330 



M 61 

34 62 

34 «2 

34 64 

34 66 

94 66 

34 67 

34 68 

34 69 

34 70 

34 71 

34 73 

34 74 

34 74 

34 16 

34 76 

34 78 

34 79 

34 70 

34 81 

43 83 

34 83 

34 85 

34 86 

34 86 

34 88 

34 88 

34 90 

34 90 

34 92 

34 98 

34 94 

34 96 

34 96 

34 07 

34 90 



34 

36 Ol 

36 Ol 

35 03 

35 04 

35 U6 

35 06 

35 08 

35 (J8 

35 09 

35 K) 

36 13 
35 12 
35 14 



99 63 



«3 00 000 

63 00 33 4 

01 048 
m 37 2 

02 006 

02 43 

•3 03 14 4 

03 46 9 

04 19 3 
04 51 6 
06 34 

63 06 564 

06 388 

07 Ol 2 

07 336 

08 060 

63 08 38 4 

09 10 8 

09 43 3 

10 15 6 
10 48 

63 11 30 4 

U 53 8 

12 35 3 

13 57 6 

13 30 

63 14 (12 4 

14 34 8 

15 07 2 

15 39 6 

10 12 

69 16 44 4 

17 16» 

17 40 3 

18 31 6 

18 54 

19 36 4 
19 5H 8 
30 31 3 
21 Oi 6 

21 36^0 

63 22 (l»4 

22 44)8 

23 13 2 

23 45 6 

24 18 

65 24 604 

25 33 8 

35 55 3 

36 37 6 

37 00^» 



105 82 

106 85 
106 86 
106 91 
106 04 

106 99 

107 Ol 
107 Ol 
107 07 
107 10 
107 13 

107 16 

107 32 

107 33 

107 38 

107 38 

107 35 

107 38 

107 38 

107 44 

107 47 

107 SO 

107 56 

107 50 

107 69 

107 65 

107 86 

107 73 

107 73 

107 78 

107 81 

107 84 

107 87 

107 9U 

701 93 

107 99 

107 99 

108 06 
14)8 06 
108 13 
108 15 

108 19 

108 18 

106 37 

108 37 

108 30 

108 33 

106 40 

106 40 

108 46 



vir« M« 

70^ 

70,51 
62 
65 
54 
55 

70^ 
57 
58 
59 
60 

70,61 
62 
63 
64 
65 

70,66 
67 
68 
69 
70 

70,71 
72 
73 

74 

75 

70,76 
77 
78 
79 
80 

70,81 
82 
83 
84 
85 

70,86 
87 
88 
89 
90 

70,91 
92 
93 
94 
95 

70,96 
97 
98 
99 

71,00 



1,444 3230 

1,444 6346 
44 9261 
46 3778 
46 6396 
46 9616 

1,416 3336 

46 6867 

47 0380 
«7 3003 

47 7428 

1.448 0954 

48 4481 
46 8009 
491638 
40 5069 

1.449 8600 

60 3133 
60 6667 
10 9301 
512737 

1,4516374 
619813 
63 3353 
63 6692 

53 0434 

1,453 30n 

63 7630 

64 10G5 

54 4611 

64 8159 

t,455 1707 

65 6256 

66 8807 
56 2359 
56 5911 

1,466 9465 

67 3011 

67 6677 

68 0134 

68 3693 

1,468 7353 

59 0613 

69 4375 

60 7938 
601503 

1,460 5067 

60 8634 

61 3203 
«1 5770 
61 9640 



35 15 

35 16 

36 17 
36 18 
96 19 

95 21 

96 21 
96 39 

95 23 

96 25 
95 26 

95 27 

96 38 
96 29 

95 31 

96 91 

96 33 

95 94 

35 34 

35 36 

96 97 

96 39 

35 99 

36 40 
36 42 
96 43 



36 49 

35 51 

36 52 
36 52 
36 64 

36 96 

36 66 

35 67 

35 59 

35 59 

36 61 
36 63 
35 63 

35 64 

36 65 

35 67 

36 68 
36 68 
36 70 



Gr. M. 8» 

63 37 00 th 

03 37 33 4 

38 048 
28 37 2 

39 096 
39 43 

63 9» 14 4 

90 468 

91 19 2 

91 61 6 

92 24Ü 

6S 32 56 4 

99 398 

94 Ol 2 

94 93 6 

95 060 

65 96 98 4 

36 10 8 

36 432 

97 15 6> 

97 48 



69 38 
38 

39 
99 
40 



206 
63 8 
35 2 
57 6 
900 



96 43 69 41 02 4 

96 46 41 94 8 

95 46 42 07 2 

95 48 43 39 6 

35 48 43 12 



69 43 44 4 

44 168 

44 493 
46 31 6 

45 640 

63 46 36 4 

46 588 

47 312 

48 03 9 

48 360 

63 49 084 

49 408 

50 13 3 

50 46 6 

51 18 



63 



51 50 4 

62 23 8 

63 66 3 
53 376 

64 00 



D. l". 

1<» 40 

109 63 

1(0 66 

tü9 68 

li08 AI 

108 «7 

108 97 

109 79 
109 73 
109 90 
109 83 

109 86 

V« 90 

108 93 

108 98 

108 98 

109 04 
109 07 
109 (P 
100 14 
109 17 

100 33 

109 33 

109 36 

109 33 

109 35 

109 36 

109 41 

109 44 

109 61 

109 61 

](J9 64 

109 60 

108 63 

f09 63 

109 69 

109 75 

109 75 

109 78 

109 85 

109 86 

109 91 

109 9« 

190 97 

HO 00 

liO (» 

HO 09 

110 93 
110 13 
HO 19 
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U.E. AlteEintb. 

ft=71'. «. ft. D. V, D. i'*. 



N. E. AU« EIntfc. 

ts=7l» 8. k. D. 1". D. 1". 



Gr. M. 








Gr. 


> M« 


S. 






Or. M. 






Gr. 


If. 8. 




71,00 


1,4619940 


95 


^1 


^ 


54 


000 


110 


22 


71,50 


1,479 0919 


90 20 


04 


21 000 


112 Ol 


71,01 


1,461 3M1 


95 


T9 


09 


50 


92 4 


110 


20 


71,51 


1,400 2942 


90 91 


04 


21 924 


112 07 


02 


62 6484 


95 


79 




55 


040 


110 


28 


52 


00 0573 


96 92 




22 040 


112 10 


03 


63 00S7 


95 


76 




65 


97 2 


110 


94 


53 


010905 


96 99 




22 97 2 


112 13 


04 


6S3632 


95 


75 




50 


006 


110 


94 


64 


Ol 9830 


90 9« 




29 090 


112 10 


05 


617«I7 


95 


77 




56 


42 


IUI 


40 


5S 


017472 


90 96 




29 «2 


112 10 


71,06 


1,464 0784 


95 


70 


09 


57 


14 4 


110 


49 


71,56 


1,402 mn 


96 77 


04 


2« 1«« 


112 2« 


07 


64 4361 


95 


79 




57 


460 


110 


40 


57 


02 4744 


96 97 




2« 40 


U2 26 


08 


04 7941 


95 


80 




50 


192 


110 


40 


58 


02 0901 


90 90 




26 19 2 


112 91 


09 


Oi 1521 


95 


82 




68 


510 


110 


50 


59 


09 2020 


90 «0 




15 510 


112 95 


10 


OSSMA 


95 


02 




69 


24 


110 


50 


60 


09 5000 


90 «8 




20 240 


112 41 


71,11 


1,466 8685 


95 


84 


09 


59 


604 


110 


Ol 


71,61 


1,409 0302 


90 «2 


04 


20 50« 


112 41 


12 


06 2100 


95 


05 


04 


00 


288 


110 


05 


62 


04 2944 


90 4« 




27 288 


112 47 


13 


66 S8I4 


95 


06 




Ol 


012 


ilO 


00 


63 


04 0580 


96 46 




28 Ol 2 


U2 50 


14 


06 9440 


95 


87 




Ol 


998 


110 


71 


64 


05 0299 


96 40 




28 990 


112 59 


15 


67 9U37 


95 


88 




02 


060 


110 


74 


65 


05 9870 


90 «7 




29 000 


112 50 


71,10 


1,467 061S 


96 


90 


04 


02 


90« 


110 


00 


71,66 


1,405 7520 


90 «0 


04 


20 904 


112 50 


w 

17 


08U2Ü6 


95 


90 




09 


100 


110 


00 


67 


06 1174 


96 50 




90 mo 


112 55 


18 


08 9796 


95 


02 




09 


49 2 


110 


00 


68 


06 4834 


90 51 




90 49 2 


112 00 


19 


08 7387 


95 


99 




04 


150 


110 


90 


69 


86 8476 


90 52 




M UO 


U2 72 


20 


00 0900 


95 


04 




04 


«00 


uo 


99 


70 


87 2127 


90 51 




M 400 


Ut 7S 


71,21 


1,400 4574 


95 


06 


04 


06 


20« 


110 


90 


71,71 


1,487 5780 


10 56 


04 


92 204 


112 Ol 


22 


09 817U 


95 


08 




06 


52 


uo 


00 


72 


87 0195 


90 56 




92 620 


112 Ol 


23 


70 1700 


95 


98 




06 


25 2 


111 


06 


73 


88 9000 


96 57 




99 262 


U2 07 


24 


70 5364 


95 


98 




00 


57 


111 


05 


74 


88 6747 


96 50 




99 870 


112 OO 


25 


10 0902 


90 


00 




07 


90 


n\ 


U 


75 


89 0406 


90 Ol» 




94 900 


lU 90 


71,26 


1,471 2502 


90 


Oi 


04 


08 


024 


Ul 


1« 


71,76 


1,489 4065 


90 00 


04 


96 02« 


112 00 


27 


716169 


90 


«9 




08 


948 


111 


90 


77 


09 7725 


96 02 




96 940 


119 02 


28 


719766 


90 


(19 




09 


072 


Ul 


20 


78 


00 1987 


90 09 




90 07 2 


U9 00 


29 


72 3969 


90 


06 




00 


990 


Ul 


27 


79 


00 5(160 


90 0« 




90 990 


119 09 


30 


72 0974 


90 


00 




10 


12 


lU 


90 


80 


00 8714 


80 00 




97 120 


119 15 


71,31 
32 


1,479 0680 


90 


07 


04 


10 


444 


Ul 


91 


7I|61 


1,4012980 


90 00 


04 


97 44« 


119 10 


79 4187 


90 


00 




11 


10 


Ul 


90 


62 


91 0040 


90 08 




90 10 


119 21 


33 


79 7795 


90 


09 




11 


402 


Ul 


90 


63 


019714 


96 00 




90 402 


119 9« 


34 


7« 1404 


90 


10 




12 


210 


Ul 


«2 


84 


92 3909 


90 70 




90 210 


119 17 


35 


74 5014 


90 


U 




12 


540 


111 


«0 


85 


92 7059 


96 72 




90 640 


119 99 


71,36 


1,474 8826 


90 


19 


04 


19 


904 


Ul 


51 


71,86 


1,491 0725 


90 79 


Ol 


40 264 


119 90 


37 


75 2299 


90 


14 




19 


680 


Ul 


5« 


87 


08 4998 


90 7« 




40 600 


lU 40 


38 


75 5859 


90 


15 




14 


912 


111 


57 


88 


03 8072 


96 75 




«1 912 


119 «9 


39 


75 9400 


90 


17 




15 


090 


Ul 


04 


89 


94 1747 


96 70 




42 09 


119 40 


40 


70 9Ü86 


90 


17 




15 


900 


Ul 


0« 


90 


94 5429 


90 78 




42 900 


U9 52 


71,41 


1,470 0702 


90 


19 


04 


10 


004 


111 


70 


71,91 


1,494 9101 


90 78 


06 


49 00 4. 


lU 62 


42 


77 0921 


90 


20 




10 


400 


111 


79 


92 


05 2779 


90 80 




49 408 


119 80 


43 


77 9941 


90 


21 




17 


19 2 


Ul 


7« 


93 


96 6459 


90 82 




44 19 2 


119 04 


44 


77 7502 


96 


22 




17 


460 


111 


79 


94 


96 0141 


90 02 




44 450 


119 04 


45 


70 1184 


90 


29 




18 


180 


111 


•1 


95 


06 9019 


69 04 




45 180 


119 70 


71,46 


1,478 4807 


90 


26 


04 


18 


60 4 


111 


80 


71,96 


1,400 7507 


90 05 


0« 


45 804 


U9 79 


47 


78 8492 


96 


20 




19 


228 


111 


Ol 


97 


97 1102 


90 00 




46 228 


119 77 


48 


79iw50 


90 


27 




19 


55 2 


Ul 


94 


98 


07 4870 


90 07 




46 552 


lU 80 


49 


79 5085 


90 


20 




20 


278 


111 


90 


99 


97 8066 


90 09 




47 27 6 


119 86 


50 


10 «9U 








31 


000 






72/)0 


98 2254 






40 000 
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N.E. 

*s=72* 8. *. D. i". 



Alte Eiotb. 



D. X". 



N.E 

ifc=72« 8. Jfc. 



D. 1 



// 



72,00 

72,01 
02 
03 
04 
05 

72,06 
07 
08 
09 
10 

72,11 
12 
13 
14 
15 

72,16 
17 
18 
19 
20 

72,21 
22 
23 
24 
26 

72,26 
27 
28 
29 
30 

72,31 
32 
33 
34 
35 

72^ 
37 
38 

39 
40 

72,41 
42 
43 
44 
45 

72,46 
47 

48 
49 
50 



1,I0B22S« 

96 9636 

99 3337 

1,409 71121 

1,SUUU7U 

l,fiU(> 44U 
01181(19 

oiiain 

01 5507 
019208 

1,502 291(1 

02 6613 

03 0318 
03 4024 

03 7731 

1,504 1440 

04 5149 
04 886(1 

04 2572 

05 6286 

1.506 0001 

06 3716 

06 7434 

07 1151 

07 4672 

1.507 8693 

08 2316 
06 61138 
«18 9763 

^J3480 

1,509 7216 
10 0946 
10 4674 
10 81(16 
112138 

1,611 6871 

1196116 
12 3342 

12 7079 

13 0618 

1,513 4558 

13 9299 

14 9041 
14 5785 

14 9530 

1,515 3276 

15 7i;34 

16 0772 
16 4522 
16 8274 



36 90 

36 Ol 

92 

'»4 
«H 
96 



36 

36 
ST. 
36 



36 

36 
37 
37 



98 
98 
00 
Ol 



37 02 



37 
37 
17 

37 
37 

37 
37 

37 
37 
37 

37 
37 
37 
37 
37 

37 
37 
37 
37 
37 

37 
37 
37 
37 
37 

37 
37 
37 
37 
37 

37 
37 

37 
37 
37 

37 
37 
37 
37 



03 
06 
06 
07 
09 

09 
11 
12 
14 
16 

15 
18 
18 
20 
21 

22 
23 
26 
26 
27 

29 
20 
31 
33 
33 

36 

36 

37 

39 
40 

41 
42 
44 
46 

46 

48 
48 
50 
62 



64 48 UOO 

64 48 32 4 

40 04 8 

40 37 2 

90 096 

60 42 



64 



04 



64 



64 



66 



66 



65 



66 



51 
51 
62 
62 
63 

53 
54 
66 
66 

66 

66 

67 
67 
68 
58 

59 
59 
00 
00 
Ol 

02 
02 
03 
03 
04 

04 
06 
05 
06 
06 

07 
07 
(J8 
09 
09 

10 

11 

11 

12 

12 
13 
13 
|4 
15 



14 4 

46 8 
19 2 
51 6 

24 

564 
288 

01 2 
33 
060 

384 
10 8 
43 2 
166 
480 

204 
62 8 

25 2 
67 6 
300 

02 4 
348 

(17 2 

39 6 
12 

444 

168 
49 2 

21 6 

640 

264 
688 
31 2 
036 
360 

08 4 

40 8 
U2 
466 
18 

604 

22 8 
65 2 
27.6 
00 



113 

113 
113 
114 
114 
114 



114 
114 
114 

114 
U4 
114 
114 
114 

114 
114 
114 
114 
114 

114 
114 
114 
114 
114 

114 
114 
114 

115 
115 

115 
115 
116 
115 
U6 

115 
115 
115 
115 
116 

116 

115 
115 
115 
116 

115 
115 
115 
115 



92 
96 

Ol 
Ol 
07 



lU 1« 
114 14 



20 
23 
26 

29 
36 
38 
41 
46 

18 
54 

57 
63 
66 

66 
75 
75 
81 
86 



91 
97 
U) 
03 

09 
09 
14 
22 
22 

28 
31 
34 

40 
43 

46 
40 
66 

59 
62 



08 

74 
80 



Crellc'i Joarnal d. ^L Bd. YHI. Ilft. 1. 



Gr. M« 

72,50 

72,51 
53 
53 
54 
55 

72,56 
57 
58 
59 
60 

72,61 
62 
63 
64 
65 

72,66 
67 
68 
69 
70 

72,71 
72 
73 
74 
75 

72,76 
77 
78 
79 
80 

72^1 
82 
83 
84 
85 

72,86 
87 
88 
89 
90 

72,91 
92 
93 
94 
95 

72,96 
97 
98 
99 

73,00 



1,616 8274 

1,517 2026 
17 5780 

17 9635 

18 3292 

18 7050 

1,519 (1809 

19 4560 

19 8331 

20 2093 

20 6858 

1,620 9623 

21 3390 

21 7158 

22 0927 

22 4698 

1,522 8469 

23 2243 
23 6017 

23 9793 

24 3570 

1,624 7348 

25 1128 
25 4909 
25 8601 
20 2475 

1,526 6260 
27 0046 
27 3834 

27 7622 

28 1412 

1,628 5204 

28 8096 

29 2790 

29 6586 

30 0382 

1,630 4180 

30 7080 

31 1780 
31 5582 

31 0385 

1,632 3190 

32 6096 

33 (J8ü3 
33 4612 

33 8421 

1,534 2733 

34 6(»45 

34 0859 

35 3674 
35 7490 



31 62 

37 54 

37 56 

37 57 

37 58 

37 60 



37 86 

37 88 

37 88 

37 90 

37 92 

37 92 

37 94 

37 96 

37 96 

37 98 

38 00 

38 00 

38 02 

38 03 

38 OS 

38 06 

38 07 

38 09 

38 09 

38 12 

38 12 

38 14 

38 16 

38 16 



Alte Einth. 



Gr. M. 8. 

65 15 00 

66 15 32 4 

16 04 8 
J6 37 2 

17 09 6 
17 42 



37 60 65 18 14 4 

37 62 18 46 8 

37 62 10 19 2 

37 66 19 61 6 

37 66 20 24 

37 67 66 20 66 4 

3? 68 21 28 8 

37 69 22 Ol 2 

37 71 22 33 6 

37 71 23 06 

37 74 66 23 38 4 

37 7« 24 10 8 

37 76 24 43 2 

37 77 26 15 6 

37 78 25 48 

37 80 66 26 20 4 

37 81 36 62 8 

37 82 27 25 2 

37 84 27 67 6 

37 86 28 30 



65 



29 024 

29 348 

30 072 
30 396 
91 12 



66 



31 
32 
32 
33 
33 



44 4 

16 8 
49 2 
21 6 
640 



66 



34 364 

34 588 

36 31 2 

36 03 6 

36 360 

37 08 4 

37 40 8 

38 13 2 

38 456 

39 180 

66 39 504 

40 22 8 

40 65 2 

41 27 6 

42 000 



D. t", 

116 80 

116 86 

115 90 

115 86 

115 99 

116 02 

116 06 

116 U 

116 U 

116 20 

U6 20 

116 27 

116 30 

U6 33 

116 39 

U6 39 

116 48 

116 48 

116 64 

116 67 

116 60 

116 67 

116 70 

116 73 

116 79 

116 82 

U6 85 

116 91 

116 91 

116 98 

117 04 

117 04 

117 10 

117 16 

117 16 

117 22 

117 28 

U7 28 

117 36 

117 38 

117 44 

117 47 

117 60 

117 56 

117 56 

117 65 

11^ 66 

117 7€ 

117 75 

m 78 



12 



90 



6. Gudermann, Potential- Functionen Tqf,l, 



N.E. 








Alte Einth. 






N.E. 








Alte Einth. 




ts=s73' 


i. k. 
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Analyse des transversales appliquee ä la rechercl 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 

geometriques. 

(Saite dQ memoire No. 3* dani le caliirr prMdtnt) 
(Par U. J. V. Poncelet, dief de BataiUon du Gerne.) 



Analyse des transversales. 

Premikre partie, 

8|>^oialeiiient oomaoree ä Texposition g^^rale de la m^thode consid^r^ 
dans 80D application aiOL Iignes g^mdtriques individuelles. 

§« 1« 

Prölimiaaires relaiifs aoz ligoes des eeeond et troiaieme erdrea. 

JL cur donner^ tont de suite, ane id^e de nos m^thodes, el en rendre Tex- 
posidon g^n^rale plus claire et plus fiunle^ nous commeiioerons per les ap» 
pliquer au cas simple des lignes du seccmd erdre^ ou du sjrsteme de deux 
droites ind^finies situ^es, a volont^^ sur un meme plan: quelques exemples 
suffiront pour montrw comment les principes de la tb^om des transFersales 
eonduisent direotement aux propri^t^ les ^us uniTeneUes de ees lignes. 

Dea qnadrilateret iufcrita aux lignes du cecood oidre« 

143« Seit ABCD od quadrflat^ ^idoonque *y^ aveo ses deux 
diagonales AC et BD se reneontrant au point G^ et dont E^ F sont les 
points de oonoours des eouples de eöt^ oppos^ AB et CDy AD et BC. 
Soit ae une droite ou transrersale arfattraire^ reneontrant les directions 
ind^finies des diagonales AC^ BD aux points e^/, et eelles des e6t^ AB^ 
BC, CDj DA aux points a^ bj c, d respeetirement» On anrai en vertu 
du (heoreme fondamental de Carnot et en tant que le triangle Eac^ se 
trouve Goup^ par le Systeme des deißi o6t& oppos^ ADF^ BCF, du qua- 



*) Le lectaur est pri^ de Touloir Imn suppl^r, dans tout le coara de cea re» 
chercheSy les figures dont il j est sitnpleineol fail menlion: ssM oette attention, il 
lei aerait diffidle, pour beancoup de cas, de suine ia marcbe dea caknla et des rei* 
«onDeineas. 

Cr«n^*f Journal d. M. Bd. VTH. Bit 2. 10 
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drilatere^ 'oomid^rä comme une ligue du «ecoud ordre 

EA.E B ad.ab cD.c C ^^ . 
ED.EC'cd.cb'aA.aB "" ' 

he meine trianglei coupd par le Systeme des deux diagonales ACe^ 
BDf^ domiera pareillement 

Cf) > E C aA.aB ce.cf j , 

EA.EB* cD.cC^ae.af ~ ' 

comparant entre elles ces ^quations, on en dedinra cette troisueme 

ab, ad ^_^ cb.cd 
ae. af *" ce.cj* 

11 est clair qu'en traitant de mcme les tnangle» Ebd^ efGy qiii 
sont formes par la transversale .arbilraire ef et par le couple des deux. 
autres cot^s oppos<^ ou des diagonales du quadnlatere ABCD^ on auroit 
cj^alement 

ba.be ^^^ da ^ de ea . ec fa .fo 

T^Tö/ ~ de.df ^ eb.ed fb.fd^ 

reiations qui ^ ^tant eombinees entre elles :et avec la pr^o^ente par rme 
de multiplication ou de division^ donnent lieu u oes quatre autres 
ec .ab .df =1 eb .af.dcj ea. cd^bf s=z cd .cf.ab 
ad.hc.cf ss: ae.be .df^ ad.bf.ice = de, af.be. 
Ce sont la, en effet^ les sept relafions d^montrees, par M* Brianchon^ dans 
son Memoire, sur les lignes du second ordre, impnm^ ä Paris, en 1817, 
reiations qui, d'aprds De^mr^ues, expriment que les six points d'intersec» 
tion a, h, c, d, e, f dela transversale arbitraire, sont en involution. 

On sait d'ailleurs que 1 une quelconque d'entrs eilte comporte ne« 
eessairement les six autres, qui ainsi n'expriment individuellement que la 
m4me propri^t^ de Situation des points auxqueb elles s'appliquent: sa« 
Toir que, „si Ton id^crit, A volonte, sur un plan, un quadrüatdre Simple 
„quelconque, dont les o6t& et les diagonales, h la r^serve d*un seul ou 
„ d*une seule , soient assujettis A jpttser respeotivement par einq qiielcoii-^ 
„ques de oes points pris dans un ordre eonvenable, le demier o6t^ ou la 
„demiere diagonale ira notureilement passer par le demier point.'* 

144« Supposons maiirtenant que le quadrilatere ABCD seit mscrit A 
une ügne du second ordre quelconque, comme il Test en effet au syst&tne 
ind^fini des deux diagonales AC et BD; soient e^ etf^ les nouvdles in» 
tersections de la transversale arbitraire ^f avec la courb^ intersections qui 
peuvent d'aitteurs etre r^es ou inuiginaires, distinotes ou confondues em 



7« J?t^R a^ü eihf> analystti des .tmnsversaUs, ] J9 

tme uuie ete»f on aura dabord^ entre les sin poiiits a, b\ Cj d^ e^ /, le« 
aept relatiam ai-devsiis* Deplus^ si Ton eonaidere, A son tour, la coiirbe 
0Dilim^ traaarenala dee trianglm form^> par rarbitraire ef^ soit aveo dia* 
cun des couplas de cöte« Qppoa^s du qaadrflatera ABGD^ wü aiveo le 
Systeme des diagonales de ee quadrilatere^ on en d^duira trois noureUes 
^iiatibns qui^ ^tant Gombin^ entre eUes et avec les pr^o^entes par 
voie da division ou de muldplicatiBn^ conduiront i^ sept autres relations in- 
d^randimtes des points eetf des diagonales^ et qiii exprimeront qoe les 
int^rsections e^^ /^| rdati^er h la edurbe^ jonent, par rapporC ans. inter-^ 
saelioits n» ^r ^9 ^9 des odt^ dn quadvilatere, absolument le meme rAle 
qua les interseetions propres e^ f des diagonales; proposlHon qui a son 
analogue ponr les eoorbes g^om^triques d un ordre queleonque 9 comme 
^Mi ie verraplus tar^ et <jui peut s'^notioar ainsi dune manidre fort simple: 

Un fuadrihttere fuelconfue etant inscrit a une Hffne du ^econd 
ordre y taute transversale coupe les cötSs de ee ^uadrilaiere et Ic eourbe 
en six points ^ui sont en Involution. 

Ce £irino^ est^ oomme on sait^)^ d*uae fi^ndite remarquable: 
oiitre qu'il conduit inunediatement ^i et par forme de simples oorullaires^ 
aux propri^t^s des o6t^ et polaires des Jlgnes du second'or<Irey \ ceDes 
de la division harmonique de? lignes drdltesi au trac^ des tangontes etc., 
il permet encore de construire directemen.t les oourbes du second degre 
par points^ soit A Taide du cal(*.ul| seit par de simples interseetions de 
Sgnes drmies* Mais ces demieres qualifeds, il ne les poss^de pas d'une 
maniere exclusive^ et Ton airire aux mdmes resultats^ plus rapidement 
enoore^ en partant direotement de noiro principe fondamentai, qui a Ta« 
▼antiq^e de s'appliqiier iumi^diatement aux l^es et surfaces geom^triques 
de tons les ordres^ ei qui, en partieulier, d^nit ou cattacr/u'ise ei^ec^ du 
second ordroi de la maniere la plus gi^^ale et la plus pr^cise conrnie 
cm^ va le Toir« 

Trac^ par poiati des ligoes da secoud ordr«; propqV'tc; det hexagones ioscnts; remarqua 

fondaini«'Df)de «i>r U piinci^ts u«:» tranavtsTsal^s. 

145^ Soient py p^ 9$ 9' ^ r oinq points eboisis arbitrairement sur 
le periin^tre d'une Kgnc du seoond ordre; tra^ons les droites pp^^ ^^* se 



*) Voyez le Mitmoirt d^jSi cit^ de U. Srianch6n*, aiztsi que le Traiti des prP'-^ 
pri/t/i ' pri^€Ciives des /^iirM, aect» H. duf. U 

16* 
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reDOonCrant en b, et propomma now de trouver rinterseotion r' de b 
courbe aveo une droite quelconqcie rr' qui^ passant par r^ raneo o trer a ft en 
a et c respectivemeiit lea deux premieres« Le triai^le a&^y oonsidAr^ 
oomme transversale de la courb^ nous donnerai pour d^teminer r, 

ap.mf/ bq . hqf er . er^ ^^^ ^ 
bp,hp^ ^ cqmQqf ^ ar .mr' "^ ^ 

reiation dans laquette taut est eonnu sauf le rapport de er' ä ar^; on 
pourra dono ealculer ou oenstruire g^m^triqu^nent ee rapport, et, par 
suite^ obtenir le point r^ sur la direetion de rr's car qiioi qu'fl y alt dem 
points qui r^Ivent la question par rapport an aominets a et r du irian^ 
abc, fl ne saurait n^umoins j avoir ici aacune incertitude sur la veritable 
Position de oelui^ r^, dont fl s'agit (wiijez le No* 140. d apr^)« FesanC 
dooo Tariw la poeition de la drcxte rr^^ ou ae, aiitour du point r, oiiobe» 
tiendra successirenfient tous les points de la ligne dn seoond ordre qui 
passe par les dnq points dotm^ Pf fi^p ff f\ et r« 

On simplifiera un pea Tequation d-dessus et par eonsequent le 
caicul ou le nomhre des op^tions n^cessaires pour trourer le pdmt r 
en tra^anty une foh pour toutes, la transversale fr qui reneontre en K 
le cAt^ du triangle abc dont les points f et r ne d^pendent pas; car 
cette transversale donnera Heu ä la nouvelle ^quation 

ar cq bK ^ 

er bq oÜL ' 

de laqiielle on tire^ i^rcs l'avoir multipü^ par la pr^o^ente, 

ap . ap^ bq^ er' hK ^^^^ ^ 
hp .hp'^ eqf ^ mr^^ aK *"" 

Au lien de d^terminer directement r' sur la droite rb^ on pour- 
rait encore se bomer d construire le point L ou la direetion de Äc est 
reneontr^e par eelle de p'r\ Or, en consid^rant p*r' L oonune une nou* 
velie transversale du triangle cbc^ on aura 

aH hp' et, ^ 

er* mjf bL ' 

etf en multipliant par la pr^c^nte^ 

ap hq^ hK eh ^^^ ^ 
bp^e^^ aK^bL ^ *^ 

nouvelle ^quation oü tout est ecmnu, sauf le rapport de rL A iL, qu'dle 
servira k d^twminer ainsi que le pomt L dont dopend finalement r\ 
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146« Veut-oii tui^poser mainteiiant que ies points r et f ^ par 
exemple^ au liea d'etre distiiicts^ soient confondus en um seul^ ou que Kr^ 
floit une tangeote de la courbe en ee point? on le pourra^ ear il vlj aurt 
rmi A changer dans T^Ut^ <dbtenue en dernier Ueu« 

Cette rdatioB^ jbinte aux pr^o^ntes^ sera done tr^ propre <k d^ 
terminer la tangente au point dont 3 a'agit) k Taide des quatre autre^ 
points quelconquett Pf p\ ^^ et r^ de la courbe« 

Pareillement encore, les pobts r^ q^ q\ p* ^fant donn^^ on poor- 
raft anpposer que p* et r' vinssent^ A leur tour, se c(mf<mdre en un seul^ 
•ans que les relations dont & s'agit ^prouvawent aucun changement, de 
«orte qu'elles ne cesseraient paa de donner la directton de Ltr*p' devenue 
une tangente de la oouriie» 

Enfin, pour rendre oes memes relationa md^pendantes de la poai* 
tion respective des points p et tj'j on tracera la droite pfj^ reneontrant 
en / le cöt^ oppose ac du triangle abc^ et) la oonsid^rant conune une 
nouvelle transversale de ce triangle^ on aura 



tp cqf al ^_ 1^^ 
ap * hq'* ol ' 



equation qui^ multq^li^ par la damiere des pr^o^entes^ oonduit a oette autre 

aK 'hL^ cl ^ ^> 

laqudle) ne renfermant aucun des segpnens relatifs aux intersections de 
la courbe et du triangle abcy subsiste ^yidemment quelle que seit la posi- 
tkm respective de Tun et de Tautre^ pourvu seulement que leurs interseo» 
tions ne soient point imaginaires^ et qu'aucun des c6t^ de oelui^d ne 
passe k Tinfini« 



147« Mais, quoi quil arrive, on pourra toujooM d^barrasser la 
relation dont il s*agit des segmens qui la rendent illusove^ en imaginant, 
par les intersections correspondantes^ seit une nouvdle section conique 
qnelconqne ou meme une simple circonf^renoe de cerde^ si ces intersec- 
tions sont entierement impossiUes» seit de nourelles droites quelconques 
ü ces intersections sont seulement ^loign^ ä Tinfini sur le plan de la 
figure; apres quoi on se serrira des relations qui appartiennent ä ces dif» 
CSreotes lignes pour ^iminer, de la propos^ tous les segmms qiu pro» 
viennent des intersections imposnUes« 
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Je reTlendrai M6nt6t sur li oombinaisoii det K^nes da (tecond or- 
dre que suppose la premiSre hypotfi^te; quant i la seconde, fadmettrai^ 
pour o£Bir im exemple^ que oe s^it le oute bc tjA «'^loigne 4 rinfini sur 
le plan du triangte^ et je me propoMnd d'eliininery de la denridre des. 
relatioDS d-dessus^ les segmeot bL et eh qui appartiennent k oe iAtt 
et donc le rapport derient ieul miit/maoa^^ puisque oelui des aegmens 
iDfiois iJT et c/y qui ne diffi^ent entre eux qua d'uiie quantite donn^ 
doit etre oena^ ^gal h Tunit^. 

Trabant donc iine droite queloonquOi teile que KTf q«n conttomie 
le point L ceas^ u rinfini sur ffr*^ o% oe qui revient aa meme, qui aoit 
parallele a la droite p*r^^ on aura, en nommant JT^ et /^ ses inteneettona^ 
avec les cdt^ a i et a c du triangle^ la nouvelle ^quation 

hK* eL al . 

qui^ ^tant divis^ par la propot^^ membre & membre donoera 

hKf et aK cJP _ ^ aK al 

attendu quo les rapporte de bK' h bÄ, de cl ä ci' sont ^ux A lu- 
nit^« Or oette demidre relation, qui est ind^pendante du point a l'idbtt^ 
n'exprime ^videmment antre cbose que le parallelisme de la droite KT 
avec edle qui joindrait les präite K et I obtenus comme tl a e^^ dit 
d-^dessus. 

148« On peot arrrrer tout d'im eoup ä Tequation 

h K.eh . al ^^^ ^ 
aKmbJL . cl ""^ ' 

relative au cas g^n^rat. Car, en tant que la oourbe est eonnder^ comme 
transrersale du triangle abc, on a 

ap op' xhq.hq^ xcr . er' ^ ^ 

bp .hp' xcq . ep' xar\ ar' ' 

^, en tant que le meme trmngle eit cens^ coupe par ie Systeme des 
trois droites grK^ p'^'^y 9' P^3 on a aussi 

hp ,bp* xhKxcq.oq* X cLtXar mar* X al ^^ ^ 
ap • ap^ xbKxbqmbq' xhL»xor . er' xcl """ ^ 

^quation qui^ mnltipli^ par la prec^ente, redonne celle dont il s'agit« 

On remarquera d'ailleinrs que les six pcmrts py p'y ^j q'y r^ r^ peuvent 
etre o o as^ pris^ d'une maniere entierem^it arUtraire, sur le p^rimetr«^ 
de la courbe propos^ et ne sont antre dkoae qve lea sommets «iel'liexa- 
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gone queloouque pj'^rr' p*p iiiAccit k t^tie courlie. Or je dis que la re- 
laÜMn <{ui vient tie nous ocouper ei qui conoeroe le8 poiots de conoours 
/, Kj £fy des cöt^ respectiTemeut opi>4j.s^ de cet hexagoue^ exprime que 
ces trois points ^ont toujours siCues en ligne droiie. 

Kn effet, il sufBt ^videmment de prouver qu'iln scoit en nomLre 
fttir mA* le perimetre jueme du triangic abc^ on en nombre impair sur 
lef prolougemens de «es cdtes; ce qui est iqcootestable puisque les six 
kitersections de ce triaogto aveo la oourbe^ et ses neuf lutersections aveo 
le Systeme des trois transversales ^rK^ p'^'^t I'P^j parmi lesquelles se 
ümireot les /, Ky L^ sont elles memes en nombre pair sur le contour de 
oe p^rimeire^ ou en nombre impair sur ses prolongemens^ de sorte qu en 
petranchanti des neuf dwniSres intersections^ les %ii. premi^eS| les inter* 
sectiensy, restantes doivent n^cessairement se trouver aussi dans les mdmes 
eiroonstances. 

149. Pour bien saisir i'esprit de oe raisonnement^ il est essentiel 
de remarquer que les relations du genre de Celles qui nous occupent^ 
peurent fort bien subsister eutre les segmens de points situds sur les 
eöt^ d'un triangle ou leurs pcolongemens^ sans que^ pour oela^ ces re- 
lations expriment n^essairemeui une propri^te relative a uuc certaiiic 
ligne g^metrique ou ä une combüiaison de droit es ou de Ugnes de O/etle 
especo« Le theorome g^n^ral de Carnot suppose en effei implicitement 
que les intersections consid^rees se trouvent en nombre egal sur diaque 
cdt<^; que Ton ne noglige aucuuf de Celles qui peuvent Stre confondues 
avec d'autres^ imagmaires ou situ^^es u Tinfini; que les produits des seg- 
mens soient pris dans Tordre qu'assigne leuonce du th^reme; quenfin 
et notamment les iiitersections reelles soient en nombre pair sur le pc^ri* 
m^tre meme du triangle ou du polygone transversal^ en regardant zero 
comme un nombre pair« 

Les premieres conditions sont Evidentes par elles memes; quant 
& la demiSrey cUe est une cons^uence in^vitable du principe de conti- 
nuit^ appliqu^ aux intersectious des courbes d^crites en vertu des lois 
g^m^triques 4|ttelconqiies« En effet^ quelle que seit une teile courbe^ 
on pourra toujours construire, d'une infinit^ de manieres difl(^rentes^ un 
teiangle ou un poljgone quif ^tant consid^r^ comme transversal de cette 
oourbe^ ne conUemie aucun des points de celle-ci sur le contour meme 
de son p^rim^tre» Supposant doQC que ce potygone diange de position 
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et de grandeur^ par degr& insensiblet et contiDus, de maniere ä yemr 
ooihoider finalement ayeo le polygone eonsid^r^^ 3 paraift ^dent qu'at- 
tendu la eontinuit^ de la oourbe ^ une branche queloonque de oelte coiorbe 
ne pourra p^n^trer dans rint^rieur du polygone rariable que de deine 
maiiiäraidiffiSreiitea: Vm enpassant par Tun de «es sommetSi 2\ ea dev^ 
nant tangente ä i'im de ses o6t^. Dans riin et fautre de ces oas^ le bohh 
Iire des intenecttons de la oourbe^ qui sont venuea se plaoer Bur le pM* 
mStre meme du polygene^ aera de 2, d'abord ooiifoiidos eo an aeul aor 
le meme odt^ ou aur deux eöt^ dlS&r&aB^ maSß bientöt distiiieliu La 
m^e diese ayaat lieu pour de nouveaux peints d'interseotion qui passe» 
raient du dehors au dedans du p^rimetre du poljgone et r^o^roquemenCy 
on voit que le nombre eflPeotif des points r^eb qui se trourent Ax^ mit 
le oonteur de ee pärimetre est neoessairement pair ainsi que oeus Ta- 
Tons avanD^« 

La mdme eous^qu^iee peut se deduire aussi de 1^ eonsidi^tien 
des chaogemens de positien et de «gne que doirent subir^ dans la Mla>-* 
tion prepos^e ou sur la figure> lea diffi^rents segmens qui appartieiiDeBt 
aux intenections des oöt^ du pcrfjgone et de la eourbe; ear^ d'apres la 
forme mSme de oette rdation, est dair qu'auoun des sepnens dont il 
s'i^t ne peut devenir nul ou n^gatif sans qu'aussitdt un segmenti appar* 
tmiant k un point diflSSrent^ ne devienne nul ou n^gatif en mteie tama^ 
et sans que par eons^quent deux points distinots ne quSttent simultan^ment 
le p^rimetre du poljrgone transyersal ^ ou ne vienaant s'y plaoer a la fois« 

Ces remarques nous seront prindpalement utiles pour la partie de 
oes reeberches ^ qui oonoement las applioations de la tb^rie des trana- 
versales aux lignes g^om^toiqiies d'un ordre queloonque« 

Def sjstemet de l%Mi et de farfacee da lecond ordre. 

ISO« On Tient de voir aveo quelle singuliere fiualit^ la th^rie des 
transversales oonduü aux propriät^ les |^ g^n&tdes et lea pbis fiSaowies 
des Ugnes du second ordre» car noa lecteurs aoront reoonnu» dans oella 
qui a ^t^ d^montr^ en dernier lieu» sur Thexi^cMie inseift ä oes oourbea^ 
le tb^reme de Pascal qui est fondamental» et qu^on retrouve dans prea- 
que toutes les recberobes relatives aux propri^tes de situaüoii des figurea. 
II nous reste maintenant h prouver que la mdme m^tiiode s'appliqu^ aveo 
une egale &eiUt^» aux systemes de oourbes du deuxiSme degre. . 
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Consid^rons 5 par exeuple, Tetisemble de deux Kgnes du second 
ordre quelconques aitu^es dans im meme plan^ mnsi que i'uii des trois 
oouples form^ respectivement par ceHes^ de leurs cordea ou a^cautes 
oommunea^ qui aont conjugu^*) ou ae rencontrent au dehon du p^ri- 
metre dea deux courfoea; je dia que^ si od vient h couper ces courbes 
et Tun queIc<Mique dea oouplea dont fl a'agit, par une droite ou transver« 
aale arUtralre^ lea aix iateraeotiona ainsi obtcnuea, seront en involution 
entre ellea (144. et \4&.). 

Eo effet^ cette transveraale et lea deux a^ntea eonjugu^ d^ter« 
minenti par leura reoeontrea mutuellea^ un triaugle qui> ^tant oonaid^ 
auooeaaivement oomme transversale dea lignes propojB^ea^ donnera lieu h 
deux relations qui ne difil^reront entre elles que par lea produits dea cou« 
plea de segmens appartenana %ux intersections de la droite arbitraire, puis- 
que les intersections relativea aux deux s^cantes communes sont cens^es 
lea momes pour les deux courbes« Divisant donc ou multipUant ces re« 
lationa de maniere i en ^linouner les segmens de ces derni^res interseo- 
tiona, on en obtiendra une nouvelle qui^ ne contenant plua que les pro- 
duita dont il a'agit^ se oonfondra avee Tune dea six ^quationa ^tabliea au 
No« 143« d-dessus^ dont nous avona vu qu'une seule entra&tie avec eile 
lea cinq autres et auffit pour ^tablir qu'H j a involution entre lea six 
pointa oorrespondans. 

Substituons maintenant^ k Pune de nos deux couri[>es^ une troi- 
si^me section oonique qui ait les memes intersections qu'elles ou lea memes 
s^cantes conjugu^es communes^ U est dair qu'elle donnera lieu h une nou- 
velle ^quation analogue ä la pr^cedente« Enfin si Ton ^limine, a leur 
tour, de ces demierea equations^ les produits de segmens relatifs ai» s^ 
cantea communes ^ ou en obtiendra une troisi^mc, toujours de la meme 
forme et qui donnera lieu k ce theoreme fondamental: 

LßS intersections iune droite ou transversale arbitraire avec trois 
lignes du second ordre fuelconquesj ayant les mimes intersections ou 
les mimes sicuntes communes^ forment entre elles une involution de 
six points **)• 



*) Traltd des -propriJth projeciives des ßgures , Secl. III. 

**) Ce tbeoreme qui, aiosi que ses inverses (voyez plus loia Nd. 153.^, reDferme 
une des preinieres applicatloos tjue nous ayous feiles du principe des transversales, 

Crtne's iooma] ö. M. Bd. VHI. llft. 2. 17 
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Cet ^ono^ ft'^end ^videmment au Systeme de trois Burfieioes du 
seocmd ordre quelconques, coup^es par une tranaversaie arbitraire et ^ 
ont la m^e oourbe dlntersection Goiiimuiie# 

151. Plus g^n^ralement 9 seit le interne de deux seotions ooni» 
ques quelconques situ^ sur un memo plan; soit abc xm triangle £ono6 
par les interseotions de trois transversales arbitraires ab, bc, et cd dont 
la premiSre rencontre nos dtox courbes aui^ points p ek p\ P ei P* re- 
spectivement^ la seconde aiix points 7 et ^', Q et Q\ la troisieme enfin 
aux points r et r', R et R's on aura^ en vertu du principe de Carnotj 

ap . ap' y h g . bq' X er . er' ^_^ | 
6p«6p'xcg.cg'xar.ar' ^ 

aP.aP'xhQ .hQ'xcR.cR* . . 

hP.hP' xcQ.cQ^xaR.aR' ^ 

et parconsequent 

ap . ap* xhq, bq' xcr . er' bP.bP'xcQ.cQ'xaR. aR' \ 

bp.bp' xcq.cq'xar. ar' ^ aP . aP' x b Q . bQ' ^cR . cR' 

Supposons en particulier que les six points p^ 7, r, jP, C^, R soient pris 
sur une troisieme Ugne du second ordre quelconque<» il est clair qu'en vertu 
meme du principe cite, tous les segmens relatils a ces points , disparsA- 
tront de la relation oi - dessus^ et que la nouvelle equation n^exprimera autre 
chose si ce n'est que les six derniers points py </, r^ P, Q, R se trouverout, 
de leur cdt^, snr une troisieme section conique conjugu^ a la pr^cddente« 

Supposons encore qu'un ou plusieurs des points^ appartenans aux 
memes transversales ou igix memes cöt^ du triangle abc^ soient com» 
muns aux deux lignes du second ordre propos^^ ou se confondent deux 
^ deux; ies segmens relatifs ä ces points disparaitront de la rdation dont 
il s'agit^ qui demeurera toiijours propre h faire trouver l'une des interseo» 
tions restantes au moyen de toutes les autres. 



sera ^tendu, dan» la seconde partie de ces recherches, aax ligoes et sarfaces g^ometri«- 
qnes de toaa les ordres, et noiis conduira a an grand nombre de coDs^quences carieu« 
tea. Hr. Sturm qui, le prämier^ en a doon^ ane d^raonstratioa aoalytique pour lee 
ligaes do aeoond ordre, s'est attach^ k en montrer la lecondit^ dans un exceUent üf^» 
moire ins^r^ a la page 173. du tome 17. des Annales maih^maUques et dont la suite^ 
qui devait contenir les applications du theoreme inverse, n^a point 4t^ publik, au grand 
regret de cenx qui Gultivent la g^ometrie. Farmi le» choses remarquables que coui- 
tieof la partie de ce M^oire qui a re9tt le jour, se trouTe, entre autrei^, unf deoioo- 
stradon de la propri^t^ de l'hexagone inscrit de Pascal^ foodee absoinmexil sur les 
m^mes principes que celle que nousea ayon.s donuoe ci-deosus No. 148.» et a laquelle 
nous ^tions parvenns il y a pres de 14 dunoes« 
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Par exemple ^ m les poInts r et R^ r^ et R' se r^iiniment respeeti- 
n^ment en im seul ou deviennent oommuns aux deux courbeg^ auquel 
cas la transversale a e^ se ohangera ea ime s^oante ou corde indeiinie ooni- 
mane h ces courbeS| on aura^ entre toutes les interseetioiis restantes^ la 
relation 

ap.ap'xbq.hq^ hP.hP^ x cQ . o(y ^^ . 

qui pourra servir k construire Time des deux eourbes aux moycn de Tau* 
tre et de certains points donn^, sans qu'il seit n^cessairei pour cela^ de 
recourir aux interseotions communes de ces eourbes , lesquelles pourront 
aiosi devenir ünaginaires ou se confondre par eouples saus que les oon» 
struotions eessent d'Stre applicables» 

Si les poiots tj* et Q* se r^unissaient, ä leur tour^ en un seul com- 
mun a la fois aux deux eourbes ^ la relation ci^dessus se simplifierait en<- 
coro; et die exprimerait, conform^ment A ce qui a d^jA ^t^ demontre 
pr^c^emmei^ti que les six int^nections appartenantes ä la transversale a b, 
sollt en Involution; si, de plus, fl arrivait que les points f etQ secoo« 
foüdissent ^galement en un seul commun ä la fois aux deux eourbes, etc. etc* 

152» Enfin on pourrait ancore faire intervenir de nouveUes trans- 
versales rectilignes contenant, deux par deux, las intersecdons des propo- 
s^, et ^^liminer, de la relation primitive, tout ce qui leur appartieiit en 
commun« Ces interseotions pourraient donc dovenir imaginaires, ou se 
confondre par couples, sans que la relation transformi^ cessÄt, pour oela, 
de conserver une signification r^e, et de foumir des mojens de con- 
struire Tune des deux eourbes h l'aide de l'autre, censee decrite, et de 
certaines donn^s« En particulier, il en r^ulterait des m^thodes poiur le 
trac^ des. osculatrices des lignes du seeond ordre assujetties en outre a 
remplir certaines conditions; mais, comme ces m^tbpdes se trouvent in- 
diquees, pour la plupart, dans la section TU. du 'Draitä des proprietes 
projectiveSy et qu'elles sont suscep^ibles de s'i^tendre, d'une maniere ana- 
logue, aux osculatrices des lignes g^m^triques da tous les degr^s, nous 
n'en dirons pas davantage pour le moment, et renverrons le lecteur seit 
au Droits dont n s'agit, soit au f» II# de la seconde partie de ce m^moiriB. 

Notre ob|et ^tant ict uniquement de faire pressentir la f^ondite 
du principe des transversales, ii conviendrait peu de uous etendre sur les 
nombrenx corollaires qui peiivetit decouler de son application partiouli^re 

17* 
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aux Bgnes du Beoond ordre, ooroflaires qui se troovent ^alement expoa^ 
dans le Traiti des propnetes projectiveSy et qui soiit trop cobdub dM 
g^mefres pour enciter d^rman Tint^r^. Seulement nous fermis ro- 
marcpier que beanooup de ces oorollaires seraieot difBdles i MbUr u l'oii 
Toolait j appliqner direotement le prmdpe de Carnot, tandb qu'oo les ob- 
tiendra^ saus aneune h^talion, en oomhinaiit les coiM^quenoes imm^diafea 
de ce princ^ arec les oonsid^rations qui r^ndtent de la Theorie des po- 
laircs reciprojues^ eonsideratioiis qui permettent de traduire, siir le chanqi^ 
chaque tfaeoreme sur les intersectioDS des ligoes oourbes, en on autre sur 
leurs tang^ices« 

153. CeA aiDsi^ par exemple^ qoe le tb^OTdiiie de Pascal^ aar 
l'hexagooe inscrit aux Ugnes du second ordre qui a ^ dAnontre «a 
No« 146« d-dessus^ eonduit immediatenieiit k oelui de Brianchony sur 
rhexagone droouscrit & ces meines lignes, et que^ des tb^oremes ^tablis 
aux No» 143.^ 144« et 140« on condut ^^ement oeux qui soirent: 

1^ jy^iy d'un point, choisi a yolont^^ sur le plan d'on quadrila- 
i^tere eomplet fimn^ par la rencontre mutueDe de quafre drates qu^ 
,iOonques, on mene d*autres lignes droites aux six sommets de ce qua- 
^^drilatere9 ces six lignes droites seront m involuiions c'est-ä^due teDes 
y^qn'en les coupant par une transversale arfaitrairey les intersec&ns qui 
yy en resulteront Ibrmeront elles- memes entre elles une involntion (144«)«" 

2*« ^,Un quadrilaf ere simple quelconque ^tant droonscrit ä une ligne 
«,dn second ordre^, si^ d'un point chmsi ä rdont^ sur son plan^ on mene 
yydeB droite» vers ses quatre sommets et de plus deux tan^ntes d la 
^^courbe^ ces six lignes droites seront en invalution/' 

S\ yyTrois lignes du second ordre queloonques ^tant insor^tibleB 
yyk fat f<» dans le m^e quadrilatere, ou ayant les memes cenfres ^ho^ 
jymoJoffie, c'est-a^&e les memes points de omcours des tangentes oom* 
^nnmesy les six tangentes men^^ d'un poinl arliitraire ii ces sections 
9iConiquesy sont en involution»^^ 

Ces m^nes A^remes et tous leun analogues^ pourraient^ an aar 
plus 9 etre deduits directement de la proposition g^erale qui a 4^ de* 
montr^ aux No» 129. et 130» du preccnlent Mimoire. Blais, sans plus 
m*arr£ter sur cea coroDairesy je me hate de &e qudques mofs touclumt 
les s^plications de la tb^orie des transrersales aux lignes du 3* ordra. 
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Proprietä foodameiitales des lignes da S* ordre. 

154« Soit iine oourbe plane du 3* degr^ oonsid^ree comme trans« 
renale d'un triangle qudcoii9[ue abc, trao^ sur son plan et dont le c6t4 
ab hi reucontre aux trois points p, p\ p"^ le cöt^ bc aux trois points 
ff y^ ^"* lö cdt^ ca aux trois demiers points r, r', r''; on aura> en vertu 
du principe des transversales da ^ Carnotj 

ap . ap\ap^^xbq. bq^.hq'^ xcr. cr^ .cr^^ ^^^ ^ 
bp . bp\ bp^^ X cq. cq^ • c j" x crTToiHTaP* "** * 

SuppoBons, en particulier, que le Systeme des h*ois eouples de points p et 
p'» 7 et $^^ r et /^ soient A une ligne quelconque du seoond ordre^ on aura 
«usd r^quation 

ap.ap^xbq.bqxor .er' — 1 
bq.bq* xcq.cq' xar .ar^ *~ * 

qd reduit la preoedente A cette autre 

ap''xbq''xcr^» _ - 

exprimant eyidenunent ( 148. et 149. ) que les trois demieres intersections 
P*'f 9' ^9 ^^% appartenantes ik des cdt^s differens du triangle abc^ sont si- 
tu^ sur une memo ligne droite. 

R^proquement si oes intersections sont suppos^ en ligne droite^ 
r^quation qui leur est relative r^duira la propos^ h celle qui ezprime 
que les six intersections Pf p'^ q^ f\ r, r^ appartiennent a une simple 
ligne du second ordre» 

Ce th^rSme qui s*applique immodiatement au sjstSme de trois droites 
qudoonques d'un memo plan^ consider^ comme une ligne du 3* ordre ^ et 
que nous verrons^ dans le in*$#f s'^tendre aux courbes g^m^triques de 
tous les ordresy coup^ par des transversales rectOignes quelconques et 
en nombre arbitraire^ ce th^oreme^ dis-je^ peut s'önoncer tres simplement 
en cette maniere: 

Siy parmi les neuf intersections d^une ligne plane du 3* ordre avec 
trois transversales arbitraires, six quelcongües appartiennent ä une mime 
ligne du 2^ ordre ^ les trois intersections restantes seront ä une simple 
ligne droite s et r^ciproquement, si trois quelconques de ces neuf inter^- 
seetions f appartenantes ä des transversales distinctesp sont situdes sur 
une mime droite ^ les six intersections restantes seront ä une simple 
ligne du second ordre. 
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155. Cet ^nono^ g^n^ral condtiit A une foule de conseqoenoet 
particuliores relatives aux oourbes du 3* degr^^ dont 9 iiou§ tafiira id 
d'indiqucr rapidoment les priocipales et les plus dignes d'int^t« 

Supposons^ par exemple, qu'on remplaoe, dans oe m&ne ^nonc^^ 
la ligne du second ordre dont 3 y est feit mention^ par le Systeme de 
deux Dourelles droites arbitraircs^ le th^reme subsistera toujours u Te- 
gard des trois demieres iutersections qui demeureront en ligne droite; et 
81^ plus partioulierement encore^ on suppose que les droites oomposant oe 
Systeme viemient a se r^unir en ime seuloi on sera conduit A oe coroUaire« 

Lorsque les points de contact de trois tangentes d'une ligne ^ueU 
congue du 3' ordre sont situSs sur une mime droite^ les trois intersections 
nouvelles de la courbe et ces tangentes sont elles-mSmes en ligne droite. 

Donc aussi 
Les trois asymptotcs d'une ligne du 3* ordre rencontrant la courbe 
en trois nouveaux points gui sont situes sur une mime droite. 

156. On sait que la tangente au point d'inflexion d'une ligne du 
3^ ordre 9 contient trois points conseoutifs de la oourbe; douo^ en vertu 
de notre premier th^remoi 

Si^ par l'un des points d^inflexion d^une courbe du y degrä, on 
mene trois transversales arbitraires, les six intersections nouvelles de 
ces transversales et de la courbe seront ä une simple ligne du second 
ordre f de sorte fue trois ^uelconfues d^entre elles^ appartenantes ä des 
transversales distincteSt ayant it4 prises sur une mime droite^ les trois 
intersections restantes seront igalement ä une autre droite. 

Donc encore 

Tout point d'inflexion d!une ligne du 3* ordre jouit , par rapport 
ä cette eourbe, de propr litis mitriques ou deseriptions analogues ä cel^ 
les du pole d'une section considiri par rapport ä sa polaire. 

Et en particulier, 
Si d*un tel point, on mene les trois tangentes correspondantes de 
la courbe^ leurs points de contact se trouveront sur une mime droite 
f/ui peut itre appelie la polaire de ce point. 

Conccvons eoßn que^ par deux quelconques de points d'inflexion 
d'uiie courbe du ^ degr^^ on mene une ligne droite^ il en r^ultera que 
la derniere intersection de cette droite^ sera naturellement un 3^""* point 
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d^joflexion de la courbe qui ne pourra evidemment en avoir auotm autre 
de cette sorte« Doac 

Les trois points d'inflexion d'une courbe du 3^ degre sont toufours 
en ligne droite. 

157. Ces coroUaires ne sont pomt tous nouveaus:; plusieurs ont 
ete' donn^s, par Maclauririy dans son Tratte des lignes geometri^ues de 
1748^ et ont ^i^ meme expos^s tont r^mment par M« Charles y dans la 
Correspondance physitjue et mathematitjue des Pays-^BaSy tome V. p« 235. 
et tomeVL page 1 1. (annee 1829 et 1830)^ mais par une marche qui 
ne permet pas de snppo^er ^^i^ ^^ demier geometre ait eu connaissanoe 
des recherdies sp^iales entreprises par Maclauriny sur les lignes da 
3* ordre ; recherches qui enibrassent beaueoup d'autres th^remes sur ces 
fignes, et dont les plus g^n^raux et les plus remarquables^ par l'ana« 
logie qu'ils preseutent aveo les propriet^ connues des quadrilat^res in- 
scrits aux sections coniques, peuvent ^tre traduits et r^um^ en oe 
peu de niots: 

Un quadrilatere complet et ä trois diagonales itant inscrit ä une 
ligne plane du 3^ ordre^ V. les trois points de concours des couples de 
tang^ntes issues des sommets rtspectivement oppos6s de ce yuadrilatere^ 
sont situes en ligne droite et sur la courbe; 2*. chacun de ces couples 
de tangentes forme y par ses intersections avec Tun guelconqu^ des deux 
autres couples y un nouveau guadrilatere circonscrit ä la courbe propo- 
sicy et dont les trois diagonales contiennent respectivementy soit Vun des 
points de contact du derräer couple de tangentes} soit leur point ,de con* 
cours situi sur la courbe. 

158. Ces propositions trouvent leur d^monstration naturelle et en 
quelque sorte ^^vidente, dans le principe gdn^al du No« 154.^ restreiht au 
cas particulier ou la ligne du second ordre qu'fl conoeme se reduit au 
Systeme simple de deux droits« Ce mSme th^reme conduit encore aux 
i^onc^ suivans qui renferment iraplidtement les pr^c^dens^ et prouvent 
qu'il existe la plus grande similitude entre les propri^t^ de Situation d'une 
branche quclconque d'une ligne du troisieme ordre ^ consid^ree par rap« 
port aux deux autres branches, et les propri^t^s pareilles d'une ligne droite 
quelconque^ consideree par rapport a une seotion eonique dans le piao 
duquel eile se troiive situees 



132 7« Poncelet, analyu des transversales* 

V. Dans tout i/uadrilatere inscrit au Systeme formi par deux 
^uelcongues des branches d'une ligne plane du 3' ordre ^ les droit es fui 
joignent les couples de points de rencontre des cdt^s opposis et de la 
troisieme branche vont naturellement se couper en un nouveau point de 
la courbe. 

2°. Si Von inscrity au mime couple de brcneheSp une suite d^ 
auadrilateres dont les trols premiers cöt^s pivotent constamment autour 
de trois yuelcon^ues des points de la troisieme branche^ consid^r^s comme 
pöles invariables, le dernier cöt^ pivotera, lui-mSme, sur un fuatriime 
point fixe de cette branche, ayant, par rapport aux trois autres, h cor^ 
rSlation de Situation fui vienl d'ftre indi^uSe. 

159. Ces ^nonc^s, qui 8'^teiiclent sur le ohamp^ auK potjrgoiiw 
iiiscrits d'un nombre quelconque, P^^ ^^ c6tei etc.| fannent^ en effe^ 
les pendans de ceux des N""'. 180. et 513. du TraitS des proprio täs pro^ 
jectives, qui sont^ comme nous l'avons montr^ en ces ttidroits^ des con» 
s^quences fort simples de la propricte qii'ont (144.) les quadrilateres in^ 
sorits aux sections coniques^ d'etre coupes^ ainsi que la courbe, par une 
transversale arbitraire^ en six points qui sont en Involution^ 

Mais le principe du N'"'» 154. ci-dessus^ sp^dalis^ oomme nous ve- 
nons de le dire^ conduit ä des rapprodiemens plus singuliers enoore« Ea 
eSSeiy ou en conclut^ sans discussion) ce nouvd ^nonc^: 

Ayant inscrit ä volonte, ä une eourbe du 3' de^rS, un hexagon€ 
dont deux yuelcon^ues des trois points de concours des cötes respective^ 
ment oppos4s soient sur cette eourbe, le dernier s^y trouvera naturelle- 
ment aussi. 

160. L'entiere conformit^ de ce principe avec cdui de Pascal 
^148«) I relatif k Thexagone inscrit aux lignes du second ordre, nous dSs» 
pense d'insister sur les nombreux et int^ressans cdrollaires auxquels il 
donne lieu, et parmi lesquels d'ailleurs, il feut bien le remarquer» ne se 
trouvent compris ni ceux qui pourraient avoir trait aux propri^t^ r^i-> 
proqiies des p61es et polaires des sections coniques, ni celiii qui se rap- 
porterait au beau principe de M. Brianchon sur les hexagones circonscrits 
k ces memes lignes» Cette drconstance d^montre bien clairement, ce me 
semble^ combien il serait dangereux de se livrer, sans r^erve, aux con- 
sequenccs du principe de dualit^ , mis en avant, sans d^monstration ou 
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« 

meme aaos preures Bufißsantety par un savant g^om^tre analyste^ qui en 
eil proposant Tadoption^ en 1826^ 4tait loin^ tNuas doute^ de soup^cMmer 
que les propii^t^ de Situation des lignes du 3* ordre^ par exemple^ diuH 
sent se retrouver^ non pas pr^cis^mmit dans les lignes memes de cet 
ordre 9 mais bien dans toutes Celles qui n'ont^ au plus^ que quatre tan« 
gentes possiUes issues des m^es points^ conime Tindique trcs explioi- 
tement la th^orie des polaires reciproques^ dont nous avons ^tabli las 
prindpes dans nos divers M^moires ou TraitSs g^om^trigues publik de- 
puis 1818. 

LailMant dono de cdte tous les coroUaires du th^^me ci-dessu8| 
nous nous contenterons d'obsenrer qu'il foumit^ sur le chanip^ un pro- 
c^^ fecile et purement lin<^aire pour mener^ aus: oourbes du 3* degr^ 
d^crites sur un plau^ une tangente en Tun quelconque de leurs points; 
proc^^ qui 9 d'ailleurs^ est entier^ment analogue ä oelui qu'a propos^ 
M. Brianchon^ pour mener la tangente en un point donn^ d'une Ugne 
du second ordre dont quatre autres points quelconques sont assign^s. 

Mais on est conduit plus directement et plus g^^ralement a la So- 
lution de ce m^e probleme, en s'appuyant sur la proposition suivante^ 
qui revient k celle que nous avons deja plusieurs fois mentionn^« 

Si par trois points en ligne droite d'ane courbe du 3' degre^ on 
conduit arbitrairement trois transversales rectilignßs dans cette courbe^ 
les six nouvelles intersections de ces transversales, seront ä une simple 
ligne du second ordre. 

Supposant^ en effet^ que deux quelconques de ees six intersections 
se confondent^ en une seule^ au point pour lequel on reut mener la tan« 
gente^ il est clair que la section conique, appartenante aux einq autres^ 
touchera eile meme la ligne du 3"* ordre en ce point , dont la tangente 
sera ainsi donnee par le principe cit^ de Pascal. 

Cette seconde maniere de construire les tangaaites^ hai, de plus^ 
aperoevoir des m^thodes g^n^rales pour traeer linäairement ou avec la 
regle, les sections coniquei osculatrjoes du second et du tNMieme ordre 
en des points donn^ des courbes du 3* degti. 

G>rollau'es rclajdft i^tix odculatricet des lignet do 3** ordre. 

lOU SupposMi par exemple, que l'une des intersections^ relative 
a la 3* des transversales ei - dessus^ vienne a se r^unir aux deux premieres 
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dejä confondui>5 en une seule au point de taogence^ ia section conique 
acquerra evideiiiment, eu ce poiat, un cimtdot du second ordre avec Ia 
coiirbe proposoe; c^ qiii cotiduit a cet Elegant tk^r^tne: 

Si ^ <i'un poini pris a volonte sur une courbe du y degriy on 
meney it irois autres point s ouelcont^ues de etile courbe ^ situes en Ugne 
droitey frais transversales rectiligneSf Ia section cunitfue fui touche Ia 
töurbe au premier point et contient^ de pluSy les trois dernieres inter^ 
sections des transversales ^ sera reellement Vune des asculatrices du se* 
cond ordre relatives ä ce mime point. 

Par trois points quelcon<]iie8^ on ae peut mener qu'uue seiile seo- 
tion ooniqne tangente en un point dotine d'ane ligue droite; donc Toscu« 
latrice ci-^dessus est completenieut deterniin^^ et^ de plus^ on a des 
procede« fort elegans {Proprietes projectiveSy sect. ü« No. 206. et 207. 
sect. III. No. 318. et suivans) pour Ia decrire par points et lineairement^ 
ou pour construire directement le cerde oseulateur qui lui appartient oa 
commun avec Ia courbe proposee. 

Su|>p08ez^ en particulieri qiie les trois pmnts en ligne droito^ par 
lesquels passent nos trois transversales > se reunissent en un seul, en Tun 
de^ poiiits d'inflexion de Ia courbe ^ on sera inun^atement conduit a oe 
corollaire : 

Siy par un point d'inßexion ^uelcon^ue d^une ligne du 3' ordre, 
on wenCy a cette courbey une transversale arbitraire, eile Ia rencontrera 
en deux auires points appartenans a une section conique osculatrice du 
second ordre en chacun deux, et qui sera ainsi plus que determinee. 

162. Pronons encore que Tune quelconque de nos trois transver* 
sales devienne tangente a Ia courbe , au point qui est leur concours com- 
mun: Ia section conique ci-dessus deviendra^ eile meme^ osculatrice du 
3^ ordre en ce j>oint^ et s^i^ entierement determin^ de positiou par Ia 
condition d'efre osculatrice du seoond ordre avec celle qui a ^t^ consi« 
decee preci^demmcnt, et de passer , en outre^ par les deux intersections 
restantes des transversales (ibid. No. 321. et 323.). 

Eniin, si noiis admettons qu'une seconde de nos trois transversales 
se reunisse a Ia proniiere ddjä devenue tangente ä Ia courbe proposee, 
on en d^duira ce uouveau corollaire propre k faire trouver Ia sectipn co- 
nique unique qui est oscidatrice^ du 4* ordre^ au point de concours com« 
mun de ccs transversales. 
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« 

«Si, tf/? IIA point donn4 et ^uelconyuey J'une courbe du V degri^ 
en mene la tangente relative ä ce point^ puis la tangente pii r^pond 
e la nouvelle intersection de la premiere^ puis enfin la transversale ^ui 
Joint le point donne avec la V intersection de cette seconde tangente^ 
eile irUy ä son tour, rencontrer la courbe en un nouveau et dernier 
point fui appartiendra ä la section conique osculatrice du 4' ordre au 
point donnä. 

Ety oomme cette section coniqiie doit^ eile meme^ avoir un eotn« 
tad du 3** ordre ^ ayec Tinfinite des osculatrices de cet ordre qui r^ul« 
teut des considerations precedentes, il parait clair^ d^apres les endroits 
d^ia dtes du Traite des proprietes projectives, qu'elle se trouve compl^ 
tement d/^termiu^e au moyen de l'une quelconque d'entre elles^ et saus 
qu'il soit meme nccessaire de recourir directement au trace effectif de 
oette osculatrice auxUiaire ni de Celle du secoud ordre doot eile dopend 
immediatemeiit d'apres ce qui prec^de. £n eflet, les methodes iiidlqu^ 
anx: endroits dont il s'agit^ foumissent le moyen de deduire successive- 
uient et directement^ les uns des autres]^ les differens poiuts de ces oscu« 
latrices, qui appartiennent A un raj^on vecteur ou h une transversale quel- 
conque issue du point de contact donn^r 

II y a plus meme, comme on possede d^jJi un point et la tangente 
en un autre point donne de Tosculatrice du 4^ ordre ^ on voit qu'ii suf- 
fira de dötenuiner deux nouveaux points quelconqiies de cette courbe, 
pour etre en etat (145. et suivans) d'eu construire directement et linoai- 
rement autant d'autres qu'on le voudra. Mais uous ne saurions insister 
davantage sur ces considerations fadles saus d^passer, de beaucoup, les 
bornes que nous nous sommes prescrites dans ces prSliminaireSy et saus 
anticiper par trop sur ce que nous aurons a dire, dans la seconde partie 
de oes recherohes, tcuchant les osculatrices des courfoes de degr^ quel« 
conque, dont la cunstructiou par points peut <^galement s'operer A Taide 
de proced^s fort simples et qui n'exigent cjue la regle pour tout instni- 
ment. Neaumoins je ne puis resister a 1 attrait d'indiquer encore quel- 
ques conseqiieuces de nos th^oremes qui d'ailleurs sont susc^tibles de 
s'^tendre k Tespace, et nous conduiraient facilement a des [»rocedes ge« 
nal^UY pour d^crire, par points , teilte Itgne du 3*" ordre dont on eon* 
nah, soit un poiut d'inflexion, soit un point double, soit des poiuts queU 

18» 
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conques en nombres sui&saiis pour la J^termiiier oompl^tement de forme 
et de Position« 

163. Ce qui pr^o^de foumit d^jA plusieurt mojens^ par exemple^ 
de oonstruire lin^airement le O*" point dlntersection de trois droites arbi- 
traires ayeo une oourbe plane du 3*" degr^; or il en r^ulte des proo^ 
d^ en eux memes assez simples pour oonstruire ^ par points, la courbe 
ä double oourbure, du memo degr^^ qui oontient huit points donn^ & 
volonte dans Tespace. 

Une semblable oourbe peut toujours etre cens^ evidemment r^ 
suiter de Tintersection mutuelle de deux surfiBK)es du second degr^ ; ce qui 
ne peut avoir Iieu d'ulleurs u moins qu'elles ne soient r^l^ et n'aient 
en oommun l'une quelconque de leurs g^n^ratrices rectilignes; mais il 
nous Sulfit ici de consid^rer les courbes du 3* degr^ comme ayant pour 
earactSre essentiel et g^n^ral de pouvoir Stre coup^, par un plan ari»- 
trairOi suivant trois points au plus^ ou de demeurer une courbe du 3* 
degr^ quand on la met en projection conique sur un pareil plan« 

En effety ooncevant^ k volont^^ un plan par deox queloonques des 
huit points donn^s, il rencontrera la courbe qui les renferme^ en un 
9* point qu'on d^terminera ainsi qu'il suit» 

Par les six points donn^ non compris dans le premier plan^ oon« 
duisez deux nouveaux plans qui les oonti^ment trois par trois; du point 
de rencontre de ces plans avec le V pris pour centre de projection^ met- 
tez le Systeme de tous les autres points en perspective ou projection cen« 
trale sur un nouveau plan quelconque; O en r^ltera neuf points situ&i 
ii rintersection d'une courbe du 3^ degr^ qui est ä d^terminer, ayeo lea 
trois droites projections m^es de nos trois premiers plans; or huit d'en» 
tre eux sont donn^, donc le 9* s'obtiendra par quelqu'un des proo^dds 
unfaires dont il vient d'^tre parl^^ et, par suite^ celui qu'on cherche 
dans Tespace se trouvera sur la projeiante qui Joint le pr^o^ent au cen- 
tre de projection« 

Op^rant^ de la mSme maniere^ sur une nouToDe combinaison do 
plan qui oontient le point cherch^^ avec deux des autres plans joignan^ 
trds par trois et dans un ordre difC^rent^ les six demiers points donn^ 
on aura ainsi obtenu deux droites ou projetantes qui, dans le premier plan, 
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se eouperont au point demand^; mais^ attendu qu'fl eadste dix manieres 
ctistinotes de oomhiner^ trois par trois^ las üx points dont il s'agit^ on 
voit qo^on pourrmt ausu construire dix lignes droites difii^reiites s'entrecou* 
pant toutea au point oherche et situ^ dans le plan qui lui correspond. 

On remarquera d'ailleun que les plan» sur lesqueb les projeo- 
tions s'opdrent peuveut Stre cboins de maniere ä simplifier notablement 
lea Gonstructums etc.; mais exi roilä asses pour prourer que le probl^me 
ou il s'agit de d^crire la ligne ä double oourbure, du 3"* d^r^^ qui oon- 
tient huit poinfei donudi arbitrairement dans Tespaoe^ est compl^tement 
d^termin^^ et peut se r^udre par des m^thodes qui exigent s^ement 
rinterseetion de la ligne droite ou d'une aimple regle« 

(L& foite daiif le eahier prodiaiiL) 
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8. 

Auflösung einiger Aufgaben aus gegenw artigem JournaK 

(Vom Herrn TA. Ciau$en zu MiiocheD.) 



Aufgabe No. 15. 6. Bd» 2. Heft S. 214. ^^Aus fSnf Ton den eeohs 
Winkeln zwischen den Seiten*Ebenen einer dreiseitigen Py- 
ramide den sechsten Winkel zu finden.' 

Die Berübrungspunote der eingeschriebenen Kugd mit den Seiten« 
Ebenen seien ABCD^ Durch Verbindung derselben zu zwei und zwei 
▼ermittelst gröfster Kreise -^-B, BC^ CA, CDy AfJy HD, die ich rcsp. m, 
tt\ Qi^\ ßy Q>\ ß'^ nenne, entstehen vier sphärist'he Dreiecke, dwen Seiten 
die Ergänzungen der obengenannten "Hlnkei zu zwei Rechten sind. Es 
soll also von den sechs Seiten etwa ß aus den fünf übrigen gefunden wer- 
den. Sind nun die sphärischen Winkel an D, die resp. », a\ a^* g<^g6ii- 
überstehen, 6, 9^ 0^', so hat man nachstehende Gleichungen: 

cos ö Ä . ^ . a,i } cos 0' = r a„ . a — i ^®* ^ = ^ a - A 

8in p 8iti ß'^ ' gm p" %mß sinp%m/r 

Da nun 6-f'S^ + 6^^= ^i^^ Rechten, so hat man die Bedingungsgleichung: 

O = 1 — cosfl'— cos6''— cosfl''' + 2cos9cosd'cos9'', 

die sich durch Substitution der eben gellindeuen AusdrScke in folgende 
verwandelt : 

= siijß'sin3'*sin3"'— sinß*(co8a— -oosß'cosß'O* 
— sin ß'' (cos ä'— cos ß'' cos ß)* — sin ß"* (cos ä"— cos ß cos ßO' 
+ '2 (cos « — cos ß' cos ß'O (cos «' — Gos ß'' cos ß) (cos «" — cos ß cos ßO ; 
oder nach einer leichten Reduction: 

Ü s= 1 — eontc* — cosdc^* — oos«"' 
-f 2 cos« cos»' cosa'^ — sinat'oosß* — sin»'* cos 3'* — sin «''* cos ß''* 
+ 2 (cos« — cos«' cosa") cosß' cosß'^-f* ^ (cos «' — co8a''cos et) cosß^'cmß 
+ 2(cosa" — cos « cos «0 C08 ß cos ß', 

woraus man leicht cos ß findet. Dm die Formel einlacher zu nriaehen, be» 
merke ich, dals wenn X, X', X^' die in dem Dreiecke ABc den Seiten a^ 
^'f ^" gegenüberstehenden Winkel sind, man bat: 
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COS« — cosft^ QO^x'* es oosX ÄJxoL^ üaa'\ 
008«^ — eosa^^oos« => cosA^ nlnot/^fono^j 
008«^'— cos A cos«' SS cos X'^ sin« sin«'^ 
und dafii, wenn man 

/x = sin|(a + «'+0; 
/*' = sini(--.a + «'4.«'0; 
/*" = 8inJ(a— ä'+«'0; 
/i^'^-ss 8mi(a + «'— O 
setitt die Winkel X, X', X ' sich durch die Formeln 

ergeben^ und dafs überdies 

1 — 00s «• — cos«'* — cos«'"+2coR«eos«'oosÄ'' =» 4/tftV'V"^ 
Es Terwandelt sich ftho die obenstdiende Formel , ffenn man noch 

sb « cos 3 SS i ; sina' cosß' = b's sin«" cosß'' = ä" 
setzte in 

0==i*+6''+4''*--2cosXA'Ä''— 2oosVA''i~2cosX''Äi'~4ftitiVV''. 



Aufgabe No. 14. 2. Bd. S.99. ^^Aus der Gleichung 

/■(a'^Hx) +/'(aW+jj-) 4./-(ei^^^+x) +/'(ö^*^+^) + •'*(>^^''+^)+/'(c^'>+jr) = 0, 
'WO a^^^y a^% #••• o''' beliebige^ von einander verschiedene, 
gegebene Grtifsen sind^ x zu finden» 

Es kann slch^ wie es mir sdiduit, hier nur darum handefai, dne 
rationale Gleichung für x zu finden ; zu dem Ende und um nicht durch die 
Weitläufigkeit der Formeln gestört zu werden, sei^ welches mit dem Obigen 
auf dasselbe hinauskömmt: 

Erhebt man diese Gleichung ins Quadrat, und dieses Quadrat wieder in 
die zweite, dritte u« s. w. bn siebente Potenz , so ergiebt sich 

^,+B5 /"(ay) +C75 /-Cr«) +7>, »r(ax) =^; +ß; v^(/«) 4- c: /-(«»O+D'.^Ct;^), 

w^t+Bt i^(*r) +c, ^(ys) + />, /(wr) =^; +^; /(/«) + c; /(«to+ßi /'(vt). 
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WO die Grölseii ^»^ B^ eto«, ^,^ B^ etc. snmmtUch rational sind, und 
zwar jii f jix ^tc« ^on demselben Grade in Beziehung auf Xy y und z ab 
die unten angesetzte Ziffer^ die Grölsen By Cy D aber von einem Grade 
weniger» Dasselbe gilt von den Grölsen rechter Hand» Eliminirt man 
hieraus die irrationalen Grölsen , so ergiebt sich die verlangte Gleichung, 
die, wie man sich leicht überzeugt, vom 228ten Grade sein wird. 



Beweis der Theorems von Hm« Dr» Stern No. 17. Bd. 7. 
Heft 1. p. 104. 

Es sei p eine Primzahl von der Form 6 /i -{- 1 9 so ^t man 

2''(1.2.3 /2— 1. n) = 2.4.6 2/1^2.2/2, 

2r(3/2+l-3/i+2...»4/2— 1»4/2) = 1.3.5 2n— 3.2/1—1; 

multiplicirt man diese beiden Congrurazen , und dividirt durch den ge« 
mdnschaftlichen Factor, so erhält man 

2»«(3/2 + l. 3/2 + 2. ••.4/1 — 1.4/1) = /i+l./i+2....2/i 
und da 3/1+1= — 3/ii 3/i+2 =— (3/i— 1), .... 4/i = — (2/i+l), so 
hat man ebenfieills 

2«"((2/2 + l)(2/2 + 2)....3/i) = (— l)''(/i + l)(/2 + 2)....2/i. 

Ist nun /9 = a*+276% so ist, wie Herr Stern im zweiten Hefte p. 157. 
des sechsten Bandes d. J. bewiesen hat, 2 eiii cubisoher Rest, und alao 
2** = 1 (mod. p) ; folglich 

(2/i+l)(2/i + 2)....3/i = ±(/i+l)(/i+2)....2/i*), 
wo das obere Zeichen für ;i=sl2i7i+l, das untere für /iss 12/71+7 gilt. 

Beiläufig bemerke ich, dafii für alle Sbr^ PrimMUen von der Form 
6/1+1 der Bruch 

~ ^(2n+l)(2n+2).-..3n 

die in der angeführten Abhandlung p. 157. durch / bezeichnete Greise =/*l 
ist, und dals man daher, ebendaselbst, in dem Falle wenn 2 ein Nichtrest ist, 

(l + 2/)a = 9b 
direct finden könne, weil a auf fihnliehe Wdse vne / direct gefunden 
wwden kann« 



< ' 



*) In dem Theorem ist am engef. Orte statt des dej^lteii Zeicbens blot 

abgedruckt. 
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Noch bemerke ich, dafs a immer ein cubischer Rest hty denn es ist 

_ 4yi(4n— l),...^3;i-f-l).3/if3n — l)....(2yi + l) ^ 

da aber 4/i = — (2/2+1); 4/2 — 1 = — (2/2 + 2) ... . 3/2 + 1=— 3/i: 
so erhalt man, wenn man den ZShIcr und Nenner mit (2/2+1) (3/2+2) ....3/1 
multiplicirt und bemerkt, dafs (1 . 2 . 3 .... 3 /?)* = + I, je nachdem p von der 
Form 121/2 + 1 oder 121/2+7 ist. Im ersten Falle ist 1.2. 3. ...3/2 = ^"*, 
im zweiten =e^'"+% wenn ^ eine Grundwurzel bedeutet. Es ist abo 

_ _ [(2n+l)(2yt+2)....3nT 
^ — + 1.2. 3. .•.3« » 

oder in beiden Fallen ein cubischer Rest. 

Schliefslich füge Ich noch hinzu, dajb man in allen Fallen, wo 2 
ein cubischer Nichtrest ist, die Quadrat^yurzel aus — 3 (mod. 6/2 + 1) di- 
rect finden könne. £s ist nemlich, wenn u diese Quadratwurzel ist, 

3/2(1 +r/) = /'l, folglich w = l+2/"l. 
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9. 
Über die Zerlegung reeller gebrochener Functionent 

(Vom H«rm Th. Clausen z\x Slunchen.) 



Uie Zerlegung reeller gebrochener Functionen ist' zwar aflgemein und 
vollständig behandelt worden, jedoch glaube ich, dafs die nachstehende 
Art allgemeiner und noch nicht bekannt seiü dürfte. 

Es sei die gebrochene Function -^-, yfo M und N reelle ganze 

Functionen sind, die keinen gemeiiischaftliclien Factor enthalten, und wo 
M von einem niedrigeren Grade als iV ist. Ist nun N=QQ^y wo Q und 
(>s ebenfalls reelle ganze Functionen sind, und O nicht von einem niedri- 
geren Grade als (). ^ so kann man 

JW _ JP , P^ 

N — Q '*' Q, 
setzen, oder 

wo P und P| gleichfalls ganze reelle Functionen sind, aber von einem 
niedrigeren Grade als resp. Q und Q^. Man ersieht sogleich, dafs der 
Fall, wo Q und Q^ einen gemeinschaftlichen Factor haben, ausgeschlossen 
werden mufs, da sonst M denselben Factor, den auch TV (und zwar dop- 
pelt) enthielte, gegen die Voraussetzung enthalten miilste. 

Es sei nun 

^^ (?i > Qa y (?3 > • • • • ^on successiv niedrigeren Graden sind , bis Q^ , 
welche blos eine CoTJStante sein wird ; wäre nemlich Q, ä= und (?,_, 
nicht eine Constante. sf» enthielte beides Q imd (>, diesen Factor, gegen 
die Annahme« Eben ho sind ^g , ^s , • • • • fn^i ganze Functionen lom ersten 
und iiüheren Graden: 7. aber eine ganze Function oder eine Constante. 
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Ist enichtlich^ dals 

(J und f,Q,, 

Qx und hQ% 
etc. 

TOn denselben Grade sind; also sind ebenfalk 

und ^1 . J'a . ^3 • • • • 7n-i Qn^x 

von demselben Grade. 

Substituirt man nun die Gleichungen (2*) successive in (L) und setzt 

P, = 9.P. + P,, 
3. 

WO also ebenfalls P^^ P3 etc. reelle ganze Functionen^ aber von suceessiv 
hohem Graden siud^ so erhiilt man: 

M= PQ, + P,Q 
= PA\+P.{\ 

4. { =P.(?3+/^3(?. 



Unter den Werthen, die der letzten Gleichung genügen^ ist oft'en 
bar, da Qn ^uie Constante ist, 

P = — • P == 0* 
"-* — ()„ ' *» — • 

man hat also den aligemeinen Ausdruck: 

S. P... = ^ - ^--^^^ ^- = ^« -^' 
wo Z eine beliebige ganze Function ist. 

Nachdem Pn-i und P„ bekannt sind, erhält mau aus den Gieichun* 
gen (3.) 

^ ^ ^ 'P £7P4-P 

l^w- 3 ^^^ fn-2 ^ -■■% ~r "« » ? 

yPn -A = ^n-i-^n— ^ T" '^'- « > 

P, = ^j.,P. + Pm 

P = -•7.''. + ^.^- 

19 
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oder wenn man setzt 

1 '•»-3 = — 

i 


• 
• 

1, 

9n-lf 


*» 3 — - 


0, 
1, 

— ^»-3 *• -3 + *!.-« f 


(;•: 




9t r^ -J-^i, 
9i r. + r. , 


*. = - 
S - 


- 9»fi + *» • 



SO ergiebt sich 






8. 



P. = r. P„_. + f. P, , 

P = r P_, + .c P„ ; 
siibstitiiirt man uun hierio die Wertlip von P,..., und P, aus (5.), so er- 
liSilt man: 

j P. = '-1^ + r^. P, _ r. (?__.] Z, 



p =i^ + [.ca-ra-j^. 



( 



Durch Tergleichung der Gleichungen (6.) mit den Gleichiingon (2.) sieht 
man leicht , dafs» die Gröfsen C^,^,, — (.^-3, + Or-^y .... ±.Qty +Q 
dtirob denselben Algorithimis ans ()., und — Qr. x abj»'*leitet sind, als Pn^f 
Pn^yy . •.. P^ Uttd P üus 7\ uTid P._, . Es ist daher auch: 

• \+Q = _r().., + .9ä; 
folglich 

WO ^ so bestimmt werden mufs, dafs P^ von einem niedrigeren Grade ist 
als Pi • Es wird dann von selbst P von einem niedrigeren Grade als Qy denn 
da M =» PQ,^p^ Q und 3f von einem niedrigeren Grade als QQ\ so muls, 
wenn QP^ von einem niedrigeren Grade als QQ^ ist, ebenfalls PQ^ von 
einem niedrigeren Grade sein, oderP von einem niedrigeren Grade als Q. 
Aus den Gleichungen (7.) ersieht man sogleich, dafs r von demselben 
Grade ist als ^. • ^ f^^^ ^ und dafs also r Q^.^ von demselben Grade 
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ist als Oy folglicli ist r von einem niedrigeren Grade ak Q. r^ ^^ ist von 
demselben Grade als r, folglich r^tf^Q^^^ von demselben Grade als Q oder 
als qj)x> demnach ist t\Qn^i von demselben Grade als Q^y oder r^ von 
einem niedrigeren Grade als Q^ • 

Es sei nun 

iM ^ mQ + M,, 

uro M^ und Mt von resp. niedrigeren Graden sind als Q und Qif m und 
nti aber ganze reelle Functionen sind, so wird 

'^'J^' + Z und 4t~ + "^ **"^ Vf iederum ganze reelle Functionen, und P» 
tmd P von einem niedrigeren Grade als Q^ und Q resp. 

Wenn () von einem bedeutend höhern Grade ist ab Q^ so wird 
P leichter durch die Gleichung (L), nachdem manP^ schon ge&inden hat, 
bestimmt: 

und vrenn man P^ (.), = v Q^ -|- C^^ setzt , wo 0"^ von einem niedrigeren 
Grade ist als Q, , so mufs Q\ = M^ sein, da P eine ganze Function ist, und 

14. P = m, — 9-, P. — y. 



13. 



Ti Wl, . rr 1 »•»« 
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10. 

Über die höheren Differentiale der Function 



und über die Enlwickelung einiger bestimmten 

Integrale. 

(Vom Herrn Professor Dr. Gnmert zu Brandenburg.) 



h 

Wir sollen 9 wie offenbar verstattet ist, annehmen, dals x pmitiv 9^^ 
weil, für ein negativen jr, die Differentiale von z sogleich ans den Diffe« 
rentialen von c, unter der ersten Yoraiissetzuiig , durch blolse Vertan- 
schung der Vorzeichen folgen. Nach einfachen trigonometrischen Grün- 
den ist: 



V 



Are lanfi -•- ) = — -; , — rjr- as -7 — -rr — rr « 



K' Hf)') 



1 



i/('+©') •'^''+^''' 



COS (Are taug •=— j = 



wobei wir bemerkon, dafs, wenn Arctang — , wie in der Folge immer 

geschehpn soll, zwischen den Gräuzen — ^ tt und -{'iif genommen wird^ 
die Quadratwurzel positiv genommen werden miÜB, weil nach der Voraus- 
setzung X positiv ist. Differentiirt man nun die gegebene Function zuerst 
nach Xf dann nach y^ so erhlilt man : 

= - iT-:p7J IG^^ (Are fog ^))'- (sin (Are U«g j))* J ; 

T » Z e 



oy Jc'+y^' /(a;*+r*) »^1^*+.>'M 

= — a:' ^y^ • - 5'" (a^c l«Dg ^) . cos (Are r^ug |-) ; 
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ä. u 

1 . cos (2 Are lang -^) ^ 1 • sin (2 Are tang -^ j 

Setzt man nuu 

cos In Are tang — j ftin (n Are tang -^1 

so findet man: 

3p_, ^^ »co»((n + l)Arct«ngX) gp _.^ ^^ n.m ((n+1) Arctang;^) 

5^ — (— >;. (^i ^^.)4(-+o ' ör*"^ ^' (x'+:r')*'>'^> * 

^^f 1^ »»^(('' + ^)^"'*^gi) a, _ , , ,, >. cos ((n + l) Ar e fang ^) 
^ - (-1). (]^^,,)i(«+.) . ' 3y - C+»)- ^^a ^_^..)K?+Ö • 

Folglich ist nach dem Obigoi: 

^ 1 . cos I 2 Are tang -^ j 
dz __ , ^. \ Jc/ 






, 1 . 2 cos (3 Are taog ■^) 

»., 1 . 2 . 3 cos (4 Are tang ■=— I 



. 3x« ^ (a;»-J.^a) 



^M i .2.3..,.w COS ((«4-1) Are lang ~ ) 



Eben so findet man: 

^ 1 .sin (2 Are lang ^—) 

dz , .V V JT/ 

.. 1 . cos (3 Are Urne - ) 

8»z _ ._.. \ ' x/ 



a» 



(-<) 



a 



1.2. 3 »in (4 Are taog -^) 



57^"' '' f.r'+y*)*^'+*> 
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.. 1 .2.3. 4cos(6 Afc lang '—) 
ili — (^i\* ^ ^^ 



d 



tll— 1 



f == (— ir 



1 . 2.3 .... (2n—l) ain (2/1 Are fang ^) 



a\» 



jr 



JF 



ptn. 1.2.3.... 2« cos f(2/i-|-l) Are lang— j 

n- 

Unter der Voraussetzung, dals a eine positive Gröise ist, findet 
man durch theilweise Integration: 

/?"""* cos a jp 5 j7 = cosajT /e'"**öje? + a /sinajT öjr /ß"^''^ 

= e^^^ Qo^oLX • /tf^" siuax 5 jp; 

er ac/ 

/e"*"*^ sin«j7 ö.r = vün ux le"^^^ d x — » Iqo^olx Sx J e""^ d 

= 6-"""'' sin a jr + — / e"^"" coiictxd x s 

c /^-^cosÄar ö;r + a /^""^sinajrf^jr = — tf-^^cosax; 

a ft'^^ cos KX dx — a /^""" ^* sin « 0? ö ar = ^"*^ "^ sin « .r . 

Fiir jr = ist : 

— r"~"^ cos a.r == — 1 , i?"*^ sin ax = 0; 

und, weil a positiv ist, für a? = 00: 

• — e'^'^ cos « jc =0, e"~"* sin 0(jer = 0. 
Also 

^ / e-°^ QQ^ctxBx -^ «, I e"""^ sinux dx =^ I, 
5t/ e"'^'^ QOS,cixox -^a / e'^^'^sinux dx = 0. 



Durch Auflösung dieser Gleichungen erhalt man: 



o r/' + a* 

e~*'* »in OLX ö X = 



wie sonst auf minder elementarem Wege bewiesen zw werden pHegt, 
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Differeatiirt man jetzt> nach eiomn io der Theorie der bestimmteii 
Integrale hSitflg angewandten Principe diese Formeln untw dem Integral« 
zridien in Beaaig auC a^ 90 ergiebt sieh nach (!•)• 

1 . cos f 2 Are fang — j 
1 • 2 cos (3 Are tang *— ) 



/"'" 



» totaxBx 



^^ 1.2.3 cot (4 Are tag ^) 

^^ 1 .2 . 3 ♦ . . . Ji CO» ((n+1) Are taug —j 

und auf ahnliche Arts 

1 . ftln (2 Are tang '^ j 



/' 



t"^ $in.a X d X ä 



/ 



x^ e*** sinie» 3» = 



/•- 






4r'**Mii««5ap = 



1 • 2 008 (3 Are tang — ) 
1,2.3 sin (4 Are täng^j 



x^^r^üa€ixdx 



x^ ^■•**siii«x öx SS 



l«2.3.4cosf5 Are taug — ) 
1,2.3.4.5 siii(6AreU»g~) 



Hr S. f« U» S» f« 

Es ist aber: 
Are tang^ SS {v — Are tang— , sin ( Are tang-j) = co» ( Are tang ^j ; 

2Afo.tang^s=: tt— 2Arctang~j sin (2 Are tang ^) = sin (2 Are tang J); 

CrelSe't XoaraAl ä. M. Bd. TID. B(t 2. 20 
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4 Are tang ~ =i: 2'7r — 4Arctang — , siQf4Arctang-^) = — sln^4Arctaii{»- j ; 
6 Are taug — = Stt — 6Arc taog — , sin (6 Apctaij«r -) "= sin ^6 Are taug — ^ ; 



a . • r^ « . a 



SArctang — = or + J'jr — 3Arctang — , 

5Arotang — = Sw+J^r — SArotaug — , 

7Arctang — =» 3w + l^'^'^ArctaDg — , 

9Arctang— =: 47r + J^tt — 9Arctang — , 

u. 8. f. u. s. f» 

cos ui Are fang —j = — sin ^3 Are tang — K 

cos f 5 Are tang -^1 = sin (5 Are tang — j , 

oos(7Aroteng— j = — sin ^7 Are tang -^), 

cos ( 9 Apc tang — ) = sin ( 9 Are tang — -) , 

u. s« £ u« s. f« 

Also Bach dem Obigen: 

1 . sIb ^2 Are tattg — j 



«r-a* dinax dsc rs 



fT^^^^^^max dx =s 



1 . 2 sin ^3 Are tang —] 



/ 

/Ol 1 •2*3 sio (4 Are tang — j 

/« 1.2.3.,..nsiii ((«+1) ArcUng — J 
«^ #■■"*»* sin aa?öap s=s 



Die beiden äufiierst merkwnrdigen und wichtigen Formeln: 

y^m 1.2,8....n cosUn-f-l) Are tang — ) 



# 
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/^« 1.2.3....naiD((n4-'l) Arctang — j 

sind zuerst Ton Euler gefunden worden. Euler's Beweis gwifigte aber^ 
wegen Einmischung dar imaginären GroJsen^ nicht völlig. Deshalb gab 
Poisson einen andern Beweis (Lacroix TraitS du calc. diff. et int. 
T. III. p* 490.). Vielleicht verdient die hier von mir gegebene Ent Wicke- 
lung^ neben Poisson's Beweise^ audh eine Stelle. 

vr. 

Das in mehrerer Beziehung wichtige bestimmte Integral 

r^ a^ 

a/o a* sin ^p* "4* 5* cos y* 

kann auf folgende Art durch eine leichte geometrisdhe Betrachtung ge- 
funden werden. 

Man denke sich eine Ellipse ^ deren grolse und kleine Halbaxe a^ 
b sind) so ist deren Fluchen-Inhalt bekanntlich ^sl abic. Nimmt man den 
Scheitel der Ellipse als Anfang der Abscissen an^ so ist die Gleichung der 
BUipse: 

Bezeichnet man die Winkel , welche die Halbmesser der Ellipse mit der 
ilauptaace einschlielsen) durch (p^ so ist 

y s (flr^x)tang^ = (ö-^)^; 

(a — X) a= ^a^iDya^^^^Ji^aJ X a^ Bin qt* + b* COS (p^ ^ 

Das zwisdben den Gränzen (P = 0^ (p =s 9r genommene Integral dieses Dif- 
ferentials ist der Flachen -Inhalt der halben Ellipse. Abo 

y'^ sin q>* d(p 7t 

Nimmt man das Integral zwischen den GHinzen ^ = 0^ ^ = 1^, so er- 
hält man den elliptischen Quadranten. Abo 



/•*« «io<f'd? ^ 



Fdf^fidk offenbar auch: 



20 
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/Yi^ sin (p* c(p ^ 



2«»6* 



Ferner ist 






2 /*" aipy^^y LA«/*^ ^Q^y^ ^"^y 

~ flt /^ siuy^ay , ,,/•« iieg^— y)'aqp 

a r^ doy^ay i^f'^'^ sin V^* fl y 

~ ^Jo (a*8iDy» + ft*coiy*)* V +|„ (Msiiiip^+Ä^coÄV^»)» 

weim wir 4'>^ — <P = ^i d(p=s — d\^ Mtzen. Hiermi» erpelM sioh sun 
nadi dem Obigwi sogleich: 






a*UAy^+fr*oosy' — ab' ^ 
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11. 

über die Verwandlung der Coordinaten im Räume, 

(Vom Herrn Ffofosor Dr. Gnmert zu Brandenburg.^ 



l. 

Jtlerr Professor Jacob! hat im 2ten Bank dieses Journals S. 188« einige 
aehr merkwürdige von Euler gefundene Formeln ohne Beweis mitge- 
tlMilt^ und Herr Professor Ritter Encke hat im Astronomischen Jahr« 
buche ffir 1832 S« 305« einige nicht minder merkwürdige Ausdriicke^ 
deren Erfindimg gewöhnlich Monge zugesdirieben wird^ durch dnen sehr 
eleganten trigonometrischen Caicul bewiesen» Yorhegender Aufsatz stellt 
sich dBe Aii%abe9 die ersten Formefai su beweisen , und zu zeigen^ dab 
ana denaelben die letztem ah unmittelbare Folgerungen flielsen^ die Prio- 
rität der Erfindung abo eigentlich Euler gebiifarty da die Abhandlung 
dessdben^ aus welcher Herr Professor J a c o b i die Formeln entlehnt hat^ 
idieo Tom Jahre 1775 ist. 

2. 

Whr danken uns zwei rechtwinklige Coordinaten-Systeme mit einerlei 
An&ng^ und reraudien zu zeigen, dals in diesem Falle immer eine, durch 
den gemdnsdiafUichen Anfangspunct gdhende Axe von solcher Beschaffen* 
heit geftmden werden kann, dab das eine der beiden STstame, um diese 
Axe gedreht, mit dem andern zusammenfällt. Man übersieht augenblick- 
lich, da& diese Axe eine solche Lage haben mufs, dafs die drei Winkel, 
welche die durch sie und dte Axen der x und x\ der jr und y^ der z 
und zf gelegten Ebenen mit einander einschlieben , einander gleich sind, 
und dals die Drehungsaxe selbst gegen die poi^itiven Theile der Axen der 
X und x^y der y und y^^ der z und z\ unter gleichen Winkeln geneigt 
sein muls, wobei wir uns immer die Drehüngsaxe yom Anfange der Coor« 
dinaten, ab ihrem Anfangspuncte, ausgehend denken, und also gewisser« 
maben nur den einen der beiden Theile betrachten, in welche sie durch 
den Anfang der Coordinaten getheilt ynrd. 
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3. 

Die von den goianiiteii Ebenen emgeschlossenen Winkel seien =s<P» 
tmd die ver der Dreaiingsaxe mit den positiven Tbeilen der jkxen der 
^9 fj ^ ^^P ^9 y\ ^ eingeschlossenen Winkel bezeichne man re^pective 
durch «y 09 y, so folgt aus Principien der sphärischen Trigonometrie au- 
genblicklich : 

CO» {xx*^ — cos g * cos [ yy* ) — co» /? * ^^^ ^o%\zz* ) — cosy* 

^'^•" S^ ~ »in/S* ~ ii^p ^ 

COS (:r a?0 SS cos a* -f- sin «• cos <p, 

cos ( j jO ^=i cos ß' -f- sin ß* cos ^, 

cos ( «5;'} = cos y* + ^in y" cos (P, 

1 — cos(jrjr') = sina*t — sina^cos(P = sin«*(l-— cos(P), 

1 — cosCjrO = Äinß* — 8inß*cos<p = sinß*(l — cos^), 

l — Q.^%{zz*) Ä niny* — siny*co»(p = 8iöy*(t — cosCP). 

Bozieheu sich nun alte Coordinaten auf einen und denselben Puncto so ist 

bekanutKch : 

X =: x' CO« '^xx') + y' eos {xy') + z' cos {x z')j 

y =r jr'cos(j.rO-f y'cos(7y) + VcosCyV), 
s = jt' cos (z jt- + j^' cos {xy' ) + s' eos {z z'\ 
jp' = jc cos (jr jt?') + j cos {yx') + « cos {zx'\ 

r ' = ^ cos (jr jo + r ^« (rr + * cos (ä^o, 

z' = jt- cos (o-s') + y cosCy^;') + x cos {zz'\ 
oder der Kürze wegen: 

jr = ^ jp' + jö / + r 5', or' == .rfor + ^^j + A''z; 

5 = ^'jp' -r B'/ ^ C' z', / == Bx^ ßy + B'^z; 
z ^ A-x' + By + C^' 5', c' = Cx + CV + C''«. 

Betrachten wir nun die Drehungsaxe als den positiven Theil einer 
neueu Axe der x^'y und nehmen an^ dafs der Puncto auf welcheu sich 
jetzt alle Coordinaten beziehen ^ in dieser Axe liege^ so da(s also (iir die* 
seo Punct y"=z''s:iO ist, so ist nach den obigen allgemeinen Formeki: 



x' = X 

y = X 

y' s=z X 



con(xx^^ = .r"oosa, 
COSv/a:") = jr"cosp, 

co%(zx") =s Ä-'^cosy; 
cos (a?'jr'0 = X*' cos «, 
cos {y':v'^) = x" cos ß, 
cos («'x") s=s x" cosy. 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die obigen Gleichungen, so erhalten wir, 

nachdem auf beiden Seiten durch x^^ dividirt worden: 

cos« = -^ cosa + ® cos3 -|- C CO87, 

cosß == A' cos« + B' cosß + C cosy, 

co«y = ^'^cos« + Ä^'cosß + C'^'cosy; 

008« = A cos« + A^ cmß 4--^''eo8y, 

cosß = B cos« + B' cosß + J5''cosy, 

oosy = (7 cos« + C' cosß + Ccosy. 

Durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich: 

= (A' — B) cosß + (A"— C) cosy, 

Ä (^'— £) cos« — (fi''—CO cosy, 

= {A*'— C) cos« + (/?''— O) cosß, 

2(1 — ^)cos« = (^'+B)cosß + (^''+ C) cosy, 

2(1 — B') cosß = {A' + B) cos« + (B''+ C) cosy, 

2(l~C'0cosy = (-^''+C) cos« + (B''+rO cosß} 

oder^ wenn wir 

A'— B = p, A''^ C ^ fy B''— a s r ; 

urf'+ B = />', ^'^+ C =a y', B''+ C' « r' 
setzen: 

= /» cosß + flf COS7, 

=s /» cos« + r oosy, 

= y cos« + '^ cosß, 

2(1 — A) cos« s= /»^cosß + f^cosy, 

2 (1 — B') cosß = p' cos« + r' oosy, 

2(l~C0cosy = /oos« + r'cosß. 

Ouroh Auflösung der drei ersten Gleichungen findet man: 

cos 3 cos a> 

J' = — p — ^. r ^=z p . 

' '^ cos y '^ cos / 

Zur Bestinunung der drei Gröfsen /i, f, r reiclien also diese Gleichungen 
nicht hin. 
Da 

^ = cos (a? j?Of B' = cos ( j/O, ^' = cos (««') 
ist, so nehmen die drei andern Gleichungen folgende Gestalt an: 

2 sin «• cos « (i — cos (p) = /i' cos ß + y' cos y, 
2 sin ß"" cos ß (1 — cos (p) = /9^ cos « -|- ^' cos y, 
2 sin «y* cos y (1 — cos (P) == f' cos « + ^' cosß, 
und man erhSIt durch Auflösung dieser Gleichungen: 
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f (sJD ft^ COS a^ «f* SAB ß^ cog ß^ — sin y* cos y* ) (1 >^ cot a) 

' """ cosacosjS """^ ^ 

' — . (^jp <^* cos tf * + sin y* cos y * -»• sitt /?* cos />^) (i ^^ cot y ) 
'^ """ co$0cosy ^ 

/ (^JP ß^ ^^ /^* "H ^ P y* cos y* — sin «* cos <g^) (1 >— cos y) 

co9/9cosy * 

Weil aber l>ekaniitlioh 

cosy* == 1 — co»a* — cosß% ainy* = cos«' + oosfl* 

ist) so ist 

«iny*cosy* == coBa*(l — cos«*) + cosß*(l — cosß*) — 2co8«*cosß* 

= 8ui«^co8«* + sinß* cosß* — 2 cos«* cosß\ 

Foläiich ; 41 ' 0/4 >Ä\ 

ö /^ ~ 2cos«cosß(l — cos^), 

y' = 2cos«cosy(l — oostp), 
r' = 2co8ßcosy(l — coscp), 
wodurch also die drei GtöIsod p^^ ^^ r' bestimmt sind« Es bleibt dem- 
nach blofs noch eine der Grölsen /^^ 9^, r^ z.B. />, zu bestimmen übrig. 
Man kann sich übrigens auch folgende Relationen merken: 

;>cos« =: rcosy, /i'cosa* = r*cosy*, 
^cosß = — ycos7, />*cosß* s= ^'•oosy*, 
pcosy = /jcosy, p* eony^ == />*cosy*. 
Folglich durch Addition^ zugleich mit gehöriger Yertauschung der Buchstaben : 

p =: co8y.»r(/i' + ^* + /•■), 
f = C08ß.v^0'+y* + r»), 

r = cos « . ir(;^* -j- y* + ^')* 

4. 
Zur Bestimmung der Grobe p müssen wir einen andern Weg einschlagen. 
Entwickeln wir nemlich a;\ y'^ z'y durch EUmination aus den Gleichungen : 

y = A'x'+ B'y'+az', 

so erhalten wir: 

— (-B" g^^— C^ ^'0 ^ + (B" C— a' fl),y + (B (y ~ CB')z 

/_ JA" C^a'A')x+(A€''^ CA'^y-^ jA' C~ CA)z 

y -^ L * 

' _ {A'B''—»A")x+ {A''B--'B"A)y ^{A»^BA')z 
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wenn wir 

setMo. Vei^lafihen wir diese Glddumgen mit den 61«ielnragen 

ae* sss Ax-^ A'y + At'z, 
y» ^Bxi\'B'yJ^B"zy 
V «= C7:p+ C'y + C"«, 
so ergeben sich die bekannten mwkwnrdigen Relationen t 

B'C"^ C'B" SB LA, B''(7— C"B = LA\ BC— CB' = LA'% 
A"C'-^ aW s LB, AO'— CA" = LB\ A'C—C'd = LB", . . 
A'B"—B'A'*s^LC, A"B—B"As=L(y, AB'—BA':r^LC", 
Aber bekanntlich jp i ^/» • jif __ | 

B» + B'* + B''* s 1, 

woraus durch Addition der beiden ersten, und durdi Subtraotion der drit- 
ten Gleichung sogleich folgte 

^^ + B» r= 1 — udT— B" + C"% 
Hieraus, verbunden mit der Relation 

A'B ^ AB'-^LC", 
folgt: (^' — B)* = 1 + C'—iA + BO* + 2LC", 

<^' + B)* = 1 4- C"*^(A — BO* + 21» C", 
d. i. naob (3.) 

f^ = <t + CT")* ~ (A + B')* — 2(1 r- -L) C", 
^j'« — (1 -. ü"/ — (^— BO* + 2(1 — I«) C". 
Ahm nadi (3.) 

1 — €" Ä 1 — co»(«aO = siii'/*fl — cos^), 
-rf — B' = cos (xx') — oos (^/) = — (sin ' — sin ß«) (1 — cos(p). 
Also 

(1 -_ C")» — (^ — B7 = lainY*— («in«*— 8in(3«)*f(l— -cps^)' 
= (sin/ + sin«»^~8inß»)(8in7*~8in« +8int3*)(l — cos<p)* 
s=5 (1 — cos«* — cosy* + cosß») (1 — cosß*— cos/ -]- cos«f) (1 — oos^)* 
=s 4 oos«* cosß* (1 — cos <P)*f 

/»*• = 4 cos«^ oo8ß*(i — oosip)' + 2 (1 — i^) C". 
Nach (3.) ist aber 

p** s= 4 cos«* OO80' (1 — cos<P)*. 

Folglich 2 (i — L) C SS Of i -L=iO, Lz=zU Also 

"".l^oUi»'» Jn-.rÄ^d. M. Bii. Vlir. HO. 2. 21 
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Wie yorher ist 

1 -f- C =x 1 + co«(««') =: 1 + 00« y* + Äioy^oo«^, 
^ + jB' Ä oo»fjcx') 4- 00% (yy') = oo» «* + cosß* + (üua^ + **" P') ^os<P,, 
14.C'^+^-j-/J's=14.cos«»-h<^ß'+<»»y* + («in*'+«iö3^^ 

= 3(l+co«<p), 
1 + C— urf— B' Ä 14-co«/— co«Ä*~co8ß» + (8iii/~.Mn«'— 8iuß*}oo«(P 

Ä 2cosy* + 2(siny'— i)cos(p = 2 oos y (1 — oos ^). 

/,•«(! + C' + ^ + BO (1 + a'^A—B') 
=5 4cosy*(l -f-co»(p)(l — cos(p) =s 4oos7*8iD^% 

p =s +2oosy8m(p. 
Ais9, mittebt der GleiobuBgen 

co^ß cos« y^ V 

/ y == — /^ — ^. r = p (3.); 

/ '^ cos;'' '^ cosy ^ ^ 



p 9SS ± 2co«y Mii(p^ 
f as 4:2cmßMn^, 
r SS 4:2cosasiD^* 
Ferner erhallt man aus (3.) leicht: 

Folglioh 

A Ä cos(jcjpO = sin «* CM (p + ^0« Ä% 
,^' = co8(ya:') = +co»y «in(p+ cosÄCosß(t — cos(p), 
A^^zzz co»(tejr') s= +CMsß sin(p + co9 0(cosy(l — oos^)^ 
B' =? cos (y yO = sin ß* co» ^ -f- cos ß% 
fl"=s co8(:ty') = ± rosa sin (p -{-cos ßros7(l — cos(p), 
B == cos(xyO = T<^osy sin^ 4~<'08«cosß(l — co8(p)^ 
C = oos(i;z') = sin y* cos 9 -]" <^s y*» 
C s=: oos(jr^') =s + cosß sin(p + cos« co8y(l — cosip), 
C = oos(y«') =s + cos« sin (p + cosß cosy(l — cos(p). 
Dies sind die von E u 1 c r g^undenen a. a. O. mitgetheiKen Formeln, Bie 
Dr^ungsaxe bestellt eigentlich aus zwei TheUen^ in welche sie durch den 
Anfang der Coordinaten geschieden wird. Dies ist der Grund der dop- 
pelten Zeichen« 

5. 
Diese Formeln smd eine Quelle mehrerer merkwürdigen Relati 
neut unter denen wir nur fblg^ide bemerken. Bekanntlich ist 
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COS «• + <^* ß' + 0O8 y* Ä 1, 

»in«*4- *>n 3* -}• 8>D y* = 3 — cos«' — cos ß* — cosy* = 2. 
Hieraus folgt mittelst des Vorhergehenden: 
l+^+/?'+C"= l + co8a^ + cosß'+cosy» + (8in«« + siuß« +• sin 7') cos (j) 

= 2(1+cos(p), 
1+A—B^~C'^ sss l+cos««— cosß*--^cos/ + (8ina'— sinß»— sin7*)cos^ 

= 2cosa*(l — eos(p;. 
Also 

t+A+B'+d=^ M = 2(14-cos(p), 

1+^— B'— C'^=: TV = 2 cos «'(1 — cos (P), 
1— ^ + B^— C"=s P = 2cosßVl— CO»«)), 
1— ^—B'+C^'ss (? = 2C08 7*(1 — cos(p). 
Bedenkt mau nun^ dais 

(1 + cos(p) (1 — cos(p) =: sin^ 
wkf so lassen sich die Gleichungen in (4.) auch so schreiben: 

2A' =:i V^iQM) + ^(PiV), 2 A'' = /"(^iV) — /"(P^), 

2 J5^' = / (il/^) + /•(?(?), 2 iJ = /-(PTV) — /-((JA/), 

2 C = /-(Pitf) + /(OTV), 2 6" = /"(PQ) —^{MN). 

Sind also neunGritfsen durch die folgenden sechs Gleichungen verbunden: 

^'« + B'> 4. C'* = 1, ^^" + SB'' + CC" = 0, 

^//.^ £//«^ C"* = 1, ^'u<" + B'B" + C'C'^ = 0, 

welche Gleichuugeu niir aus der Theorie der Verwandlung der Coordi- 
naten im Räume als bekannt voraussetzen , und sind drei dieser neim 
Grofsen^ z«B« A^ B'y C"^ gegeben ^ so können die übrigen sechs immer 
mittelst der obigen Formeln gefunden werden, Bfan sieht hieraus^ dals 
diese Formeln, deren Erfindung von Herrn Professor Ritter Encke^ La- 
croix und Andern, Monge zugeschrieben wird, mit den in (4.) bewi^ 
senen Euler'schen Gleichungen eigentlich identisch sind, und Euler 
daher als der erste Erfinder derselben genannt werden muls. Wie Monge 
auf die Formeln gekommen ist, scheint nicht bekannt geworden zu sein. 
Als eine bemerkenswerthe Relation kann man sich noch folgende 

merken : 

A'A'—BB = B''B''~Ca ^ CC-^ A''A" 

— {A' + B) (A' ~ ^) = (ß'' + C) fß"— C) == (C 4. A/') {C—A") 

= i: 4cos«cosßcosysin^(l — co$(p). 

21^ 
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12. 

Beweis des im zweiten Bande dieses Journals Seile J^fl. 

von Herrn Steiner aufgestellten Lehrsatzes No. 27. 

und Ableitung anderer ebenso einfacher Relationen. 

(Von Herrn Professor C. Gudtrmann in Qere.) 



No. 1. 

W enn zwei feste Kmse ^ deren Msttelpimote m und M und deren Ra- 
dien r und R sein mogen^ von einem dritten ^ Aet Lage und Grölke nach 
veränderlichen Kreise, dessen Mittelpunot fi und dessen Radius ^ sein nu^, 
(auf der Oberfläche einer Kugel) berührt werden, und man die drei Mit«» 
telpuncte durch Bogen von Hauptkreisen verbindet, so ist offianbar 

mfi =s r±^ und Mit, c= Ä + ^, 
und das Zeichen -f* ^gi Aaxm Sulserlidie, das Zeichen — innerlfehe Be» 
rührung an« 

Werden die beiden Krebe um m und M vom Krme mn fi gleich- 
artig berührt, so v^ demnach 

Mix — ntfi = R-'-^pf 
und ist die Beruhrang ungleichartig, so ist Mii-^-mfi ^=ss R-^-rs daher 
ist der Ort des Mi^telpunctes fi in beiden Fällen ein sphäri- 
scher Kegelschnitt, der die festen Mittelpuncte M «nd m zu 

Brennpuncten hat; die ExcentricitSt ist ahM> ss -_; die dneAxedes 

i> J.- 
Kegelschnitts ist aber — f^^ und aus diesen bmden BestioomuDg^i konoen 

bekanntlich die zwdte Axe und die beiden Parameter hergeldtet wwden« 
Man kann daher einen sphSrisohenKegelschnitt erklären als 
eine Linie auf der Kugel, in der jeder Punct von zwei festen 
Kreislinien gleichweit entfernt ist» Das vorhin Gesagte gilt wSt 
geringer Abänderung auch dann noch, wenn einer der beiden festen Krdoe 
sich auf einen Punct reducirt, und sein Radius also ss ist« 

Wir nehmen jetzt mit Hm« Steiner an, dafii sich die beiden festes 
Kreise selbst berühren, und zwar um einen bestimmtäi Fall mm Grunde zu 
legen, innerlich; der BerShrungspunot heilsa jii er Hegt mit m und M 



12. Gudermann, Beweis des LeJirsaixes Band 2. S. i9(K IQl 



in euiem Hauptkreise und es ist mm die Excentrioitfit des Kegelschnitts 
offenbar 

Mm JJ — r 

Der elien erwähnte Hauptkreis werde vom Kreise um m itk B und 

rom Kreise um itf in C geschnitten und es ist BC =: 2 (R — r). Die 

EUipse oder die Ortsenrve des JdSttdpunctes fi geht nun durdi dtti Punot 

^ und durch die Mitte TOD BC^ weldhe D heilsen mag^ und ilve groise 

Halbaxe ist 

AD R+r 

Wird die kleine Halbaxe mit b beseiohnet und der Penoneter der gro* 

jR+r 
cosa €08— ~- 

Isen Axe mit p, so ist bekanntlich cos6 ss und also qo8& 



00»« Ä— »•* 

Diese Formel labt sidi umformen in: 



Für den Parameter p flttdet man die Formel tang/> == ^^V^^^ ^ woraus 



OOtp s= -^ ^ 

Wenn man also zu den drei Puncten A^ m^ M den vierten harmonischen 
Theilpunct zwischen m und M bestimmt ^ so ist er der Mittelpunct des 
Kriimmnngskreises der Ellipse Hir den Scheitel A ihrer grolsen Axe und 
!«ein sphärischer Abstand von A ist also =s/i» 

No. 2. 

Da m und M die Brennpuncte der Ellipse und fi ein Punct derseU 
ben ist^ so sind m/i und Mfi die Leitstrahlen ^ und indem wir mfiss: f^^ 
Mfi^ss^y femer den Winkel fi^mCsssv und iiMC=iW setzen ^ haben 
wir die Formeln: 

tangf'« i2^— und taiig/;P-= j;"'/* 

^ . tui2e ** 4 1 81112* 

nn2a sinza 

(nadi S« 73. meines Grundrisses der analyt« Sphärik)| welche sich^ wenn 
iBDgp =: ^*f ~cos^ substitunrt wird^ umformen lassen in: 
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f>» . ..... w* 



00t i^ SB oot(a — e) tin-^ + oot(flr -f- ^) cos ^^ > und 

cot^Ä cot(a — «)cH)8^ + oot(ö + e) sin^» 
im vorliegeudeD Falle haben wir also: 

cot (r-j- f) = ^<^^ «in Y" ^ *^*^ cos-7^ , und 



w ■ . » . u»* 



cot(ß — () == cotrcos-7j- + <50ti?8iny-, 

da der Kreis um fi den Kreis um m äufeerlieh^ und den Kreis um IH in« 
nerlich berühren soll. Aus diesen Gleichungen aeht man 

V* col(r4-f) — cotR siniR — r — P) Bin r ^ 

ö 2 o«t r — €Ot(r-f- ^) 8111 ^ »iD /? ' 

u;^ cotr — cot(B->f) sin(fl— r— g) sinJ» 

**ö8 2" — cot(Ä— ?)— cotB ■" »in^ •sinr* 



Also ist 



tang TT • tong -s- = — ^ ■ - — ^i und 



sinr 



tiD^ im lü »ioÄ* 

No. 3. 
Die vorhergehenden Entwiokelungen haben kaum Bezug auf dett 
Beweis des Lehrsatzes^ wozu wir jetzt übergehen; «her sie dienen später 
bei der Herleitung anderor (Sesetze. Fallen wir vom Gentrum fi auf den 
Hauptkreis ^C ein Perpendikel oder eine Ordinate = ß ^ und setzen wir 
die vom Anfangspuncte A an gerechnete zugehörige Abscisse = »^ so ist 
offenbar : 

cos(r-f-f> = oosß cos(r— ä) und cos(l? — f) s= cos3cos(J? — «), 
und auf diesen beiden Gleichungen zieht man leicht die Ausdrucke: 

* co8rcos(i{ — «) — eosRcosfr — u) n 

•^? = J(R+r) ^-^ ■• ~«ß> 

OOS^ = sin(JR+r} '^^^ 

weldbe sich durch Entwickelung reduciren auf 

9xa(J{ — r) . fy j 

Sin ß = . ;p , — ■ sin « cos ß , und 

ß2 siD R sin r • ^ 

= To-T — rSin«COSß. 
8Mt (.Ä + r) ^ 

Nehmen wir jetzt noch einen zweiten Kreis an^ welcher die bei- 
den Krettc um m und M berührt, so liegt sein Mittelpunct /u' ebesfalU 
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im Umi^iige der Ellipse AfiD; die Coordinateu des Piiuctes ß' seien a' 
uad ß' and der Radiiis dieses Kreises sei ^^; dann ist auch 

sm# = ' . /p , - X siüifc' coäp , und 

> sin (Ji -}•''; 

coRf — cosöt'cosp s= «-r-ryqr-T wn «' COS ß ; 

und werden diese Gleichungen ndt den vorigen zur Elimination Ton R und 
r verbunden^ so bat man 

sin? sini?' j cosf — eosacos/ff cos 4" — to%a'co%fl' 

sin ci C05/9 sin a^ cos /r ' sin a cos /f sin a' cos^ 

Wird die e weite Gl^chung durch die erste dividirt, se eriialt man 
nach einer leichten Umformung: 

sin (^ — ^0 = sin ^ cos «^ cos d^ — sin ^' cos « cos ß^ 
und wird diese weitw mit der ersten combinirt^ so erhält man die bei« 
den Formehi: 

6inagia(^ — ^') = sin^oosß sin(« — «0, 

cos« sin (^ — ^0 = sin f cos ß' cos (« — «') — sin ^^ cos ß. 

Werden sie quadrirt und dann addirt^ so erhalt man : 
«in (^ — fO'= ßin^*cosß'* — 2 sin^sin^' cosß cosß^cos(0& — a') + 8inf'*oos3^ 
SoUen nun die beiden Kreise {(i) und (11') nicht nur die Kreise 
(m) und {M') berühren, soudern suji au£ierdem selbst berühren (äuliier« 
iich), so muls die Entfernung ihrer Mittelpimcce von einander mM^ ^^i'^^' 
sein, odw also: 

cos (f + f == sin p sin ß' -f- coaß cos ß' cos (a — «')• 

Wird aber in der vorigen Gleichung der Werth cosß cosß' cos(« — «') 
SS cos (^4*^0 — ^sinßsioß' substitoirt, so erhalt mau uaeh eimger Keduo- 
tion die Gleichung: 

(sin ^ sin ß^ — sin ^' sin ß)* = 4sinf'sinf'% 
und also, wenn die Qnadratwurzel aw^ezogen wird, 

sin/y ^^ m^^ , ^ 
siii^' *~ sin^ '*'* 

welches die Formel des Hrn« Steiner ist. Über die vork ommende Zwei- 
deutigkeit kann leicht entschieden werden. Wenn der Kreis (/x^) dem 
Puncte A uäher als der Kreis (ft^ ist, so ist die Formel : 

siof' sinf ~ 
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No. 4. 

Wir Uatea aber Booh ehie Glfliobimg iier^ wdohe das Gesets der 
Succession der Kreiie (fi) uod (fiO ^^ ^^ ^^ noch dnfieichere Weise 
ausdriickt* Ziehen wir den LeitstraM mfi = r*f-^ und setasen wir wie- 
der den Winkd iimCvsVj so ist offenbar 

8in(r-f-f) UAi; &= mnß^ 
und wird diese Gleichung mit der Gleichung 

eot(r+f) = cotrsni^'rf*«>t'8cosy 

multiplicirt; so erhalten wir die zwdte Formel 

oos(r4-f) sint; «s (cotr sin ^ + «^^ ^*^) ^^^» 
und aus ihnen asieht man nun leScfat den folgenden Ansdrudk: 

lAnft 2dnR ^ v 

Ziehen wir nun auch noch den Leitstndil mfi^ und setsen wir den Win- 
kel /imCsxi/, 8o ist ebenso 

sip/y >2«tolt t^ 

Binf «iii(JR— r)"^^2^ 

und werden diese Ausdrücke in der Gleichung ^^ =•7^ + ? substitnirt^ 
SO verwandelt sie sieh in die folgende: 

tang-^ = tangy+ \^j^^ . 

[Die Mialoge Formel der Planimetrie ist tang^sa» tangy + --p und sdbebt 

ebenfalls neu zu sein.] Wir hätten diese Formel auch auf dne urqpriingliche 
Weise, und aus ihr dann die Formel des Hrn. Steiner herleiten können» 

Nehmen wir nun eine Reihe von Kreisen , deren Mittelpuncte \l^ 

liy fiy ... m II sein mögen^ an^ wovon jeder den auf ihn folgenden und 2su« 
gleich die beiden Kreise (m) und (M) berührt, so liegen ihre Mittelpuncte 
der Reihe nach im Umfange der Ellipse, von V nach A hin gerechnet, ver- 

theilt, und der elCptische Bogen iiii/i.^m.ii wird dadurch In x Tbeile 

getheilt, dergestalt, dals die Winkel iJLmC = Vy iimC:=zVy fimC = v, 

fimC=:v, .... fjLjnCssiV das durch die folgenden Formeln ausgedrückte 
Gesetz befolgen: 
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tang -^ =^ tang ^+ .inil > 
tang y = tang -^ + sinfi > 

3 2 

V . V , siD(R — r) 

tang ^ = tang ^ + .^„a ,- 



X x-^ 



taDg 2 — tang 2 -t- ,i^2{ • 
Durch Addition diesw Gleichungen erhält man also: 



, * . . , «n(R — r) 



1 2 



Die Griifsen teng^^^ *^"g^f te^^g^j "• »• ^* bilden also eine 
arithmetische Progression, welche ins Unendliche fortge- 
setzt werden kann; dabei werden aber die Winkel v — v^ v — Vy 

3 2 4 3 ^ ^ 

t; — Vy V — Vj u. 8. w.^ immer kleiner und kleiner^ je weiter man auf dem 
Umfange der Ellipse fortrückt, und also dem Scheitel A nahe konunt; 

1 2 1 3 2 4 3 

gleichzeitig werden auch die elliptischen Bogen fifLy fifi^ fi/iy fifiy u. s. w« 

12 3 4 je 

und auch die Radien f ^ f > (9 ^9 f > • • • « i$ immer kleiner iind kleiner bis 
ins Unendliche« 

Zieht man aus dem anderen Brennpuncte M die Ldtstrahlen Miiy 

1 S X 11 

Miiy Mfiy .... Mfiy uud sctzt man die Winkel iiMC^i^Wy fxMC = Wy 

22 X jr 

liMCssWy .. .. fiMC:=Wj 80 hat man nach JVo.2» 

V Binr . w . V sin r . w . v sin r . w 

und werden diese Werthe substituirt, so erhalt man auf der Steile die 

Formeln 

1 * 

tang-^=gtang^+ ^.^^ und tang-^ = tang-^ + a?. ^.^^ \ 

No. 5^ 
Wir können jetzt noch weiter gehen und eine Formel herleiten 

zum Ausdrucke des Gesetzes^ nach welchem die Radien f 9 ^9 f 9 {>•••• ^ 

CrtHe B Jowful d. M. Bd YIU« Hft. 2. 22 
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1 2 

der Kreise um /i, ju^ ^, u« s« w. fortgehen« Da nemlich nach No. 2« 
ist, so erhält man dnrdi Substitution dieser Werthe die Gleidiung 

//»in(B--^r-4)\ __ .// 8in(Jl — r— f)\ . »in (R— r) 

^v — riaT"^/ ~ *^v — iSf — ) + V{jÄ^.^^y 

und diese Gleichung lülst sich umformen in die folgende 

iTfcotf— cot(Ä— r)] = /[cotf— cat(Ä— r)] + ir[ootr— cotJ?]; 
ganz eben so erhalt man auch noch die Gleichung 

/■[cot^— cot(Ä— r)] = /"[cotf— cot(Ä— r)] + jf/^[cotr— cotÄ]. 
]>iese Formel lädt sich unter folgende Form bringen: 

Je 

cot^ 5= cot ^-f- 2 a? /"[(cot r — cotR)eot^ — cotÄ cotr— 1] -^-x^icotr — cotÄ). 

Ein besonderer Fall darf hier nicht übergangen werden. Wenn nemlich 
der Mittelpunct /i in ^C und also in D angenommen wird^ so ist v:=:w=^0 
und f=:R — r; also hat man in diesem Falle 

tangi V = jro ^^°\ ~^\ 
tan£|Z£> = jr. — -. ^, und 

» ■ sin r ^ 

X 

cot^ = oot(Jß — r)4-jp*.(cotr — cotK). 

t X ^ 

Die Formel 2I£r=sSll£;-L.2 und die allgememere ?^ = 5J?^-|-2x 

. * sin^ ' ® . ^ 8inf ' 

reduciren sich auf sinß:=2sin^ und sinß^jp.sin^^ weil nun ßssO ist. 

Ein bemerkenswerther anderer Fall ist der , wenn ß = ^ ist und 
als o der K reis um /i den Hauptkreis ABDC ebenfalls berührt. Es ist nun 

tan 2 ^ == "^ ' 'Z **od ^^ 

X X 
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taiig4^= (x + i).^^^=^ = (2x+l).taiig|-. 
Der Werth von ^ findet sich nun aus der Gleichung 

n'oraus man zieht 

und es ist also 

cot? = cot(fi~e) + (?!^^:^^ 

No. 6. 
Die Formel 

/[cot^~cot(Ä — r)] = /•[cot^ — cot(Ä — r)] + /'[cotr— ootÄ] 
drBckt einen Zusammenhang unter den Radien ^y ^^ r, R von vier Krei- 
sen aus, wovon die drei ersten Kreise rinander auCserlidi berühren, und 
im Inneren des letzten Kreises, der einen ^en von ihnen berührt, ent- 
halten sind« Man kann nun die drei ersten Kreise oder vielmehr ihre 
Radien als gegeben betrachten nnd daraus den Radius R des sie einschlie« 
Tsenden Beriihrungskreises herleiten* Setzen mr sur Abk&rzang 

cot^ = a, cot j = ß, cotr SS 7 und cot Ä = x, 
so ist 

cot(Ä-r) = ^^, 
und 

cot?-cot(«-r) == '^r—^-r-r-i ^ 

Erhebt man aber die oben stehende Gleichung zum Quadrate, so findet man 

cot f — cot ^ — cot r + cot Ä = 2 i^[cot ^ — cot (iR — r)] • /"(cot r — cot fl), 

oder einfacher 

ß — a — y '\'X 9= 2/"(«y — ax — yx — 1). 

Wird diese Gleichung in Hinsicht auf x aufgeiöset, so erhalt man 

a: = — (a + ß+y)±2^(<»ß + ay + ßy— 1). 
Die eine Wurzel ist cotjR selbst, die andere aber ist die negative Cotan« 
gente des Radius R^ eines Kreises , 'ivelcher kleiner als der vorige Kreis 
ist, und die drei gegebenen Kreise äußerlich berührt; also ist 

22» 



168 12. GuderrnrnnTtf Bnveis des Lthrsaizes B«/id2. 5. IfO* 

cotÄ c=— (« + + y)+2/'(«ß + «y + |3y — 1) und 

cotÄ'= « + ß + y +2|r(«ß4-«7 + ßy— !)• 

111 
Setzt man im analogen Falle der Planimetrie (»=: — , ß = — , ys — , so 

findet man: 

^ = ~(Ä + ß + y) + 2|r(«ß+«y+ßy) und 

^ = » + ß+y +2,r(«ß+«y + ßy), 

welche Formeln nicht viel einfacher sind ab die vorigen^ und mit den 
von Herrn Steiner im ersten Bande (Seite 274.) dieses Journals für die 
Planimetrie hergeleiteten Formeln abereinstimmen» 

Wenn irir nun die frühere Annahme^ dab sich die beiden Kreise 
um m und M innerlich berühren, aufheben, und dagegen annehmen^ dals 
sie sich auf ihrer conrexen Seite berühren, so lassen sich ahnliche Ent- 
Wickelungen machen, irorauf \vir hier aber der Kürze weg^i nicht wei- 
ter eingehen. 

Im März 1831. 
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13. 

Zur Theorie der Fuhrwerke. 

(Von Herrn Dr. Dietlein zu Berlin.) 



JL/ieMeinungy da(s hohe Wagenräder gegen niedrige an Zugkraft ersparen^ 
ist zwar ziemlich allgemein ; aber die Frage^ wie viel durch VergriilB^ning 
des Halbmessers der Räder eines Wagens^ auf einer Strarse, deren Abhang 
und Unebenheiten als gegeben angenommen werden, an Kraft erspart 
wird, scheint noch einer genaueren Untersuchung zu bediirfen. Das Fol- 
gende ist ein Yersuch der Erörterung dieser Frage* 

Um die Rechnung zu vereinfachen, soll nur ein zweirädriger Fracht- 
karren betrachtet werden^ dessen Ladung zusammen genommen mit dem 
Gewicht der Karrenbaume, der Achse u. s. w. so vertheilt ist, dals der 
Schwerpunct der ganzen Masse in das Loth durch die Mittellinie der cy- 
lindrischen Achsenschenkel fliilt; die beiden Räder sollen ferner als eine 
volle Scheibe, deren ganze Masse gleichförmig auf ihren ganzen Inhalt 
vertheilt ist, angesehen werden. 

Der Halbmesser des Rades sei =sr; 

der der Achsenschenkel und der Büchsen =:^; 

die Entfernung der Kanten zweier Strafsensteine , zwischen denen das 
Rad die Oberfläche der Strafse nicht berührt, =^2e; 



e 

— = nmss 

r 



das Gewicht des Wagens, mit AusschlulB der Räder und mit Einschlufs 
der Wagenlast, =: Lj 

die auf die Mittellinie der Achsenschenkel reduclrte träge Masse dieses 
Gewichts =^; 

das Gewicht des Rades =G; 

die auf die Entfernung /* vom Stntzpuncte, also ebenfalls auf die Mit- 
tellinie der Achsensohenkel reducirte träge Masse der Räder = i? ; 

die Geschwindigkeit der Mittellinie der Achsensohenkel am Ende und 
Anfange des Bogens r(p (Taf*II. Fig. 1«) resp. s=:C und u; 

im Anfange und Ende des Bogens r yp resp. = y und C ; 
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die Kraft weldie «mveriindOTlich wirkte wäbrend dio Mittdlinie der Ach- 

senschenkel den Bogen r(p durchlMufty =/»i 
fSr den Bogen ryp ssP; 
der Neigungswinkel der Strabe siK. 

Die baden zuletzt erwähnten Krfifte bleiben zwar nkbt knmer mit 
der Oberfläche der Strabe parallel , indem ihr Angriffspunct nicht in im« 
veränderlicher Entfernung von derselben bleibt; allein die Yeränderungen 
dieser Entfernung sind so unbedeutend, dals sie aufser Acht gelassen wer- 
den können« 

Befindet sich nun die MittdUnie der Achsenschenkel im Endpuncte 
des Bogeiis r(Pj so wird sie nach der Richtung der Tangente dieses Bo- 
gf»ns von einer Kraft 

/>oos((p + ^) +(/^ + ^)*hi(p 
fortgetrieben. Davon wird aber ein Theil durch die Reibung im Um- 
fange des Achsenschenkels aufgdioben, und dieser Theil ist (wenn ii den 
Frictions-Coefficienten bedeutet) 

^ (L cosip — ;>8in((p + Ar)), 

weil die Seitenkraft 6 cos (p das Rad nur gegen den Stützpunat ^ tr^bt« 

Die ganze bewegende Kraft ist daher - 

p cos ((p + *) + ^ ;> 8hl ((P + A) + (L + (?) sin (p — i^ L cos (p. 

Diese mufs die Geschwindigkeit u der trägen Masse ¥^+ R, wäh- 
rend dieselbe den Bogen rdcp durchläuft , um du verändern ^ wozu eine 
bewegende Kraft 

gehört. Daraus erhalt man die Gleichung 

1. ;,cos(^+Ä)+^/»«in((p+*) + (L+G)8in(p-.^Loo»^=:^^(^+Ä), 

und, wenn man integrirt, 

/9 8in((P+i)— ^/'co8(<p+Ä)-^(L+G)co»(p-^L«n^===^(^+Ä)+Con8t. 

Für <p SS — k ist u=sC, also 
und vollständig 
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pün((Pi-k)'i'^p [l~cos((p4A)]4-(L-|-<3)[oMA~OM^]~^I.(sin^+ «in^j 

For <P =s « — k wt& UTstUf so ist 

~(^-l-Ä) = ;98in»+^^ (1 — oose) +(^ + ö)[oo8Ä — C08(*--Ä)] 

~^I,[sinÄ + sm(f-Ä)] + ^(A^+B). 

Aber /» ist die Kraft, wdcbe ttiit dem Widerstände des Wagens 
auf der schiefen, vollkommoi ebenen FIfiohe in Gleichgewicht ist ; also ist 

/,r=^ + (L+G)sm;^ und 
^ (>r+B) = ^L8ine+(L+G) 8in*8ine+^L (l—oosO 

+ ^(L+G)sin;t(l— oosf) + (L+G)[co8^ —cos (€—*)] 

-^LfsinA + BinC— *)] +^(^+Ä), 
oder 

2. i^(^+/l) = L.28inif[^oosi5sm$Ä»+8in|€(w^^ 



TerfShrt man in Bezug auf den Bc^en r\^ eben wie bei dem Bo«* 
gen r(p^ und berücksichtigt^ dals d(p negativ genommen werden mufs, 
weil ^ der Richtung der Kraft P entgegenläuft, so erhalt man, statt der 
Gleicbimg (1.) 

3. Pcosf>//~it)— ^Psin(.^— *)— (L + C)8in>^— ^Lcosx^ 

und wenn man integrlrt 

PsinC^— A)+— J^cosC^— A) + (L + G)oos4'— ^Lsinv^ 

r !• 

= -?j;(^+Ä) + Const. 
Ftir ^ ax Ar ist vssC, also 

^P + (L+G)cosA — ^Z»sinA: + ^/^-fJR) == Const, 
und ToIIstHndig 
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P8Id(>^— Ä)— ^P[l— cos(v^— /t)] — (L + G)[oos;k--oo8^] 

r 

In dem Augenblicke^ wo die Mittellinie der Achsenschenkel in C 
(Flg. I.) ankommt^ hat sie die Geschwindigkeit 27, nach einer anfAC nor- 
malen Richtung. Da 2sugleich das Rad gegen B fällt , so wird die Bewe- 
gung der MitteUinie nach der Richtung BC aufgehalten, und kann nur in 
einer durch C auf BC normalen Richtung fortgehen« Die Seiten-Geschwin- 
digkeit aber, welche nicht aufgehoben wird, ist 

Uco%ACB = Uqo%2€ = Z7(l — 2sin«V, 
und daraus folgt 

i> .=x i7(l — 2sin£') für \// = « + /r, und 

4. Psina — ^PLl-^cosf] — (L + G)[cos^ — €08(5 + ^)] 
j^l^L [sint- sin(£ + fc)] - ^(^+Ä) = ~^^(/^+Ä)(l-2sin6y. 

Setzt man in (4.) den Werth von 7 — (^-f~^) au* (2>) so erhält man 
P.28b4e[co8l€— ^sinif]— I/.28mie[8m(;t + 4e) + i!|5^C08(A + ie)l 

— G.28inje8in(/r + ie) — ^(^+B) 
= --(cos28)*{Z'.8inJe[^co8|5 8miÄ* + «n4«(co8Ä + ^*)] 

+ G.28in^«[cosÄ + i^8m^]}+^^(^+B), 
und hieraus 

I..2sin fe[»in(t+ ^<r)+ ^co8(*+i«)— (co82t)*(^ C08f«»inijfc»+ •in^cos»-!' ^^))1 



P= 



+ G.2 sio i«[iin(ifc+f «)— (cosSf )• siiii<(cosl+ C£ sia )fc) J + (1- co« 2«*) ~ C^+Ä) 



5. P = 



2sMi$ Icosf e — — 8in \t\ 
oder 

JL r8iB(*+i«)+^ cos(A.-+|<)— (cos 2«)' (^cos i« suififc*+ sin|<r (co8* + ^^*))] 
+ flf[8iii(ifc+|e)~(cos2*y8in|e(co8Jk + ^8iii»)]+8sinf«co8|<».|^(»'+JR)co8«* 



COS-i* i— »8111 + * 

r 
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Aber C ist nicht die Geschwindigkeit, mit der sich die Mittelliiiie 
der AdweDschenkel, gleichlaufend m!t der Oberfläche der Strabe bis zu 
dem Aiigenblidke bewegt , in welcher das Rad um ji sich zu drehen an- 
fängt und welche c heiben mag. — Unabhängig von der drehenden Bewe« 
gimg des Rades bewegt sich die Masse L + G mit der Geschwindigkeit c, 

und dazu würde eine bewegende Kraft ^s=^ r-ti^'^O) gehören, wenn die 

Geschwindigkeit c am Ende des rem der Masse L + G durdilaufiman 
Raumes 3 erlangt sein soll« Aulserdem aber wird auch noch das Rad 
umgedreht, und dies könnte gesdiehen, indem man die Mittellinie der 
Achsenscbenkel gleichlaufend mit der Stralse fortbewegte (was ohne Rei« 

bung durch die Kraft j--^(L-{fG) geschehen würde, wenn man zugleidi 

dn um den Umfang des Rades gewickelte^, voUkpmmen biegsames Seil 
ohne Schwere, an der Oberfläche der Stralse befestigte und mit der er- 
forderlichen Kraft spannte)« Die letztere müiste, da die auf den Um&ng 

reducirte träge Masse des Rades =: | & ist , ss j-^ • 2" ^^^^ ^^^ ^^ ^ 
der Mittellinie der Achsenschenkel wirkeiidiett hinzugefügt werden« Die 
ganze bewegende Kraft, welche in dem Augenblicke wirkt, wo sidi das 

Rad sich um^ zu drehen anlangt, ist daher »== t^ (I« 4* t^) *)> undifese 



^) Dies läTst sich auch so erklären. OffSnibar besdireibt jedes Element des Ra* 
des, bei der Umdrehung eine gestreckte Cjrkioide {^itycloiäe raccourcit). Der An- 
fangspunct der Abscissen der letzten gestreckten Cykloide, welche das Element e des 
Bades (Taf. II. Fig. 2.) unmittelbar Tor seiner Ankunft an dieser Stelle beschrieben 
hat, sei a; die Abscisse x; die Ordinate y; dossy(dx^-f-^/*) ^^' ^^^9 ^^ ^ ^ 

einem Zeit-Elemente Bt mit gleichförmiger Gesch windigkeil 3-- durdiläuft. Seist man 

den Wälzongs Winkel sc 9; den Abstand des Elements e yom Uittelpuocle des erseu- 
genden $.reises (oder den Halbmesser des beschreibenden Kreises für das Element) 
ssr^; die Dicke des Rades esD, und das Gewicht einer Einheit des Korpermaafses 
Ton der Materie desselben as y: so wird die Masse des Eleinents e durch r^. dq>*$r^.Dy 
ausgedruckt. Da dxssr^sin^ d^) imd dyssrd(p — r^ cos 9 d^, so ist 

ö i;* Ä (r^» sin qp» + r»—2r 1^ cos y + r'* cos 9*) a qp* Ä (r^+r'* —2 r r' cos y) a y». 

Daher isl das Moment der Trägheit des Elements «= Ur~ssidM.c*, wenn üf die 

anf die mit der Geschwindigkeit c sich bewegende Drehachse des Rades reducirte 
träge Masse des letztem ist, also 

ri»t Kacp.Sr'. DyCr»^?^*— 2 rr' cos <;p) 5 flp» 

Aber c«dlsxr.dqp also 



r* 
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geht auf die Masse uber^ die aber nun nicht mehr X-f*l^ i^« sondern 
j^^R. Hat diese Masse die Anfangs - Gesdi windigkeit Cy so ist die be- 

wegende Kraft = -t^ (^^^ ^)9 und da diese keine andere ab die vorhan- 
dene ist ^ so erhält man: 



.a /7i 



'^-.JL + IG) ^ :^{^+R)*) 



und das dritte Glied im Zähler des Werthes von P in (5.) ist 



c» 



= ^(L + |G)ll-(l_28iiiO], 
also endlich 

i>[sin(*+i«)+ ^co8(ifc+|«)— (co92*)' i^ CO» j£ 8iDifc»+ Wßa«(cosfc+ ^f '))] 

+ ef $iD(Jfc+ i«)— (co82#)* slny (eoik+ ^ sinÄ)l+ 2siii5f cos J«* ^ (L+ 1 G) cos *^ 

cosj« — ^ßinj* 
r 



Inlegrirt man in Bezug auf 9 und d^^, so erhält man 

r' fir^ Dy 
BM = J^ ^ [(r*4-0 y -. 2 rr^ sin y]; 

nnjl zwar ToHständig, vreil Const = 0^ indem die rechte Seile der Gleichung = ist 
für y = 0« Der Ausdruck mufs genommen werden bis g>=z2n^ und es ist 

dM SS y<-r'. ör'(r»+r'')2Ä. 

Integrirt man nun nochmals für ein yeranderlichee r', so erhält man 

und zwar ToHständig, weil M=0 für r^ = 0^ also Gonst =0« Dieser Ausdruck 
von TU mufs genommen werden bis r^rsrj und dann ist 

*) Dies kann man sich auch so vorstellen. Die Masse X«-|~i^ ^^^ ^i^ Ge- 
schwindigkeit c. Daher ist fiir dieselbe die lebendige Kraft ss -^ — ^^^ — - — , wo g 
die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. 

In dem Augenblicke, wo die Umdrehung in ji (Fig. 1.) anfangt, verwandelt 
sich die auf die Drehachse reducirte träge Masse in W^f^R, und auf diese wirkt nur 
die Kraft, zu welcher die Torhandene lebendige Kraft gehört. Wirkte fF+R 
der L-f-|G entgegen mit der Geschwindigkeit C, so müfste fiir das Gleichgewicht 
die lebendige Kraft von fF'{-'R der von L'^^G gleich sein, also 

a^ - 2^ • 
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Hierbei ist zu bemerken, dafs IG=:R ist. Wird nemlich, wie im 
Eingange erwähnt, das Rad als eine Scheibe angesehen, deren Halbmesser 
= r und deren Dicke = JD fat, so ist (Taf. IL Fig* 3.) der Inhalt des Aus- 
schnitts ^BC =A^z'(p. 

Aber z = 2rcos<P, also 
-rf=5=4r'cos(p\(P; 5u4 = 4r'(co8(p*— 2(p cos(psin(p) ö(p, 
und das Moment der Trägheit des Elements 

z^öA.Dy = 16r^/)y(cos(p*— 2(pcos<p\sin(p)ö(p, 
wo y das Gewicht ^er Einheit des Körpermaalses von der Materie des 
Rades ist. 

Die Integration giebt das Moment der Trägheit für ein Prisma, dessen 
Gnmdfläche der Ausschnitt jiy dessen Hohe />, und dessen Gewicht ADG = 
16r*Z)7(Jcos(p*(p + ^sin4(p+^sin2(p + ^y(p) + Const. ist. 

Es ist =0 für (p = 0, also Const. =0, und wird genonunen bis 

(p = -^ ; daher ist das Moment der Triigheit des ganzen Rades y oder 

r*« = 16r*Z)y?| = |r*9rD7 = |r"G, also Ä = fG, 

Für a = wird P = § . Man könnte zwar das Differential des 
Zählers und des Nenners für ein veränderliches e suchen^ und in dem neuen 
Bruch £ = setzen. Dies ist aber weitläufig, und mag unterbleiben^ weil 

sich. leicht iibersehen ISfct, dafs für €=0, P = ^-}.(L + G)8inÄ wird. 

Für r = 00 ist f = 0, aber G = 00 , und daher P = ' . Hieraus 

folgt zwar noch nicht mit Bestimmtheit^ dafs P x=: 00 ist, aber es lä&t sich 
leicht übersehen^ dals für r s= c» sein mu& 

p— : i^ + (L + oo«7rDy)sinÄ' = oc, 

so lange k nicht = 0, oder der Weg nicht wagerecht ist. 

Da sin g = — , und sin « ^ 1, so muCs auch P für — > 1 oder r<tf 

unmöglich werden. 

Für r = e, also sin^szl, cos 1 = 0, wird zwar, wenn man (6.) 
unverändert beibehält^ 

I.[»inJb(l-^)-^(l-co,*) + «i2(co,*-^)-G[««*(l+^)] 



P=! 



1— ^ 
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und för /r=:0 

aber man mu£s bedenken^ da£i von ^=-7- mi die Mittellinie der Achsen- 

adienkel ein Bestreben hat, den Halbmesser BC nach unten zu drehen, 
so dafs von hier an Z7' in (2.) negativ gesetzt werden muls, und die Glei« 

ohung (6.) für ^^7 nicht mdir anwendbar ist« Da solche F811e nicht 

Torkommen, so scheint es nicht nothig die Untersuchung darauf auszudehnen. 

Da für r = oo nur k^Oy Psssoo ist^ so ist abzusehen , dafs für 

irgend dnen Werth von r^ P ein Kleinstes werden müsse. Wollte man 

aus (6.), nachdem man darin statt G seinen Werth ji*%D^ gesetzt hätte, 

-K- suchen, und =s setzen, um dne Gleichung für r zu erhalten^ so würde 

dieselbe von einem sehr hohen Grade sein, da sin f =s -^ und cos t = ^(l — ^ ) 
gesetzt werden miilste, und wenigstens wird nicht allgemein sich finden 
lassen, für welchen Werth, oder für welche Werthe von r, ^— ^ ^ wäre. 

Es scheinen daher nur Tersuchsrechnungen übrig zu bleiben, von 
welchen hernach ein Beispiel vorkommen soll. 

Vorher mag noch bemerkt werden, dals für Ar = 0, also für eine 
wagerechte Stralse, die Gleichung (6.) sich in 

/.[ainle+^cosjf — (co820*8in|«(i-f-^^*)] 



c» 



+G[8in|« — (co82«)*8iiiff]-[-28iiiJf cogie^rose* — (L+|e) 

7, P — £1 

cosj« — ^8in|tf* 
r 

verwandelt. 

Cm die folgende Zahlenrechnung, wo P aus (6.) für r «s 2', ^ ssO,!'^ 

sin« s=-^ = 0,05 und sin /r = 0,05 gesucht werden soll (was einem star- 
ken Abhänge des Weges und einer sehr rauhen Bahn entspricht), zu er« 
leichtern^ setze man in (6.) €s=Ar^ so erhält man 

JL Jainffc+^coslfc— (co82*)* (^cosiJfcsinfifc^+siiiiJt (co8*+^^))] 
+GUiniit---(co82Ä)«iii|fc(co8ij+^8inifc)] +28UijÄ:cosiifc* — (L+iG)co8 Jfc« 

coif*— ^^8iniifc* 
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Setzt man hierin JL=: 12000 Pfund (was etwa für einen schwer be* 
ladenen sechsspännigen Frachtkarren gilt) , (?=:r*9rjDy = 4.y^j. 100 Pf. 
SS 628,6 Pf., /x=:0,l, ^ = 0,1', c = 3Fuls und ^ = 15,625Fuls, so er- 
hiflt man 

p _ 662,66892 + 31,57288+185,85360 _ 880,09540 _ ^^ ^„^ p-. 

0,99968747 0,99968747 "" oöU,cS7cJb Tl., 

ako auf jedes Pferd 146,7289 Pfund. 

Wird aber r=:3 gesetzt, also in (6.) = 9.2?. J. 100 = 2121,4, 

sin f = 3^9 und lafst man alles Übrige unverändert, so erhalt man 
P — 640,662552 + 106,206171 + 97,043844 _ 843,912567 _ ^^ ^^ p« 
^ ~ 0,99980543682 ~ 0,99980543682 ~ ö*^>^/00 «. 

Es vrird also durch Yergrölserung des Halbmessers von 2 Fub auf 

3 Fufe 880,3736 — 844,0766 = 36,297 Pfund, also beinahe ^^ der bei 

4 Fuls hohen Rudern erforderlichen Kraft erspart. 

Daraus sieht man, wie Tortheiihaft hohe Radw gegen niedrigere 
sind. Viel über 6 Fuls im Durchmesser werden die Rader nicht sein kön« 
nen, weil für solche Rader schon 

^^ + (L + G)sia/t = 746,07 Pfund 

r 

Kraft iiothig sind, und, für ein grölseres r, P wieder zunehmen müfste, 
wenn so hohe Rüder auch nicht, wie es der Fall ist, andere Nach- 
theile hatten. 

Der Yortfaeil, welchen die Yergrölserung des Halbmessers des Ra- 
des, in Bezug auf die Unebenheiten der Straisen gewahrt, flUlt noch mehr 
in die Augen, wenn man den Theil der Kraft besonders berechnet, da* 
darauf verwandt wird. Für die 4 Fuls hohen Rad er ist 

^Z. + (JL + G) sinÄ = 691,430 Pfund, 

also die Kraft zur Überwindung der Unebenheiten der Oberflache der 
Strafte = 880,373—691,430 = 188,943 Pfund. Für die 6 Fufs hohen Rü- 
der aber nur 844,07— 746,07 = 98 Pfund, also nur die Hälfte von der 
vorigen. 

Übrigens wird die Dicke der Rader kaum, vne oben angenommen, 
im YerhaltnÜs der Höhe derselben, zunehmen müssen. 
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14. 

Einige Sätze aus der Geometrie der geraden Linien« 

(Von Herrn Prof. M. L. Frankenheim su Breslau.) 



L Über Coordinaten-Yeranderung» 

jyLaii ist in der Krystallographie oft geuöthigt CoordiDaten-Yeriindeniii- 
gen vorzunehmen« Da die bisher bekannten Formehi nicht nberall, bcH 
sonders bei schiefwinMigen Axen, geniigen , so theile ich die folgenden 
mit, die fUr alle vorkomnienden Falle ausreichen. 

1. Die Coordinaten eines Punctes (u4) nach den Axen S^ T^ R za 
bestimmen, wenn seine Lage nach den Axen X^ Yy Z bdurnnt ist« Beide 
Axensysteme durchkreuzen sich in demselben Puncto (JC). 

Die Aufgabe kann gelöset werden , sobald von drei Puncten die 
Lage nach beiden Axensystemen bekannt ist. Die Falle , wo diese Be« 
dingung nicht hinlänglich ist, ergeben sich aus den Gleichupgen selbst« 

2« Die Coordinaten der drei Puncto 

nach der Axe X sind a^ a\ a'\ 

• ^ . r . ^, b\ b'\ 

^ Z ^ c, c\ c''y 
nach der Axe S sind d^ d'^ d'\ 

• . - r . ^, e', e-, 

. . . u ^ f,f\r. 

Die Entremung der drei Puncto von C 3= g^ g!^ g" sind Functionen von 
a^ a' \x. s. w. und der Winkel zwischen den Axen X^ Y^ Z* 
Die Coordinaten des Punctes A fiir 

das erste Axensjstem x^ y-y z^ 

das zweite - * ^^ t^ u, 

und V die Linie von C nach jip 
Ton allen diesen Gröfscn ist nur s^ t^ u unbekannt^ und es soll eine Glei- 
chung gefunden werden zwischen ihnen und jr, y^ «♦ 

3. Man kann sich die Linie v als die Diagonale eines Parallele- 
pipeds denken, dessen Seiten = m^, m' g' und m" g^' sind und in den 
Linien gy g% g*' liegen. 
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So ist für das erste Ax^nsystem 

mor + m^a^ ^ m" a" s= ar, 
/w Ä + m'b' + m"b'' = y^ 
mc ^ m^c' -j- m^' c" sc «^• 
für das zweite Axensjstem 

mrf + m'rf'+m'^rf" = Sy 

'w/ + m'f + m'7" = ü. 
4. Man setze der Kurze wegen 

so folgt aus den ersten drei Gleichungen: 

pm =5s {h'c''—e'b")x + {€'a''—a'c'')y + (ö'*'^— Ä'a'O^^ 
/i>/w'i= (A''ö— <?''Ä)ar + (c^^a— Ä"tf)^ + (ö"Ä — 6''a)5^ 

woraus m, m', /s'Vund dadurch ^, t^ u gefunden werden» 

Wenn eine durch zwei dieser Puncte gelegte Linie^ oder die durch 
die drei Puncte gehende Ebene in den Anfang der Coordinaten fällt ^ so 
wird /> = und Sj t^ u nicht völlig bestimmt. 

6. Diese Formehi finden bei rechtwinkligen wie bei schirfwink- 
ligen Coordinaten ihre Anwendung^ selbst da^ wo die Coordinaten auf eine 
von der gewöhnlichen abweichende Art bestimmt werden« Diese ^ die 
parallele^ besteht nemlich darin ^ dals man von dem zu bestimmenden 
Puncto aus eine der Axe X parallele Linie zieht ^ bis sie die Ebene XY 
trift^ und eben so mit den Axen Y und Z verfahrt« Man kann ^er auch 
von dem Puncte A aus^ unter einem Winkel ^ der nicht einmal für alle 
Axen derselbe zu sein braucht ^ Linien auf die Axe ziehen und in den 
dadurch gebildeten Dreiecken entweder die von A oder die von C aus- 
gehenden Linien zu Coordinaten wühlen. Sind in dem letzten Falle die 
Winkel rechte, so hat diese Art von Coordinatenbestimmung, welche man 
die perp^ndiculaire nennen könnte, zuweilen einige Torzuge vor der 
gewöhnlichen, parallelen. Wir bedienen uns jedoch im Folgenden nur 
der parallelen Coordinaten. 

7. Gewöhnlich ist die Lage der Linien Sy Tj ü za dem ersten 
Axensjsteme bekannt, die drei Puncte liegen also auf den Axen S^ Ty Ü 
selbst; es werden 
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e, /, d^ S\ d\ 0^^ s 0, 
d«^, ^^ = ^, r^g^'f und 
^ SS mg^ t = i?iV> « *= '»'V^ 
wo M diirdi die GleidiuDgen des f • 4. gefunden wird* 

IL Das Gesetz der Rationalitat *)• 

Die Tomehmste Aufgabe der KrjstaUographie ist die Beobaohtung 
und Berechnung der Neigungen der KrTstallfliicheil gegen einander» Ihre 
Grölse oder ihre Entfernung yom Mittelpuncte ist von untergeordneter 
Bedeutung. Aus der Neigung wird die Lage der Flachen su gewinen 
Hauptaxen abgeleitet« In der Art und IVeise^ diese Lage su bestimmen, 
oder auch blofs in der Terminologie, unterscheiden sich die versdhiede» 
nen krjstallographschen Methoden« Die ansdbaulicfaste von aUen bisher Tot- 
geschlagenen ist die von Weiss, der die Puncto angiebt, wo drei sidi 
kreuzende Linien von den Flachen erreicht werden« Für pbjsicalisdie 
Untersuchungen isf s jedoch vortheilhafter, statt der Flachen die Linien m 
wfihlen, die auf ihnen senkrecht stehen, die Normalen, wie sie Nau- 
mann nennt« Diese Linien sind die Richtungen der Kräfte, welche die 
Flächen selbst der Krjstalle in Beziehung auf Kollusion, Elasticitat, Lidi^ 
Warme, Eleotricitut hervorbringen« Durch ihre GruDse kann man nacb 
Belieben die Entfernung der Flachen von einem Mittelpuncte oder die In« 
tensitiiten jener Kräfte bezeichnen« Wir werden im Folgenden nun diese 
Normalen berücksichtigeu und annehmen, dab sie sSmmtlich von dem 
Punct ausgehen, in welchem sich die Axen kreuzen« 

Die Gleichung einer Normale ist daher — ss-^as— « Verschiß 

dene Normalen haben für a, ß, y, verfchiedene Werthe, allein die Man- 
nichfaltigkeit ist durch folgendes Erfahrungsgpsetz beschrSnkt: 

Man kann die Axen stets so wählen, dafs wenn a, ß, y, a\ ß\ y^ 
die Coordinaten zweier bei einem Krptatt vorkommenden Normalen sind, 

—9 7» ^ ein rationales Yerhaltnils gegen einander haben; oder wenn 

ff y* • 

man a^^s^a setzt, was immer erlaubt ist, so sind — und ~ rationale 

Grolseo« 



^ Vgl. zu diesem Abschnitte Naumanns „Beiträge sur KrystslloMais^ «ad 
Kupffer. Poggend. Annalea VUI, 61. 
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Dieses ist das Gesetz der Aationalitat^ das einzige , welches man 
bis jetzt als allgemein gültig erkannt hat« Fast alles, was man Insher in 
der allgemeinen Krystallographie gethan hat, ist Folge dieses Gesetzes, 
oder dieses Gesetz auf eine andere Weise ausgedrückt« Beschränkungen 
in der Lage oder den Terhaltnissen der Axen, die man hin und wieder 
au%efunden zu haben glaubte, sitid sfimmtlich als ungegriindct erwiesen« 

2« Die GröDsen tt, ß, y bestdien daher gewissermaüsten aus zwei 
Faetoreo, dnem irrationalen und einem rationalen. Jener ist für alle Nor- 
malen eipes Kiystalls derselbe; dieser nach den. Normalen verschieden. 
Setzt man a^=aAy ßestB, ysacC, so wvd fiir eine andere Normale 

Die absoluten Werthe von A^ B^ C .sind gleichgültig, wenn nur 
ihr Verhältnils dasselbe bleibt« Auch dieses kann auf sehr maunichfal* 
tige Weise bestimmt werden; man kann aber immer eme solche Wahl 
treff*en, dals die Coeffidenten a, b, c den einfachsten Gliedern der Zah- 
lenreihe gleich werden« 0, + 1 sind die gewöhnlidisten Werthe, seltener 
schon ± 2, und noch gro&ere Zahlen werden bei einer schicklichen Wahl 
der Axen nur in Terhaltnilsmiifiig wenigen Fällen beobachtet. 

Das nach diesen Angaben festgesetzte YerhäitnÜs ^, B, C wird 
das Grundverhaltnifs genannt, und sammtliche Flüchen, deren Cood- 
dinaten qA^ bBy cC und a, b, c rationale Zahlen sind, bilden die Kry- 
stallreihe. 

3« Es fragt sich nun, wddie Normalen einer Krjstallreihe die 
Eigenschaft haben, dafs Axen ihnen parallel gezogen, dem Gesetze der 
Rationalitat entsprechen? 

Man verändere die Axen und nehme statt derjenigen, bei denen 
sich das Gesetz aussprach, drei andere Linien, deren Coordinaten «, ß, y, 
a'y ß', y', »", ß", y'' sind; setze als Coordinaten dner Normale die Reihe 
xAy yBy zC für das erste Axensystem und ^Z>, tE^ uF für das zweite, 
indem AiBiC das Grundveriiiiitnifs dort, und DiExF dasselbe hier aus« 
drückt, so ist nadi den Gleichungen I« 4. und I« 7« 

psD « (ßY'— /ß") *<•-< + (/«"—«'yOj^«'» + («'ß''~ß'0««*C, 
ptE = (ß''y— /'ß)x^^ + (/'e— *''y);^«'B + («'^ß-ß''«)z^C, 

puF^ (ß/ — y ß')^«^ + (y«^ — «'70r^^+(«ß' -^ß(^')^gc. 

Sollen hierin die irrationalen Grofimi JD, £, F von Xj jr, z unab- 
hfingig sein, so müss^ «> ß» y, a'«.«« sich durch aAy bB^ cC, a' A^ 
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k' B u* 8^ w* ausdrücken lassen^ in denen a^ b^ Cj a'^ b' . .. . rttttonal A^ 
Bj C irrational amd, also der Krystallreifie angehören. In diesem Falle 

DSF 
werden die VerhSBtnisse —:-;:-;} rational und unabhängig von x, y 

SS o 

und z. Die Terschiedenheit der Wormalen spricht sich nun in den Grö«- 
Isen s, ty u au8| die rational und eine Function von. Xy y-y z sind« 

4. Dem Gesetze wird daher durch jede Axe Genüge geleistet^ die 
eiBein Gliede der Krj^-stallreihe parallel ISufl. Aber welches GKeil man 
wähteuLSoK^ hängt von der Lage der beobachteten Flachen and ihren ph)^^ 
sischen Eigenschaften ab. Wo- sich drei Flächen von den übrigen durch 
ihre Theilbarkeit auszeichnen, erlangt man allezeit die ^iachsfen Coet'"* 
ficientcn, wenn man die Axen senkrecht auf ihnen annimmt« Wo die« 
ses nicht der Fall ist^ wird die Wahl schwankender^ und es kann gesch^ 
hen, dals Axen^ die für die bis ^hin beobachtet«! Flächen allen Anfor^ 
deruogen geneigten^ geändert werden müssen , wenn man neue Flachen 
beobachtet. 

5. Kürze ist in jedcsr Terminologie ein Haupterfordemils. Man 
bezeichne daher eine Linie^ deren v<dIstSndige Gleichung 

iä — Ä === Ä ***> ^""*' ^''*^^- 

Um die hP Zeichen auszudrücken , schreibe man z. B. für -f- ^ ^^ ^' ^"^ 
für — ajy a'\ behalte a ohne Strich bei| wo es auf den Untwschied der 
7^ Zeichen nicht ankommt. 

(1 2' 3'^) bedeutet daher eme Normale^ deren Coordinat^D skii 
wie + «rf, +2B, — 3C verhalten. 

6. Eine durch zwei Linien {abc) (aßy) gehende Ebene hat die 
Gleichung 

BCYAy— cß)Är+C^(c«— ay)y + -^B(Äß~6»)« = 0. 
Die Coefllcieuteo verhalten sich also wie 

hy-^cß ca — ay aß — ha 

Sämmtliche Flachen bflden daher eine ähnliche Reihe wie die Normalen, 

von der man als Grundverhaltnüa ;^ * b~ • Tf annehmen kann* Dieser Reihe 

gehören im Allgemeinen die auf den Normalen senkred^ stehinden Fla« 
cheD nicbt an. 
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IIL Linien und Winke K 

Um eine Kiystallreihe yoUstauclig 2eu eiiaracterisipen^ sind fönf Gpo* 
JBen B^hig*) die drd Winlcel und die GröbenverbaitniMe zwischen den 
Asien« Jene können unmittelbar an drei Normalen beobachtet werden, 
die man den Axen parallel nehmen und durch (100 ), (010) und (001) 
bezeichnen kann« Um abw die Y^rhSltnisae zu bestknmen. muls man 
noch eine vierte Normale beebaohteo könnoa« Setzt mui diese etwa (1 1 \\ 
so darf man nur aus den Winkeln zwischen dieser Linie und den drei 
ersten die Gl^hung dendb^i aufsuchen^ und bat man gefunden, daia diese 
Ax = By c= Cz ist, so ist AzB iC das verlangte GrandverfasiltniTs. 

Die vierte Linie darf jedoch nicht in der Ebene zweier Axen liegen ; 
ist diese» der Fall, und das Zeichen etwa (HO), «o k«in zwar das Ter* 
hältnils A : B gefunden werden, aber A : C oder B : C bleibt imbekannt, 
wenn nicht überdies noch «ine Normale in de» Ebenen X^ oder ZX 
beobachtet wird. 

\. Cm eine Krystallreihe zu bestimmen, sind also vier Linien nö- 
thig, von denen nie mehr als zwei in einer Ebene sein dürfen. Z wit- 
schen ihnen sind sechs Winkel« Die Groise der Linien ist zwar willkürlich ; 
indem aber die vierte Linie die Diagonale eines Parallelepipeds ist, dessen 
S^ten in die drei ersten Linien fallen, so sind drei Yerhaltnisse zwischen 
Linien zu beriicksichtigen. Also im Ganzen neun GruDsen. Es reichen 
aber die drei Winkel und die zwei Linienverbaltnisse zwischen den Axen 
hin, die Lage der vierten Linie vollkommen zu bestimmen; es werden 
deshalb vier von jenen neun Gröfsen Functionen der übrigen fünf sein. 
Diese wollen wir aufsuchen« Man könnte diese Aufgabe behandeln wie 
die ähnlichen in der Trigonometrie, nur mit dem Unterschtede, dafs man 
in der ebenen Trigonometrie mit fünf oder eigentlich nur vier Groben 
operirt, in der sphärischen mit sechs, hier aber mit neun; und die Wich^ 
tigkeit fast aDer einzelnen Falle iiir die Krystallogrc^bie würde die Ausführ- 
licbkdlt rechtfertigen. Wir wollen uns jedoch hier auf wenige Satze be-' 
schränken« Folgende Methode Ttihrt schnell zum Stiele. 

2. Es seien Xy y, Zy u vier vo^ einem Pimcte aut^gebende Linien 
und u der Diag<male des aus :r, y, z gebildeten ParaUefepipeds gleMi, 
aber an BSditung entgegengesetzt. 

24 • 
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Die sechs THnkel nradien den Linien werden beseiehnet durch 

(yz) {zul (ux) (xy) (zx) (yu), 
so kt es leicht^ folgenden Saus zu beweisen: 

Wenn man eine Lanier durdi den Kretwpnncf der Linien ueht^ und 
die Winkel^ welche t nut x, y • • • • mach^ durch (ix) (jty) .... bezeidi- 
net^ so ist 

xGM{tx)'{^y(Mz{ty)'\'zeo%{t£)-\'UeM{tu) == 0. 
3* Hieraus folgen unmittelbar folgende vier Gleichmigen 
(L) jr-f-jeoB(jr^) + ^<)os(x«)+'^<Mis(jrfer) CS Oy 
(n.) xcw(y£i'\'y'\'Z'co%{yz)'\'UtM{yu) vcs, 0, 
(in.) xeo%{zx)'\'yaQ%{zy)^Z'\'U9iM{zu) =« 0, 
(IV.) xQO%(ux)^yo(M(uy)'\-zeM{uz)-^u «= 0» 
Aus diesen von einander unabhängigen Gleichungen kinmen durch Elimi^ 
nation die Data gefunden werden ^ die zur Aufltisung sammtlioher Au%ai» 
ben hinreichen» Sie zeigen auch^ dals die ner Linien und die sechs Win« 
kel einander ToUkommen synunetrisch sind» In der That^ wenn u die 
Diagonale zu x^ y^ z ist) so ist' s x za y^ z, u^ n. s; w« Wir werden da« 
her im Folgenden von den symmetrischen Gldchungen immer nur dne 
auffuhren« 

4. Multiplicirt man die Reihe (IV») mit u, und subattuirt aus den 
übrigen Gleichungen die Werthe von neos (aar), ^^^OB(uy)p ucaz(uz)f 
so findet man 

u* = x^-^y^-^ s?-\r2yzeM(yz)^2zxcon{zx)^2xyOM(xy)^ 
und KhnUches für a?*, y% z\ 

5. Man berechne aus (I.) i^* cos* (jpii) und vergleiche das Resultat 
mit i. 4. 9 so findet sich 

ü« wa*(ux) = y^ ün*(yx) + i" 8in*(zjr) + 2yz[co%(yzy — C08(/a?) cos(a;ar)]» 
Ähnliche Gleichungen f&r unn(uy), umi{uz)y umn(xy) u. s» f« 
6» Merkwürdig ist die Gleichung 

x^+u^^2xuoob(xu) tsi y^+^+2yzcoB(yz) 
blols zwischen fünf Grolsen, indem sdhon viwGro(sen eine fünfte kennen 
lehren» Diese fünf reichen aber nicht hin, noch eine sechste zu bestimmen« 
7. Ich übergehe mehrere andere Gleidmngen zwischen den Linien 
undWinkeltiy und tbeile nur noch folgende mit, in denen wemgstens fünf 
Winkel vorkommen^ und die wie ich glaube nodb nicht bekannt sind, ob^ 
gleidi sie in der Krystallographie sdir oft angewendet werden kfinnen« 
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Da die Lage des Systemt schon durah fünf Winkel roHstSndig be- 
stimmt vfirdj so muCi es eine GMofaung geben, in welcher blols die sedis 
Winkel vorkommen, aber keine Linie« Diese ist 

2=5+sin*(y«)8in'(i/jr)+2oos(ya^oos(;t«)cos(iiy) — 2ow(zu)cos(Ty)coB(uy)cos(zx) 
4sin*(;e£i)sin'(xy)-f2cos(«e/)cos(ttjp)cos(jr%) — 2oo8(«iy)co8(Är)co8(y-s)co8(i/j?) 
+8in*(tty)sin*(Är)+2cos(«a?)cos(a?7)cos(yi^) — ^2oos(y;5)co8(i/jr)oos(«tt)cos(arj) 

-f*2cos(a^^)cos(^x)co8(«r)• 
TfiUig symmetrisch zwischen den sechs Winkehi, aber jbu complicirt, um 
sor Bereehnnng des sechsten Winkeb aus den iibr^en dienen zu können« 

8. Itfinder sjrmmetriscb, aber zur Berechnung geeignet ist die 
Gleidiung 

r- eoa{ux) 8in*(jrz) ^aß^ om(zx) lcos(ua:) — co8(r4j) cos(«y)J 

-i-oos(ya:)|cos(t/y) — cos (jz) cos (««)]• 
Ähnliche Gleichungen für die übrigen Winkel, wenn man setzt: 
«• = 1 — oos^Cyz) — oo8*(;5dp) — eo8*(jpy) + 2co8(y«)cos(za?)cos(dEry), 
ß* 3» 1 — cos'(zw) — oos*(«y) — oos*(yÄ) + 2cos(«i/)cos(i/y)cos(y5;), 
y* s= 1 — ooH^(ua:) — cos*(a:z) — cos*(:5 i^) + 2 cos(u x) cos (xz) cos (z w), 
^ =s 1 — cos*(apy) — co8*(yw) — co8*(«ar) + 2cos(yjF)cos(yi/)co8(w.r}. 
Die GröDsen a, ß, y, 8 kommen bei der Eutwickelung der einzel- 
nen Aufgaben sehr häufig vor» Sie sind leicht zu berechnen, indem z. B» 

^z^jf^l^ (y^)M^^)H^') ^y^ (yz)+(zx)'^(a:^^ 

^ äC ^ ^ 

Auch die Gleichung für om(ux) in diesem §• kann etwas geschmeidiger 
gemadht werden« 

0« Sind die sechs Winkel durch Beobachtung oder Rechnung ge« 
fimden, so ergiebt sich für die Sdten 

u ixiyiz SS at ß:y :S^0 
Die Aufgaben der letzten beiden §§. kommen am häufigsten vor, denn 
selten sind die Seiten anderweitig bekannt, fast immer muis die l^age der 
Linien aus den Winkeln berechnet werden» 

10. Zum Schlüsse will ich noch einen neuen Beweis einer in der 
KrystaUographie sehr häufig vorkommenden Gleidiung mittheilen» 

u habe die in $• 2. angegebene Lage zu j:, >% zs eine ähnliche 
Lage zu x\ y'^ z* habe t^ ho ist 

ar'cos(i/jr) + y'co8(My)4-«'cos(i/5) + /^cos(«^) = 0; 
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mnltiplicirt man diese Gleichung mit u^ «nd substituirt ai» $• 3« die Wertbe 
ucm{ux)^ ucwk{uy)j uom{uz)^ so findet man 

utcMiut) = jpx' + y/+««'4-(>'«'4-«r0eo8(yx) + («jp'+a?«0oo»(«dp) 

+ (^y' + y ^') cos(jFy). 

Für rechtwinklige Coordinaten ist bekanntlich 

utco%(ui) SS jpjr'+ yy'+ ss'. 

Wir berücksichtigen die Anwendung auf Kjystallographie nicht nü- 
her. Sie ist leicht , und kann mit geringen Modifioationen auf Flfichen 
ausgedehnt werden, die nach Weisses Methode oder der ihr sehr ahn* 
liehen Naumann's durch die Puncto bezeichnet werdmi, in denen sie die 
Axen treffen. Noch weniger können wir uns auf die einzelnen sogenanii* 
ten KrystaUsysteme einlassen. Die Formeln werden in der Regel viel 
eiufiädier, und wenn man die bekannten Kunstgriffe der Trigonometrie 
anwendet y oft sehr geschmeidig. 



15. Grumrt, AbUitimg ii€» Permai^chm und WiU^nsch^n Saiz€^\ |g7 



15. 

Ableitung des Fermatschen und M'^ilsonschen Satzes 

aus einer gemeinschaftlichen Quelle. 

(Von Herro Prof. Dr. Grunert zu Brandenburg.) 



l. 

i^aen im Folgenden a unA p stet» relative Pritnzahlon« AUe Zahien, 
Treldie zu p rdative Primzahlen und kleiner als p sind^ soMeu dnreh 

(t)> C-ih (3), (4), ({^), 

'ihre Anzahl durch f bezeichnet werden« l'nter diesen Voraussetzungen 
lassen sich folgende Satze beweisen, wobei ich Begrifi* tmd Zeiehen der 
Zahlen • Congriienz als bekannt voraussetze« 

2. 

In Bezug auf /» als Modulus können nie zwei Glieder der Reihe 

(l)a, (!2)fl, (3)a, (4)flr, . . • . (y)a 
einander congruent sein« 

Wären (Ä)a, (k')a irgend zwei Glieder dieser Reihe, so wäre, für 
(k)a = {k')a, auch [{k)—(k')}a = 0, d«i. [(^) — (AOJo durch p theilbar. 
Da nun a und p relative Primzahlen sind, so miilste (Ar) — (k') durch p 
theilbar sein^ welches ungereimt ist^ da (k) — {k')y seiner absolulen Groise 
uach> wegen der Voraussetzung (l.)» ottenbar <[/' ist. 

3. 

Jeder bei der Division eines Gliedes obiger Reäo dureb p bleibende 
Rest ist mit p relative PrimzahL 

Bm (k)a zsipp' -{- r. W^ären mm p und r nicht Mlatire Primzah* 
len> also beide durdi die Pdmzahl 0>>1 theilbar, so würde auch in 
(Ji)a aufgehen^ und folglich ^ gegen die Voraussetzung, entweder {k) odei- 
a mit p nicht relative Primzahl sein, weil nach einem sehr bekannten 
Satze entweder in (Ar), oder in a airfgehmi müfete. 

4. 

Da nun nie znei Glieder der obigen Reihe einamier congnieat sind, 
sc» bleiben bei der Division derselben durch p lauter ungleiche Reste, 
welche Mtiirliob sämmtlich kleiner als />, und nach (3«) mit p relative 



188 lA* Crunert, Ableitung de$ Pemuiiuhim und /FäsonMehen SaiX€§, 



Primsahlen sind« Diese Reste sind also keine andern ab die Zahlen 

(1), (2), (3), (4), (9), 

ohne Bücksicht auf ihre Ordnung m Bezug auf die Glieder der in Rede 

stehenden Reihe« 

S. 

Die Einheit ist immer mit p relatiFO Primzahl und ^p. Abo mub 
unter diesen Resten immer einer vorkonHuen^ welcher = 1 bt, und folglidi 
unter den Gliedern der in Rede stdienden Reihe immer eines^ welches = 1 
bt, aber auch nur eines^ da nie zwei Glieder einander oongruent sind (2«)« 

6. 
Weil a, p und {k)y p^ abo auch bekanntlich (k) a% p relative Prim- 
zahlen sind^ so gilt für jedes (k) alles Obige auch von der Reihe 

(l)ö*(i), (2)««(A:), (3)fl*(/r), • . . • (9)a\k), 
immer in Bezug auf p ab Modulus. 

7. 
Wäre das der Einheit congruente Glied vorstehender Reihe (5.)^ s 
(k)a^(k)^ly so wäre» wegen pa^(k)=,0, nach einem bekannten Satze 
[p—{k)] o»(Ä) = 0— 1 = — 1. In diesem Gliede bt nicht p — (h) = (Ä), 
weil sonst zugleich 

(k)a-(k) = + 1, (k)a-{k) = ~ 1, 
folglich 

^k)a^{k) ~ {k)a\k) = + 1 - (_1) = 2, 

d.i. 2=0» 2 durch p theilbar, p selbst =2 wäre, welchen Fall wir 

fürs Erste ausschlieben^ indem wir nachher wieder auf denselben zurück-- 

kommen wollen. 

8. 

Für verschiedene (Ar) und (^0 kann nie 

{n)a\k) = ±1, {n)a'(k')= ±1 
sein, so dab nemlich die obem und untern Zeidien sich auf einander be- 
ziehen, wdl sonst (*)a*(/i) =(*')«* W'wäre, gegen (2.), verbunden mit (6,). 

9. 
Man betradite jetzt die Rdhen 

(l)ö«(l), (2)«V1), (3)a«(l), (7)a»(l>, 

(l)ö«(2), (2)a*(2), (3)a»(2), (7)ö*(2), 

(l)a«(3), (2)aV3), (3)ir«(3), (y)ö"(3), 

(t)a\f), (2)ß«(y), (3)V(f), .... {y)ö«(y). 



In Jeder dieMr R^hen ^bt es Dach dem Voiiiergeliendeo em GHed, wel» 
ohes =1 isty aber auch nur eines. Wäre in einer dieser Reihen dieses 
Glied von der Form (ß) a*Ck)y so konnte man statt dessen in dieser Reihe 
das Glied [p — (k)]ä^(Jc)~ — 1 setzen^ welches nicht von der in Rede 
stehenden Focm ist Also giebt es in jeder der obigen Reihen em Glieds 
welches = ±1^ uod nicht von äet Form (jk) «* (k) ist« 

Auch können in irgend zwei dieser Reihen nach (&) nicht z^wei 
gleichstellige Glieder 

vorkommen y se dals nemlich die obem und untern Zeichen sich ^uf ein- 
ander beziehen« Kämen aber in zwd Reihen zwei gl^i-chstellige Glieder 

vor^ wo wir ttch wieder die obem und untern Zeichoa auf einander be- 
liehen lassen» so wSre 

(n)a-m + (kO] = ± 1 T 1 ^ Q. 
Also mülste p ip dieser Gröise^ folglich^ weil p mit (a) ^nd a oder o^ re* 
lative Primzahl ist ^ in (^)+(/cO aufgehen« Da aber (/rX/?, (k^)<ZPf 
(*) + (ÄrO<2/>, [(i) + ci')]s/><2 ist^ so kann dieser Quotient nur sl 
sein« Demnach ist (i) + (/r') = p» 

Statt der beiden obigen Glieder könnte man entweder 
(/i)a*(Ä)=±l, [/^-(/i)]e*(A:0 = O~(+l) = +l, oder 
[;i-(/i)]a«(Ä) = 0-(±l) = Tl, in)a\k^)=+l 
setzen^ wo nun nach (8.) nicht p-^(n)^ss (n) ist« W&ce^ indem man z« B« 
das Erste diäte, etwa p — (A)=:(fc09 so würde man das Zweite thnn^ wo* 
nun nidbt p — ji^)^=^{k) sein wird^ und umgekdirt« Kc&ies der neu dn» 
gefiärten Glieder kann nun noch mit c&iem gleichstelligen Gliede einer 
der übrigen Reihen auf die Weise übereinstimmen f dab das eine = ± 1^ 
das andere ^^+1 bt^ weil ja inuner für jede zwei sdehe R^en (i(r)-4*(^0 
= /! ist) und eine Übereinstimmung dieser Art also immer nur in zwd 
bestimmten zusammengehürenden Reihen statt £nden kann« 

10. 
Betrachten wir nun wieder die Reihe 

{i)a, (2)a, (3K (4)o, (y)4i, 

so erhellet aus dem Obigen (9.) deutlich, dals sich die Glieder dersdben 
immer so zu zweien ohne Wiederhoivng eines Gliedes mit einander verbin- 
den lassen, dals jedes der diesen Yerbinduugcii, deren Anzahl offenbar s= i ^ 
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ist, enfepreoh«nden Produete = + 1 ttt« Das Prodoct aller dieser Produote ist 

= (1).(2).(3),(4) (y). («*/'. 

Folglich naeh emem bekannten Satze von der Congniens der Zahlen: 

(1).(2).(3).(*) . • • .(y)ö^ = + 1. 
Dals ^^ die Anzahl aller der Zahlen ^ welche kleiner ak p und zu p rela- 
tive Primzahlen sind, stets eine gerade Zahl ist, kann leicht gezeigt wer- 
den. Ist nemlich iiberhaupt (h) mit p relative Primzahl und ^Py so ist 
auch p — (k) mit p relative Primzahl und <Zp* WSren nemlich p — {k) 
und p durch theilbar, so mtibte 9 offenbar auch in (k) aufgehen , und 
p und (Ar) waren also, gegen die Voraussetzung, nicht relative Primzahlen, 
Die Zahlen, welche mit p relative Primzahlen und <Z p sind, sind dem« 
naeh immer paarweise verbunden^ woraus das zu Beweisende folgt. 

11. 

Da naeh (4.) die bei der Division von 

(l)a, (2)a, (3)a, (4)ö, (9)0 

durch p bleibenden Reste ohne Rücksicht auf die Ordnung 

(1), (2). (3), (4), (y) 

sind, und jeder Dividendiis offenbar seinem entsprechenden Reste congruent 
ist, wie aus dem Begriffe der Congruenz der Zahlen unmittelbar folgt, so ist 
(t)ö .(2)«.(3)a . . • • (9)a = (1).(2).(3) .... (7).ö'^ = (1).C2).(3) • . . . (y). 

^'•^ (1).(2).(3).(4) (y). K— 1] =0. 

Folglich geht p in (1).(2).(3) . . . . (7).[cV — 1], also, weil es mit (1), (2), 
(3), • • • . (y) relative Primzahl ist, in a'^ — 1 auf. Also 

a^— 1=0 (Mod. />), ö^ = 1 (Uod.p). 
Ist p eine Primzahl, so sind die Zahlen, welche <^p und zu p relative 
Primzahlen sind : ^ o q a < ^4 

I, Xy. O^ *r, Oy • • m • p "■"— 1 • 

Die Anzahl dieser Zahlen ist =/i — 1. Im vorliegenden Falle also q = 
p — 1. Folglich, wenn p eine Primzahl ist, die in a nicht aufgebt: 

a'^ — 1 = ( Mod. p\ aP~* = 1 (Mod. p). 
p darf in a nicht aufgehen, weil nach (!•) ^ und p im Allgemeinen rela- 
tive Primzahlen sind. Für p = 2, welcher Fall oben ausgeschlossen wor- 
den ist, gilt diese Ckmgruenz auch. Da 2 nemlich in a nicht aufgehen 
darf, so ist a eine ungerade, a — 1 eine gerade Zahl. Also offenbar 

ö'-* — 1 = ( Mod. 2.) , a^' =. 1 ( Mod. 2.). 
Dies ist der Fe r matsche Satz. 
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12. 
Nach (10.) ist 

(1).(2).(3).(4) . . . . (y).ii^= + l (MoA.p). 
DieB gilt auch für a = 1. Abo 

(1).(2).(3).(4) (y) =±1 (Mod.p). 

Nur in dem Falle^ wo p eine Primzahl ist, wollen wir bestimmeB, welches 
Zeichen genommen werden muls, da die allgemeine Untersuchung hierüber 
jetzt nicht zu unserm Zwedk gdiört. 
Ist p eine Primzahl, so sind 

(t), (2), (3), (4), (7), 

wie wir schon in (IL) gesehen haben, die Zahlen: 

If ^§ «3, Tf, • • m • p "■" !• 

Also immer 

1.2.3.4.5 .... (p — i)^±t (JSlod.p). 

Ware nun in (6.) Tür a = 1 : 

(*)(*) = + ! (Moi.p)y 
so wiire 

(k) (*)-.! = [(A)~lir(A)+1] = (Mod./i). 

Folglich wäre dieses Product, und demnach, da p eine Primzahl ist, ent^ 
weder {k) — 1 oder (/r) + 1 durch p theilhar; also, da (k)<ip ist, ent- 
weder (/')=1, oder (Ji)7=p — 1. In diesem Falle lassen sich folglich 
die Glieder der Reihe 

^, O, nr, 0| O, m • • • p ""■ ^^ 

immer so, ohne Wiederholung eines, zu zweien unter einandw verbinden, 
dafs jedes der erhaltenen Producte = -|- 1 i^^ ^^ ^^^ offenbar alle son* 
stigen Unterscheidungen in (6.) nun wegfallen. Nach einem bekannten Satze 
Ton der Congrueuz der Zahlen ist also, wenn p eine Primzahl ist, immer 

2.3.4.5 . . . .</>— 2)=+l (W[od./>). 
Aber \.{p^l)^p—\^ /> = 0, 1 = 1, /> — 1=0— 1 = — 1, 1.0^ — 1) 
= 1 ( — 1) = — 1, immer für p als Modulus. FolgUch auch 

2.3.4.5 (/^— 2),l.(/>— 1) = (+1).(— 1) = — 1 (Mod./;), 

1.2.3.4....(/?-I) = — l(Mod./>), 1.2.3.4....0J— l) + l=0(Mod.;>), 
so dafs also jede Primzahl p immer in 1.2.3.4....(p — 1) + 1 aufgeht, 
welches der nach Wilson benannte Sa tz ist. Für /> = 2ist 1 + 1=2 
natürlich auch durch 2 theilbar, so wie auch in diesem Falle offenbar 
(1).C2).(3).(4)..,.(^) = ±1 (Mod./i) i»t, 

25* 
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16. 

Observationes in fractiones continuas, 

(Aact Stern, Dr. phil. Goett. ) 
(l^pilome difMrtfttioniii menw Mut «imi 1829 nript») 



f} racdo eontinna «4* -^~ ^ quam ita designabo (a, -^ » . • » -= j , reiol- 

am 

vaiur in firaetiouem rulgarem, nulla pront» reductione facta. Tum po- 
nam Dumeratorem bujus firactionis =» a^ a^ 9 denominatorem &= ii^ > Vr^ . 

Erit itaque a^^ a numerator firactionia yt^ ^ ~- ..^. — ^ I In vulgarem re- 
aoltttae^ eitisque daiomloator a,^^j a. Cum. sit ' " r=:a-{r -^ — erit 

WKiiUcpie modo 
Coostat etiam ewe 

ideoque 

Ex formulis (!•) ^^ (^O sequiturr 

vel 

Cum auiem litterae^ ii^., b^y b^y a, quemlibet ralorem induere possint, 
oportet »it a, 0^^=^ am^iy^^s «r ^m-« =^ «^m- » > ö etc. vel omoino •) 



. . / 1 11 1 \ 

♦) Si ilaque fraclio continua penodica (ä, — ••••—, — »• • • — eft.l ss ar, 
radScan a«<{fiatieDM quadraticae exprlmit , altera^ radtx ejusdem aeqoationis arit 
22 I h — ihn » * ». - f, • • • •• *~~> ■""" ^ » • • ^ — "" ^ """^ p. 9 • • •■ """ aic* I SS _T« 



18. Sttrn, obttrvoHvtH in fiaeHmte» wntiniu»» \^% 

St in fonmila (2) pro a^ tubstihiihir - '" ' *"'<'■ , erit 
Ex dat» formulis facile sequens deduoitur: 

?el otnnino 4« => d: ^i • ^t • • • • ^m • 

Hoc posito Jam ad generaKores imrmulas progredi licet« Ciim enim sit^ 

poaito m^n^ 

vel (sec» form» 4.) 

ent 

SinguloB casus in form. (5») et (6.) contentos jam *) £uler et Kramp ex«- 
hibuerant. 



Erit enim 

dem aetjuatiotifs cujus raduc xt est Facile auiem perapicitur, hast; proposltionem quae 
jam theorema ab E« Galois demooatialum (AnnrnL. des math. T. 19. p. 294.) coiir> 
tinett ceBeraliiia ita eDQatkii posser 

ut vaaix aequatienis fnadralicaa =16, T^....r-^ — •••• — ^ — •♦*• — etc. 1 , 

tum erit altera radiz hajas aequatioius 

U 1 < ^11 i 1 11 1 \. 

V ^» *!• — «h» «m. I Arn-« a am Ä o„ • / ' 

cf. etiam ,.Tfttorie des nombres^ par L-egendre, parf. 1. $* 10,'' (Addit» pRena 
Decembr. anno 1830 auct. Script.) 

•) Na9. comm, pelt, T, S-. Rem. tCarithm. tmiv» /. 8. 
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17. 

Potenzial- oder cyklisch- hyperbolische Functionen. 

(Vou Hrn. Prof. Cudermann zu Cleve*) 

CFurtseUung der Abbandlimg No. f., 14. und 28. im VI., No.9. und 21« im VIL» und No. 6. im 

VHI. Bande.) 



^■v 



IL 

Die briggischen Logarithmen der hyperbolischen Cosinus, 

Sinus und Tangenten aller Zahlen, welche gröfser als zwei 

sind, mit neun und zuletzt mit zehn Decimalziffern. 
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X:. 


log. eof. xr. 


D. 


log. &tn. Ar. 


D. 


log. Sans» ic. 


D. 


2,000 


0,875 4413 82 


4186 87 


0,559 5308 41 


4604 83 


0,984 0894 50 


31? 00 


2,001 


0,5^& 0QOI) 09 


4187 18 


0,559 9813 24 


4604 51 


9,084 1212 55 


317 33 


02 


76 ^787 87 


4187 48 


6») «17 75 


4504 18 


1529 88 


316 69 


03 


76 0975 SS 


4187 79 


0)8821 92 


4503 85 


1846 57 


316 06 


04 


77 1163 14 


4188 (10 


61 3325 77 


4603 52 


2102 6S 


315 43 


05 


77 6351 23 


4188 4ü 


61 7820 29 


4603 20 


2478 06 


314 80 


2,006 


0,577 0639 63 


4188 70 


0.562 2332 49 

• 


4502 87 


9,984 2702 86 


314 17 


07 


78 3728 33 


4180 00 


62 6S35 36 


4502 54 


3107 03 


3U5S 


06 


78 7917 32 


4189 30 


63 1337 00 


4502 22 


3420 68 


312 91 


09 


70 2106 03 


4180 (iO 


03 5840 12 


450190 


3733 49 


312 29 


10 


70 6296 24 


4189'9i 


64 0342 02 


4601 57 


4045 78 


311 67 


2,011 


0^680 0466 1« 


4100 21 


0,564 4843 SO 


4501 26 


0,984 4357 45 


31104 


12 


9) 4676 35 


4100 51 


64 0344 84 


4500 93 


4668 49 


310 43^ 


13 


80 88G0 85 


4100 81 


65 3845 77 


4500 61 


4078 92 


309 81 


14 


81 3057 05 


4191 U 


65 8346 38 


4600 29 


5288 73 


309 16 


15 


61 7246 77 


4101 41 


66 2846 66 


4409 97 


5597 89 


306 67 


2,016 


0,582 1440 17 


4101 70 


0,566 7346 63 


4400 65 


9,084 5000 46 


307 94 


17 


»1 5631 87 


4102 00 


67 1846 27 


4409 3S 


6214 40 


307 32 


18 


82 9823 88 


4102 30 


67 2346 60 


4409 01 


6521 72 


306 70 


19 


83 4U16 18 


4102 60 


68 0844 60 


4408 69 


6828 42 


306 10 


20 


83 82<J6 77 


4102 80 


68 5343 29 


4488 37 


7134 52 


305 48 


2,021 


0^584 2401 66 


4L93 18 


0,568 0841 ^ 


4408 00 


0,984 7440 00 


304 87 


22 


84 6504 85 


4103^8 


69 4330 72 


4407 74 


7744 87 


304 27 


23 


85 0788 32 


4193 77 


69 8837 46 


4407 48 


8r>49 14 


303 66 


24 


85 4982 00 


4194(18 


70 3334 89^ 


4407 11 


8152 80 


303 04 


25 


85 9176 16 


4184 35 


70 7832 00 


4406 80 


8655 84 


302 44 


2,026 
27 


0,580 3370 61 


4194 65 


0,571 2328 80 


4406 49 


9,964 8958 29 


30184 


86 7565 16 


4194 04 


71 6825 20 


4496 18 


9260 13 


301 25 


28 


87 1760 09 


4195 23 


72 1321 47 


4495 87 


0561 38 


300 63 


29 


87 5055 32 


4105 52 


72 5817 33 


440:^ 56 


ft^i2 Ol 


300 05 


30 


88 0190 83 


4106 8i 


73 0312 80 


4495 25 


9,086 0162 06 


200 43 


2,031 


0,588 4346 64 


4195 Of» 


0,573 4808 13 


4494 04 


0,985 0461 49 


208 85 


32 


88 8542 73 


4196 38 


73 9303 07 


4494 63 


07Ü0 34 


298 25 


33 


80 2739 11 


4190 67 


74 3797 70 


4494 31 


1058 59 


297 64 


34 


89 6035 78 


4196 96 


74 8292 Ol 


4494 06 


1356 23 


297 05 


35 


90 1132 74 


4197 24 


75 2780 02 


4403 TU 


1653 28 


290 45 


2,036 
37 


0^590 5329 99 


4197 53 


0,575 7279 72 


4493 30 


9,085 1040 73 


296 87 


91) 95?7 5? 


4197 82 


76 1773 12 


4493 09 


2245 G(» 


295 27 


38 


91 3725 33 


4198 10 


76 6766 W 


4402 78 


2540 87 


294 67 


39 


91 7923 44 


4198 30 


77 0758 98 


4492 47 


2835 54 


294 09 


40 


92 2121 83 


4108 68 


77 5251 46 


4402 17 


3129 63 


203 49 


2,041 
42 


0,502 6321) 51 


4198 96 


0,577 9743 63 


449187 


O;085 .U23 12 


292 92 


03 0510 46 


4109 24 


78 4235 5«) 


4491 57 


3710 04 


2D2 33 


43 


93 4718 70 


4199 52 


78 8727 07 


4401 27 


4000 37 


291 73 


44 


93 8918 23 


4199 80 


70 32J8 33 


4490 97 


4300 10 


291 17 


45 


94 3118 03 


4200 08 


79 7709 30 


4490 66 


4591 27 


200 58 


2,046 


0^04 7318 11 


421)0 36 


0,580 2190 96 


4490 36 


9i065 4881 85 


290 00 


AI 


95 1518 48 


4200 »'4 


80 Oe^M) 33 


4400 00 


5171 85 


289 42 


* • 

48 


95 5719 12 


4200 92 


81 1180 30 


4489 77 


5461 27 


288 85 


49 


95 092i> 04 


4201 20 


81 5670 10 


4480 47 


6750 12 


288 Vo 


SO 


96 4121 25 


4«01 48 


82 0150 et 


4489 17 


C038 37 


287 70 
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iog.€»f.t. D. kf.etn.jc. D. log. $«ii|. fc a 



2,050 


0^596 4121 25 


8201 48 


0,582 0169 62 


448017 


9,985 -eoSO 37 


107 70 


2,051 
62 


0,5üG 8322 73 


420126 


0,682 4648 80 


4488 87 


9,986 6326 07 


287U 


97 ^524 48 


4202 04 


.82 0137 67 


4488 68 


6613 19 


286 54 


&3 
54 


97 6726 52 


4202 31 


83 3626 25 


4488 2B 


6800 73 


285 07 


08 tm» Hi 


4202 69 


83 8114 63 


4487 99 


7185 70 


285 40 


SS 


98 5131 42 


4202 87 


84 2002 62 


4487 60 


747J 10 


204 82 


2,056 


41,598 0334 20 


4203 14 


(4684 7090 21 


4487 40 


01,986 7764 «2 


984 16 


57 


99 3537 4.) 


4203 42 


85 1577 61 


4487 11 


8040 18 


283 08 


68 


99 7740 85 


4203 69 


85 8064 71 


4486 81 


8323 86 


283 12 


60 


U»6U0 1944 54 


4203 91 


86 0551 62 


4486 62 


8606 08 


282 66 


60 


UU 0148 61 


4204 24 


86 5038 04 


4486 2J 


88M63 


'^«198 


2,001 


0,601 0352 76 


4204 5t 


0{,580 0614 27 


4486 04 


0,985 9171 4f 


28148 


62 


Oi 4667 27 


4204 79 


87 4010 20 


4486 66 


9452 93 


280 86 


6i 


Ul 8702 06 


420$ 06 


Sl 8495 8. 


4445 18 


9733 79 


280 30 


64 


4l2 29b7 :2 


4206 3) 


88 2981 21 


4466 07 


0^986^14 00 


279 74 


65 


(12 7172 44 


42U6 8U 


88 7466 27 


4484 78 


0293 81 


27019 


2,066 


0,913 1378 04 


4206 87 


m80 195L06 


4484 49 


0,986 0573 02 


278 01 


67 


03 6583 91 


4206 14 


S9 6436 66 


4484 21 


0051 64 


278 08 


68 


03 9790 04 


4206 40 


00 0919 76 


4483 92 


U80 77 


V7 n 


69 


04 3996 44 


4208 67 


OO 5403 68 


4483 6S 


1407 24 


V^9$ 


70 


04 8203 12 


4206 04 


90 9887 31 


4483 35 


1604 19 


276.41 


2,071 


0,606 2410 06 


J207 9I 


01,591 4370 66 


4483 06 


0.986 1060 60 


275 86 


72 


06G617 2Ö 


4107 48 


' Ol 8853 72 


448J 78 


2236 46 


275 30 


73 


06 0824 74 


4207 74 


02 3336 50 


4482 49 


:i61l 70 


274 75 


74 


Ü6 6032 48 


4208 01 


02 7818 90 


4482^1 


2786 51 


274 90 


73 


06 9240 49 


4208 27 


03 230120 


448192 


JN0O71 


273 66 


2,076 


0,607 M48 76 


4208 64 


<V693 6783 12 


446164 


0,98i6 2334 36 


273 10 


77 


07 7057 30 


4208 80 


94 1264 78 


448136 


3607 46 


272 56 


78 


08 1800 11 


4«U0O7 


94 5746 11 


4481 07 


»80 00 


272 00 


79 


06 6075 17 


4209 3) 


05 4»27 19 


4460 70 


«162 02 


27144 


80 


09 0284 61 


4200 59 


05 4707 07 


«480 62 


442J46 


27Ü93 


2,081 


0/i09 4494 10 


4209 86 


0,596 9180 49 


4480 24 


0,986 4604 89 


27018 


82 


O0 87U3 9tf 


4210 12 


96 3C68 73 


4479 06 


4964 77 


200 84 


83 


10 2914 08 


4210 38 


06 8148 60 


44^68 


5234 61 


269 31 


84 


iO 7124 46 


4210^ 


07^8 38 


44?J41 


6503 92 


268 76 


85 


11 1335 10 


4210 90 


07 7107 78 


4479 IS 


5772 66 


268 24 


2,086 


0,011 564S 99 


4211 16 


Ui^ 1588 91 


4478 85 


9,986 6040 92 


267 80 


87 


11 9767 16 


4211 42 


08 6066 76 


4478 58 


6308 61 


267 16 


88 


12 3908 57 

• 


4211 68 


90 0544 34 


4478 30 


0676 77 


»6 62 


89 


12 8180 25 


421103 


09 6022 64 


4478 03 


6816 30 


266 10 


90 


13 2302 18 


#21219 


90 0500 07 


44n76 


7108 40 


265 10 


2,09) 


0,613 6G0I 37 


4212 45 


O^iOO 9970 41 


4477 48 


9^986 7374 06 


265 02 


92 


14 0816 83 


4212 71 


00 8456 90 


4477 21 


7630 07 


264 51 


93 


14 5029 63 


#212 97 


Ol 2933 11 


4477 94 


7903 68 


263 06 


94 


14 9242 60 


4213 22 


Ot 7410 04 


4476 06 


8167 54 


263 45 


95 


15 3466 72 


4213 48 


02 1888 71 


4476 90 


8430 90 


262 91 


2,096 


0,615 7109 20 


il213 73 


%00t63i3 1O 


4475 12 


0,986 8803 90 


261 JO 


97 


16 1882 93 


421S90 


03 0839 22 


4475 86 


8916 20 


26186 


98 


16 6096 92 


4214 H 


0(3 6115 07 


4475 40 


0216 U 


26136 


99 


17 0311 16 


4214 50 


413 0790 06 


4475 31 


0470 50 


260 81 


2,100 


11 4626 M 


«U4 75 


04 4265 07 


4475 04 


9740 31 


260 20 
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/f. 


log, Sof. A-. 


P 


log. ©in. Ar. 


D. 


lüg. 30119. fr. 


n. 


2,10U 


0,C17 4626 66 


4214 75 


0,604 4265 <J7 


4475 04 


9,9»ü 11740 31 


260 29 


2.101 


0,617 874U 41 


4215 00 


0,604 8741 Ol 


4474 77 


0,987 0000 üO 


250 -77 


02 


IS 2<)5S 42 


4215 26 


05 3215 79 


4474 51 


02G0 37 


250 25 


03 


18 7170 67 


4215 51 


06 7690 29 


4474 24 


0519 62 


258 73 


04 


19 138G 18 


«215 76 


00 2164 53 


4473 08 


0778 35 


258 23 


05 


19 561)1 OS 


4216 01 


06 6638 51 


4473 71 


1036 58 


257 70 


2,106 


0,6iy W17 91 


4216 25 


0,0)7 1112 22 


4473 46 


9,987 1294 28 


257 26 


1 
07 


2Ü4ÜM 10 


4216 50 


07 5585 67 


4473 18 


1551 48 


256 6 


08 


2fj 8250 60 


4216 75 


06 0058 85 


4472 02 


18U8 16 


25G 10 


09 


21 2467 45 


4217 00 


OH 4531 77 


4472 66 


2064 32 


255 66 


10 


21 6684 44 


4217 25 


rj6 9ü(H42 


4472 39 


2319 98 


255 14 


2,111 
12 


0,622 0901 60 
22 5119 18 


4217 49 
4217 74 


0,609 3476 81 
09 7048 04 


4473 13 
447187 


. 9^7 2575 12 
?820 70 


254 64 
254 13 


13 


22 9336 92 


4217 99 


10 2420 81 


447161 


3083 80 


253 61 


14 


23 3554 91 


4218 23 


10 6892 41 


447134 


3337 50 


253 12 


15 


23 7773 14 


4218 48 


11 1363 76 


447108 


3590 62 


IKl 61 


2,116 


0,624 1901 61 


4218 72 


0,611 5834 84 


4470 82 


1^087 38^3 23 


252 09 


17 


24 6210 34 


4218 97 


12 0305 i» 


4470 56 


4005 32 


C51 tO 


18 


25 0429 3U 


4210 21 


12 4770 22 


4470 30 


4346 02 


261 ii^l 


19 


25 4648 51 


4219 45 


12 9246 52 


4470 IH 


4598 01 


250 58 


4 9^ 

20 


25 8867 07 


4219 70 


13 3710 56 


4469 70 


4848 59 


2Ji» (AI 


2,121 

22 


a626 3067 66 
26 7307 60 


4219 04 

4220 18 


0,G13 8186 34 
14 2655 87 


4460 53 
4460 27 


9,087 5O0S 6K 
5348 27 


240 iO 
240 09 


mhm0 

23 
24 
25 


27 1527 79 


4220 43 


14 7125 15 


4460 02 


5597 36 


248 6ri 


27 5748 21 


4220 67 


15 1504 17 


4468 76 


5845 96 


248 09 


27 09G8 88 


4220 91 


15 6062 93 


4466 51 


6004 05 


247 60 


2,126 
27 
28 
29 
30 


0,628 4189 79 
28 8410 03 


422115 

4221 39 


0,616 0531 44 
16 49')0 fiO 


4468 26 

44(iÖ «JO 


0,087 6341 65 

6:kS8 76 


247 11 
246 61 


29 263? 32 


4221 63 


16 0467 60 


4467 75 


6835 37 


246 12 


29ü{tö3 95 


4221 87 


17 3035 44 


4467 40 


7081 49 


245 63 


30 1075 62 


4222 11 


17 8402 04 


4467 24 


7327 12 


245 14 


2,131 
32 
33 
34 
35 


0,630 5207 92 
30 9520 27 


4222 35 
4222 58 


0,618 2870 18 
18 7337 17 


4466 09 
4466 74 


9^987 7572 26 
7816 00 


244 64 
244 15 


31 3742 86 


4222 82 


19 1803 9(3 


4460 40 


80iil 05 


243 67 


31 7965 67 

32 2186 73 


4223 06 
4223 30 


10 6270 30 
20 073fi63 


4406 24 
4405 99 


8304. 72 
8547 «JO 


24.T 18 

242 Oh 


2,136 
37 

38 
39 
40 


0,632 6412 03 
33 0635 56 
)3 4859 33 

33 9083 34 

34 3307 58 


4223 53 

4223 n 
42i;4 01 

4224 24 
4224 48 


0,020 S2(n 61 
^0068 35 
21 413J 84 

21 851)9 07 

22 3064 06 


44G5 74 
4465 49 
4465 24 
4464 09 
4464 74 


9,987 8790 58 
0032 79 
0274 51 
0515 73 
0756 48 


242 21 
341 72 

241 ti. 
240 75 
240 27 


2,141 
42 
43 
44 
45 


0,634 7532 06 

35 1756 77 
15 5981 71 

36 0206 88 
36 4432 29 


4224 71 

4224 94 

4225 17 
4225 41 
4225 64 


0,622 7528 81 

23 1993 30 

33 6457 55 

24 0921 56 

34 5385 32 


4464 50 
4404 25 
4464 01 
4463 76 
446J52 


9,987 9996 75 

0,988 0237 53 

0475 84 

0714 68 

0953 U3 


2.10 78 
239 31 
238 84 
238 3S 
237 89 


2,146 
47 
48 
49 
50 


0,636 8657 92 
37 2883 79 

37 7109 86 

38 1336 21 

39 6562 76 


4225 87 

4226 10 
4226 33 
4226 55 


0^624 9848 84 
25 4312 11 
25 8775 14 
36 3237 92 
36 77ÜO 47 


4463 27 
4463 U3 
4402 79 
4462 54 

• 


9,968 1190 92 
1428 32 
1065 20 
1901 71 
3137 71 

26 


237 40 
236 94 
276 45 
236 00 


CcUe». Jouniil a. M- Bd. VUl- Hft. 2. 
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17, Cudermann^ Potenzial^ Functionen Tu/* U. 



k. 


log. Sof« k. 


D. 


log. 6in« k. 


D. 


log. Sans* k. 


D. 


2,150 


0,6iS 5SG2 TG 


4226 78 


f»,626 7700 47 


4402 30 


9,938 2137 71 


235 51 


2,151 


0,038 9789 55 


4227 Ol 


0,627 2162 77 


4462 06 


9,938 2373 22 


235 05 


52 


30 4016 56 


4227 24 


27 6624 83 


4461 82 


2608 27 


234 50 


s^ 


39 8243 79 


4227 46 


28 1086 G5 


4461 53 


2842 86 


234 11 


5i 


40 2471 26 


4927 09 


28 &S4>)21 


4461 34 


>»'6 97 


233 64 


65 


40 €096 OS 


♦227 92 


29 0UJ9 5G 


4461 10 


3310 61 


233 19 


2,156 


0,641 0026 66 


4228 14 


0,629 4470 66 


4460 86 


9,988 3543 80 


232 72 


57 


41 5155 00 


4228 37 


29 893152 


4460 02 


3776 52 


232 M 


58 


41 9383 37 


4228 59 


80 3392 13 


4460 38 


40U6 76 


23179 


59 


42 3611 06 


4228 82 


30 7852 51 


4400 14 


4240 55 


23132 


60 


42 7840 78 


4229 06 


312312 66 


4469 90 


447187 


230 86 


^161 


0,6«3 2069 83 


4229 28 


01,631 6772 55 


4459 67 


0,988 4702 72 


230 39 


62 


43 6299 11 • 


4229 50 


32 1232 22 


4459 43 


4033 11 


229.93 


63 


44 0528 61 


4229 73 


32 509165 


4459 20 


6163 04 


229 46 


64 


44 4758 34 


4229 96 


33 0150 84 


4458 96 


6392 60 


229 0» 


65 


44 8068 29 


4230 17 


33 4010 61 


4468 73 


602162 


228 65 


1^166 


Ofi*& 3218 46 


4230 39 


0,633 9068 53 


4458 49 


9,988 6650 07 


228 10 


67 


46 7448 85 


4230 62 


34 3527 02 


4458 26 


6078 17 


227 66 


68 


46 1679 47 


4230 86 


34 7085 28 


4468 02 


6306 61 


227 20 


69 


46 5910 30 


423106 


35 2443 31 


4457 79 


6533 01 


266 73 


70 


47 0141 36 


423128 


35 6901 10 


4457 56 

• 


0759 74 


226 27 


2,171 


0,647 4372 64 


423150 


0^636 1358 65 


4457 33 


0,988 6086 Ol 


225 83 


72 


47 8604 14 


4231 72 


36 6815 98 


4457 10 


721184 


225 38 


73 


46 2935 86 


423104 


37 0273 08 


4456 86 


7437 22 


224 03 


74 


46 7067 79 


4232 16 


37 4729 94 


4456 63 


7662 15 


224 47 


75 


49 1290 95 


4232 37 


37 9186 57 


4456 40 


7886 62 


224 06 


2,176 


0,649 5532 32 


4232 50 


0^638 3642 98 


4446 17 


9^988 8110 66 


223 67 


77 


40 9764 92 


4232 81 


38 8099 15 


4455 94 


8334 23 


223 U 


78 


60 3997 73 


4233 03 


39 2555 00 


4455 72 


8657 36 


222 70 


79 


50 8230 75 


4233 2$ 


30 7010 81 


4455 40 


8780 06 


222 23 


80 


512464 00 


4233 46 


40 1466 29 


4465 26 


0002 20 


32180 


2,181 


0,651 6^97 46 


4233 68 


0^640 5921 55 


4466 03 


9,968 9224 00 


22136 


82 


S2 0931 14 


4233 90 


41 0376 58 


4454 80 


9445 44 


220 90 


83 


52 5165 04 


4234 U 


41 4831 38 


4454 58 


0666 34 


»>47 


84 


52 0399 15 


4234 33 


419285 96 


4454 35 


9686 81 


220 03 


85 


63 3633 47 


4234 56 


41 3740 31 


4454 13 


0^989 0106 64 


219 50 


2,186 


0^7868 01 


4234 76 


0^642 8194 41 


4453 90 


0^968 0326 43 


219 IS 


87 


54 2102 76 


4234 97 


43 2648 34 


4453 68 


0645 58 


218 71 


88 


64 6337 73 


4235 18 


43 7102 02 


4453 46 


0764 29 


218 29 


89 


65 0572 90 


4235 39 


44 1555 48 


4453 23 


0982 58 


217 84 


90 


65 461« 29 


4235 60 


44 6008 71 


4453 01 


1200 42 


217 40 


2,191 


<V6iS0043 90 


4235 81 


0^646 0461 72 


4452 79 


9^909 1417 83 


216 97 


92 


56 3279 71 


4236 03 


45 4914 50 


4452 54 


1634 79 


216 64 


93 


56 7515 76 


4236 24 


45 9367 07 


4452 34 


185133 


216 U 


94 


67 1751 97 


4836 46 


46 3819 41 


4462 12 


2067 44 


215 67 


95 


67 50» 42 


4236 66 


46 8271 53 


445190 


2283 11 


2U24 


2,196 


0^668 0225 08 


42J6 87 


0^647 2723 43 


445168 


0,989 2498 36 


214 81 


97 


68 4461 94 


4237 U6 


47 7175 11 


4451 44 


2713 17 


214 37 


98 


68 8690 02 


4237 29 


48 1626 56 


445124 


2927 54 


2U96 


99 

:l2oo 


68 2996 30 
80 7173 80 


4237 40 


48 6077 80 

49 0528 82 


445102 


314150 

3365 02 


2U62 



17. Gudermannf Potenzial - Functionen Taf. U. 
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k. 


log. €of. k. 


D. 


log. ©in, k. 


D. 


log, Sönj. k. 


D. 


2,200 


0,659 7173 80 


4237 70 


0,649 052/^ {£2 


4450 81 


9,089 3355 02 


213 U 


2,201 


€^6C9 1411 50 


4237 01 


0,649 4979 63 


4450 59 


9,989 3566 13 


212 88 


02 


60 5649 41 


4238 12 


40 0430 22 


4450 37 


3780 81 


212 26 


03 


60 0887 53 


4238 33 


50 3880 59 


4450 16 


3993 06 


2U89 


04 


61 412S 86 


4238 63 


50 8330 75 


4440 »4 


42(M89 


211 40 


05 


618364 30 


4238 38 


51 2780 68 


4449 72 


4416 29 


210 99 


2,206 


^663 2GÜ3 13 


4238 94 


0,651 7230 41 


4449 50 


9,989 4627 28 


210 56 


07 


62G642U7 


4239 16 


52 1679 91 


4440 29 


4837 84 


210 14 


08 


63 1(J61 22 


4239 35 


52 6129 20 


4440.07 


5017 9S 


209 72 


09 


63 5320 57 


4239 56 


63 0578 27 


4448 86 


5257 70 


209 29 


10 


63 0560 13 


4239 76 


53 5027 11 


4448 64 


5466 99 


208 88 


2,211 


0,664 3799 89 


4239 97 


0,653 9476 76 


4448 42 


0,989 5675 87 


2fn 45 


12 


64 8039 86 


4240 17 


54 3924 19 


4448 21 


68^4 32 


206 06 


13 


65 2280 02 

% 


4240 37 


54 8372 40 


4448 (JO 


C092 38 


207 62 


14 


65 652t) 30 


424(»57 


55 2820 39 


4447 78 


6300 00 


207 20 


15 


66 0760 97 


4240 78 


55 7268 17 


4447 57 


6607 20 


2lfi8U 


2,216 


0,666 5<: )! 74 


4240 98 


0,656 1715 74 


4447 36 


0,989 6714 00 


206 38 


17 


66 9242 72 


4241 18 


66 6163 10 


4447 14 


6920 38 


805 96 


18 


67 3483 9J 


4241 38 


57 0610 24 


4446 93 


7126 34 


805 55 


19 


67 7725 28 


424158 


57 505/ 17 


4446 72 


733180 


206 14 


20 


66 1966 86 


424178 


57 950: 80 


4446 5? 


7537 03 


204 74 


2,221 


0^668 6208 64 


4241 98 


0,658 3050 41 


4446 91 


0,989 7741 n 


204 33 


22 


69 0450 62 


4242 18 


58 8396 72 


444610 


7946 10 


203 Ol 


23 


00 4692 81 


4242 38 


59 2842 82 


4446 9J 


8180 Ol 


203 S% 


24 


09 8935 10 


4242 58 


59 7288 72 


4445 69 


8369 59 


203 10 


25 


70 3177 77 


«242 78 


60 1734 40 


4446 48 


8566 69 


202 71 


2,226 


0,670 7420 54 


4242 97 


0^660 6179 8S 


4446 27 


8,060 8769 34 


?02 30 


27 


71 1663 52 


4243 17 


61 0625 16 


4445 07 


»90164 


202 90 


28 


71 5006 60 


4243 37 


615070 23 


4444 88 


9163 54 


201 49 


29 


72 0150 06 


4243 57 


61 9516 09 


4444 66 


«366 03 


20106 


30 


72 4393 63 


4243 76 


62 3959 74 


4444 46 


0566 11 


2f;0 60 


2,231 


0,6718637 30 


4243 08 


0,662 8404 19 


4444 24 


0,989 0766 80 


200 20 


32 


73 2881 34 


4244 16 


63 2848 43 


4444 04 


9067 09 


100 88 


33 


73.7125 50 


4244 35 


63 7202 47 


4443 83 


9,990 0106 97 


19} 40 


34 


74 1360 84 


4244 54 


64 1736 30 


4443 63 


0300 46 


109 00 


35 


74 5614 38 


424474 


64 6179 93 


4443 42 


0505 56 


108 00 


2,236 


0,874 9859 12 


4244 97 


0,666 0^23 36 


4443 22 


0,990 0704 24 


10S28 


37 


75 4104 05 


4246 12 


65 506G57 


4443 02 


0962 52 


197 90 


38 


75 83*9 17 


4245 32 


66 9500 59 


4U2 81 


1160 42 


107 49 


39 


76 2594 40 


4245 51 


66 3952 40 


4442 61 


1357 91 


197 10 


40 


76 6840 00 


424S 7U 


66 8395 01 


4442 41 


1555 Ol 


190 71 


2,241 


0^1085 70 


4245 90 


0,667 2837 42 


4442 21 


0,990 1751 72 


196 31 


42 


77 5331 60 


4246 09 


67 7279 63 


4412 01 


19)6 03 


195 93 


43 


77 9577 6S 


4246 28 


68 172164 


4441 81 


2143 96 


195 54 


44 


78 3Ö?3 96 


4246 47 


68 6163 46 


4441 61 


2330 50 


105 14 


45 


78 8070 43 


4246 69 


89 6005 07 


#♦1« 


2534 64 


104 75 


2,246 


0^670 2117 09 


4246 85 


OjGSO 5046 48 


444122 


0,090 2720 39 


194 37 


47 


79 6563 94 


4247 04 


60 94B7 70 


4441 02 


2923 76 


193 97 


48 


80 <J810 96 


4247 39 


70 3928 71 


444082 


3117 73 


193 59 


49 


80 5058 21 


4947 41 


70 8369 63 


4440 63 


3311 32 


193 30 


50 


80 0906 0» 




71 ^10 11^ 




35(i4 52 

26* 
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17. Gudermann, Pot9ntiat - Functionen Taf. II, 



k. 


log. Cef. x*. 


D. 


log. d'R, k. 


D. 


log. Zang^ k. 


D. 


2,250 


(1,690 9305 63 


4247 61 


0,671 2810 U 


4440 42 


9,980 3604 52 


190 81 


2,251 


(S6Bi 3553 24 


4247 80 


0,671 7250 57 


4440 22 


0,980 3697 33 


192 4« 


52 


AI 7801 US 


4H7 9B 


72 1601) 80 


4440(0 


3860 77 


102 0« 


53 


82 2019 02 


4248 17 


72 6130 83 


4439 83 


406181 


19106 


54 


82 6297 19 


4248 36 


73 0570 60 


4439 64 


4273 47 


19127 


55 


83 0$4SS5 


4248 55 


73 5010 20 


4439 44 


4464 74 


1UU89 


2,256 


(J»683 «791 10 


4248 73 


6^673 9149 73 


4439 25 


9,<I90 4655 (i3 


190 82 


57 


83 9012 83 


4248 92 


74 3888 98 


4439 05 


«846 15 


lüO 13 


58 


8t 3291 75 


4279 10 


74 8328 (13 


4438 86 


50)6 28 


189 75 


59 


84 7540 86 


4249 29 


75 2766 89 


4438 6(i 


5226 i» 


180 38 


60 


85 1790 14 


4249 48 


7S7205 55 


4438 47 


5415 U 


188 90 


2,261 


0,665 6039 62 


4240 66 


0^676 t644 (12 


4438 28 


9,^)90 5604 40 


188 61 


62 


86 0269 28 


4249 86 


76 6082 29 


4438 08 


5703 Ol 


188 28 


63 


86 4639 U 


4250 03 


77 U52U 38 


4437 89 


5!«1 25 


187 80 


64 


86 878916 


4250 21 


77 4038 27 


4437 70 


6160 11 


187 40 


65 


87 3039 37 


4250 40 


77 0395 97 


4437 51 


6356 (Ü) 


187 U 


2,266 


0,687 7289 76 


4250 58 


0^678 3833 48 


4437 32 


9,990 6543 72 


186 71 


67 


88 1640 34 


4260 76 


78 8270 80 


4437 13 


6730 46 


ISO 34 


68 


89 579110 


«250 9« 


79 2707 93 


4436 9« 


6016 83 


185 98 


69 


89 (XI42 05 


4251 U 


79 7144 80 


««36 75 


7102 81 


185 68 


70 


89 4293 17 


4251 31 


80 1581 61 


««36 56 


7288 44 


185 2» 


2,271 


0,689 8544 48 


425149 


(V880 60t8 17 


««36 37 


9,080 7473 60 


184 88 


72 


90 2795 97 


425167 


810454 64 


«436 10 


7658 57 


184 51 


73 


90 70^7 64 


425185 


814890 72 


4435 90 


7843 00 


IM 15 


74 


91 1299 48 


4252 08 


819326 71 


4435 81 


8087 23 


183 78 


75 


91 5551 51 


4252 21 


82 3762 52 


4435 02 


OUIOI 


103 41 


2,276 


0,091 98r)3 72 


4252 39 


0^682 8198 14 


««36 «3 


9,990 8394 42 


183 0« 


77 


92 4056 U 


4252 57 


83 2633 57 


«435 24 


8577 46 


180 68 


78 


92 83U8 67 


4252 75 

t 


83 7068 81 


«435 06 


8760 14 


182 31 


79 


93 256142 


4252 92 


84 1503 87 


4434 87 


0942 45 


181 96 


80 


93 6614 34 


4253 10 


84 5938 7« 


«434 68 


0124 4U 


18167 


2,281 


0,69« 1067 46 


4253 28 


0,685 0373 42 


4434 60 


9,980 9906 97 


10120 


82 


94 5320 73 


4253 46 


85 4807 02 


«434 31 


9187 19 


100 06 


83 


94 9574 18 


4253 63 


85 9242 23 


««34 13 


0660 05 


180 40 


84 


95 3827 82 


4253 81 


86 3676 36 • 


«433 95 


0848 5« 


900 1« 


85 


96 8U8163 


4263 99 


86 8110 31 


«433 70 


0,9010028 68 


179 78 


2,286 


0,606 2335 61 


4254 16 


€^687 2544 07 


«433 50 


0,901 0208 «6 


170 40 


87 


96 6589 77 


4254 34 


87 6977 65 


• 4433 40 


0387 60 


in>ü6 


88 


97 0644 11 


4254 51. 


8814U06 


«433 21 


11666 94 


178 69 


89 


97 5098 63 


4254 69 


88 5844 20 


4433 03 


07«5 63 


178 36 


90 


97 9353 31 


«254 86 


80 0277 20 


0432 86 


0023 98 


in 80 


2,291 


0,698 3608 18 


4255 04 


O^OBO 4710 14 


4432 67 


8^901110196 


177 6« 


92 


{16 7863 21 


4255 21 


89 9142 81 


«432 40 


1279 60 


177 00 


93 


99 2118 43 


4255 39 


90 3575 29 


4432 31 


1666 06 


176 03 


94 


99 6373 81 


«255 66 


90 8007 60 


443213 


1833 70 


178 56 


95 


0^700 Ü629 37 


4255 73 


Ol 2439 72 


443186 


1010 35 


170 02 


2,296 


0^700 4885 10 


«255 90 


0>691 6871 07 


443177 


9^901 1086.57 


175 06 


97 


00 9141 Ol 


4256 08 


92 1303 44 


443150 


0102 43 


175 50 


98 


013397 06 


4256 25 


92 5735 03 


443141 


0337 06 


175 10 


99 


Ol 7653 33 


«156 42 


03 0166 44 


4431 2S 


2513 11 


174 01 


*A300 


02 1909 75 




03 4597 67 




0687 90 





17. G udermann^ Potcnziaf - Functionen TaJ\ IL 201 



k. 


log. €of. Ä-. 


D- 


log. ©in. k. 


D. 


log. !lans. Ar. 


D. 


2,300 


0,702 191» 75 


4256 S9 


0,093 4597 67 


4431 05 


9,991 2687 92 


174 47 


2,301 


0,702 6166 34 


4256 76 


6,693 9038 73 


4430 87 


9,991 2862 39 


174 11 


02 


i>3 0«23 10 


4256 93 


94 3459 60 


443O70 


3036 50 


173 77 


03 


(0 46«» 113 


4257 10 


04 7890 30 


4430 52 


3210 27 


173 42 


04 


03 8037 U 


4257 27 


05 2320 81 


4430 34 


3383 69 


173 07 


05 


U« 310« 40 


4257 44 


05 6751 10 


4430 17 


3656 76 


172 73 


2>306 


0,7(14 74S1 84 


4257 81 


0,096 1181 33 


4430 99 


9,991 3729 49 


172 38 


07 


OS t7t)9 4S 


4257 78 


96 5611 32 


4429 82 


3901 87 


172 04 


08 


(I5S967 23 


4257 96 


97 004114 


4429 64 


4073 91 


171 70 


09 


06 0224 17 


4258 11 


97 4470 78 


4429 47 


4246 61 


171 34 


10 


(«4483 29 


4258 28 


97 8800 24 


4429 29 


4416 95 


171 Ol 


2,311 


0^706 8741 47 


4258 45 


0,898 3329 53 


4429 12 


0,991 4687 96 


170 67 


12 


07 30U1)02 


4258 82 


08 7758 66 


4428 94 


4738 63 


170 33 


13 


07 7258 63 


4258 78 


09 2187 59 


4428 77 


4028 9i 


169 98 


14 


06 1517 42 


4258 95 


99 6616 36 


4438 59 


5098 94 


169 64 


15 


08 5770 37 


4259 12 


0»700 1044 95 


4428 42 


5268 68 


169 30 


2,316 


0,71» 0036 49 


4^59 29 


O,7U0 5473 37 


4428 26 


9,001 5437 88 


168 97 


w 

17 


00 4294 77 


4259 46 


«M) 9901 62 


4438 08 


5G06 85 


168 63 


18 


00 85S4 22 


4259 62 


Ol 4329 70 


4427 90 


6775 48 


lewM 


19 


10 2813 84 


4259 79 


Ol 8757 60 


4427 73 


5043 76 


167 «M 


20 


11) 7073 63 


4259 94 


02 31B5 33 


4427 56 


6111 70 


167 6! 


2,321 
22 


0,711 !333 58 


4260 11 


0,702 7612 80 


4427 39 


9,991 Ü279 31 


167 29 


tl 5593 68 


4260 27 


03 2040 28 


4427 22 


6446 60 


166 05 


23 


119853 96 


4260 44 


03 6467 51 


4427 06 


6613 55 


166 62 


24 


12 4114 39 


4200 60 


04 0894 50 


4436 88 


6780 17 


166 28 


25 


12 8374 90 


«260 76 


01532144 


4426 72 


0046 45 


165 96 


2,326 
27 


0,713 2635 75 


4260 93 


0,704 9748 16 


442t) 55 


9,091 7112 41 


J65 6I 


13 689G W 


426100 


05 4174 70 


4426 38 


7278 02 


165 2<* 


28 


14 1157 77 


4261 25 


05 8601 08 


442«) 31 


7443 31 


164 96 


29 


14 5419 02 


4261 41 


06 3027 29 


4436 04 


7 J» 27 


164 63 


30 


U 14680 43 


426J 57 


(Mi 7453 33 


4435 87 


7772 90 


164 30 


2,331 
32 


0^715 3942 09 


4261 73 


0,707 1870 20 


4425 71 


%mi 7937 20 


163 09 


15 8203 73 


426189 


07 6304 92 


4425 54 


8101 19 


lb3 64 


33 


16 2465 63 


4202 05 


08 0730 46 


4425 37 


8364 83 


163 13 


34 


16 6727 68 


4262 21 


08 5155 83 


4425 20 


8428 15 


162 9« 


35 


17 0989 90 


4262 37 


08 9581 03 


4435 04 


8591 U 


162 67 


2,336 


0,717 5252 27 


4262 53 


0,709 4006 07 


4434 87 


9,991 8753 80 


162 34 


37 


17 9514 80 


4'2ö2 69 


09 8430 94 


4434 71 


8916 14 


16} Ol 


38 


18 3777 49 


4262 85 


10 2855 64 


4424 54 


9078 15 


16168 


39 


18 8010 34 


4263 Ul 


10 7280 17 


4424 37 


9339 83 


161 37 


40 


19 2303 3S 


4263 17 


11 1704 66 


4424 21 


9401 20 


16104 


2,341 
42 


0,719 6566 52 


4263 33 


0,711 612« 76 


4424 06 


9,991 9503 34 


160 73 


20 0829 84 


4263 48 


13 0552 81 


4423 89 


9722,97 


160 39 


43 


20 5093 33 


4263 64 


12 4976 69 


4433 72 


9883 36 


160 09 


44 


20 9356 97 


4263 80 


12 9400 42 


4433 56 


9,993 0043 45 


159 76 


45 


213620 76 


4263 96 


U3823 97 


4433 40 


0203 21 


159 44 


2,346 
47 


0^721 7884 72 


4264 11 


0,713 8247 37 


4423 23 


9.992 0362 66 


159 12 


22 2148 83 


4264 27 


14 2670 60 


4433 07 


052177 


138 81 


48 


22 6413 10 


4264 43 


14 7003 68 

• 


4432 91 


0680 68 


158 48 


49 


23 0677 53 


«»4 58 


15 1616 39 


4422 75 


0830 06 


168 17 


50 


S3 4942U 




15 5939 34 




0997 23 





202 17. Gu der mann, Potenzial "Functionen Taf. II. 



k. 


log. gof. k. 


D. 


log. Gm. k. 


D. 


log. Sonf . k. 


a 


2,350 


a>723 4942 Jl 


4264 74 


0^715 6939 34 


4422-59 


9,992 0907 23 


157 88 


2351 


0,713 93116 84 


4202 fß 


0,716 0361 92 


4422 43 


9,992 1155 (J8 


157 54 


52 


24 3471 73 


4206 04 


16 4784 35 


4422 27 


1312 02 


157 29 


S3 


«4 7736 77 


4206 20 


]6 92iri62 


4422 11 


1469 86 


156 91 


64 


25 200197 


4265 35 


17 3628 73 


442195 


1626 70 


156 00 


55 


25 6267 32 


4265 51 


17 8050 68 


442197 


1783 36 


156 28 


2,356 


0,726 0532 83 


4265 €0 


0^718 2472 47 


442164 


9,992 1939 64 


166 99 


57 


26 4796 48 


4265 81 


18 6894 11 


442148 


2095 63 


156 6S 


58 


26 9064 30 


4265 96 


19 1315 58 


4421 32 


2251 28 


155 36 


59 


27 3330 26 


4266 12 


19 5736 90 


442116 


24Ü6 64 


155 00 


60 


27 7590 37 


«266 27 


20 0158 07 


4421 00 


256170 


154 72 


2,361 


0,728 1862 64 


4266 42 


0^72» 4579 06 


4420 84 


9,992 2716 42 


154 42 


62 


28 GI20 0I 


4206 57 


20 8990 90 


4420 68 


2870 84 


154 11 


63 


29 0395 64 


4266 72 


21 3420 59 


4120 53 


3024 95 


153 80 


64 


29 4602 36 


4266 87 


21 7841 11 


4420 37 


3178 75 


153 50 


65 


29 8929 2S 


4267 03 


22 226148 


4420 21 


3332 25 


1S3 19 


2,366 


0,730 3196 26 


4267 17 


0^722 6681 70 


4420 00 


9,992 3485 44 


152 88 


67 


30 7463 43 


4267 32 


23 1101 75 


4419 90 


3638 33 


152 58 


68 


31 1730 7Ö 


4267 47 


23 5521 66 


4419 75 


3798 00 


152 27 


69 


315998 23 


4267 62 


23 9941 4» 


4419 59 


3943 17 


15198 


70 


32 0265 85 


4267 77 


24 436100 


4419 44 


4095 15 


15165 


2,371 


0,732 4533 63 


4267 92 


0,724 ff%0 43 


4419 29 


0,992 4246 80 


15137 


72 


32 9^1 65 


4268 07 


25 319!» 72 


4419 13 


4398 17 


151 06 


73 


33 3069 62 


4268 2^ 


25 7618 85 


4418 98 


4549 23 


150 76 


74 


33 7337 84 


4268 37 


28 2037 83 


4418 83 


4609 99 


150 46 


75 


34 1606 21 


4268 52 


26 6156 66 


4418 67 


4850 45 


150 16 


2,376 


0^734 6«74 72 


4263 60 


0,727 0875 33 


4418 52 


9,992 5000 61 


140 86 


77 


35 0143 39 


4268 81 


27 5293 85 


4418 37 


5150 46 


149 56 


78 


95 4412 20 


4268 96 


27 9712 22 


4418 22 


5300 02 


140 20 


79 


35 8681 16 


4269 11 


1^4130 44 


4418 07 


5449 28 


148 96 


80 


36 2950 27 


4260 25 


28 8548 51 


4417 91 


5593 24 


14Ü66 


2,381 


0)736 7219 52 


4209 40 


0,729 2666 42 


4417 70 


9^603 S746 90 


148 36 


82 


37 1468 92 


4269 64 


29 7384 18 


4417 61 


5805 26 


148 07 


83 


37 5758 46 


4260 68 


30 160^79 


4417 46 


6043 33 


147 78 


84 


38 0028 14 


4269 83 


30 6219 25 


4417 31 


0191 11 


147 «7 


85 


38 4297 96 


4269 07 


310636 56 


4417 16 


6338 58 


147 19 


2,386 


0,738 8Sfi7 OS 


4270 12 


0,731 5053 72 


4417 01 


9,09^ 6485 77 


146 90 


87 


39 2838 07 


4270 26 


31 9470 74 


4416 86 


6632 67 


146 59 


88 


39 7108 34 


4270 40 


32 3887 60 


4416 71 


6779 26 


146 31 


89 


40 4318 74 


4270 55 


32 8304 34 


4410 57 


6925 57 


146 0t 


90 


40 5649 30 


4270 69 


33 2720 88 


4416 42 


707158 


146 72 


2,391 


0^740 9019 99 


4270 84 


0,733 7137 29 


4416 27 


9,992 7217 30 


145 43 


92 


41 410U 83 


4270 98 


34 1553 56 


4416 12 


7362 73 


145 1« 


93 


41 8461 81 


4271 1? 


3i 5960 68 


4415 97 


7507 87 


144 88 


94 


42 2732 93 


4271 27 


35 0385 65 


4415 82 


7652 72 


1U56 


95 


42 7004 20 


4271 41 


15 480147 


4415 68 


7797 27 


144 27 


2,396 


0^743 1275 61 


427t 55 


0,735 0217 15 


4415 53 


9,992 794|54 


143 98 


97 


43 5547 16 


4271 70 


30 3632 66 


4415 38 


8086 6« 


143 88 


^ 


43 0618 86 


4271 48 


)tf8048 06 


4415 24 


1^229 20 


143 40 


99 


44 4090 70 


4271 08 


37 2463 30 


4414 08 


8372 00 


143 U 


2,400 


44 8302 68 




87(878 39 




8616 21 





17. Gudermann , Potential -Functionen Taf.ll. 



203 



k. 


log. Sof. »• 


D. 


log. 6in. k. 


D. 


log. Sanfl. k. 


a 


2,400 


0,744 a36? 66 


427211 

• 


0,737 6978 39 


4414 96 


9,992 8525 71 


142 64 


2,40t 


0,745 2634 79 


4272 26 


0^738 1203 y\ 


4414 60 


9,992 8658 56 


142 64 


03 


46 «007 US 


4272 40 


38 57(« U 


4414 66 


8801 09 


142 26 


03 


40 I17U 45 


4272 64 


39 0122 80 


4414 61 


6943 35 


14197 


04 


46 545199 


4272 67 


30 4637 31 


4414 37 


OrjOS 32 


14170 


05 


46 9724 66 


4272 62 


99 8961 €8 


4414 23 


9227 02 


14141 


2»406 


. 0,747 391)7 46 


4372 96 


0,740 3365 91 


4414 06 


9,992 93G6 43 


141 19 


07 


47 8270 4S 


4273 00 


40 7779 99 


4413 94 


96<I9 66 


140 86 


08 


48 2543 62 


427J 23 


41 2193 94 


4413 80 


OOSO 42 


140 56 


09 


48 6616 79 


4273 37 


416607 73 


4413 66 


9790 98 


140 29 


10 


49iuoun 


4273 61 


42 10U30 


4413 61 


993127 


140 00 


2,411 


0,749 5363 63 


4273 65 


0,742 6494 90 


4413 37 


6,993 0071 27 


139 72 


12 


49 9637 28 


4273 78 


42 9646 27 


4413 29 


0210 99 


139 46 


15 


50 3911 U6 


4279 92 


43 4261 m 


4413 09 


0350 44 


139 17 


14 


m 8184 96 


4274 06 


43 6674 69 


4412 94 


0489 01 


138 89 


IS 


512459» 


«274 19 


44 3U67 63 


4412 60 


4628 50 


138 6i 


2,416 


0,751 6733 22 


4274 31 


0»744 7500 33 


4412 66 


9^993 0767 11 


136 33 


17 


Ö2 10U9 65 


4274 47 


45 1012 99 


4412 52 


liUori 44 


138 05 


18 


52 6269^02 


4274 60 


45 6325 61 


4412 36 


104J49 


137 78 


19 


52 956062 


4274 73 


46 0737 89 


4412 24 


1181 27 


137 50 


20 


63 383136 


4274 67 


46 5150 12 


4*12 10 


U18 77 


137 23 


2,431 


0,763 8106 22 


4276 Ol 


0,746 9662 22 


441196 


9^993 1456 00 


136 95 


23 


64 2381 23 


4276 14 


47 3974 18 


441182 


1592 95 


136 66 


23 


64 6666 37 


4276 28 


47 8386 01 


441163 


1729 64 


136 40 


24 


65U93166 


4276 41 


48 2797 69 


441156 


1866 04 


1J6 13 


25 


65 62U7U6 


4276 55 


48 7209 29 


44U41 


2002 17 


136 66 


2^426 


0^755 9482 61 


4276 09 


0,749 1620 64 


441127 


9^903 2138 03 


135 59 


27 


56 9756 29 


4275 81 


49 G031 91 


4411 19 


2273 62 


135 32 


28 


66 8034 10 


4275 96 


50 0443 04 


4410 99 


2408 94 


135 06 


29 


57 2310 04 


4276 06 


60 4664 03 


4410 86 


2543 99 


IM 78 


30 


S7 6666 12 


4276 21 


60 9264 89 


4410 72 


2678 77 


134 51 


2,431 


0,758 (»62 33 


4270 94 


0,751 3675 61 


4410 58 


9^993 2813 28 


134 24 


32 


68 6138 66 


4276 47 


51 HIM6 21) 


4410 46 


2947 62 


133 97 


33 


68 9415 16 


4276 60 


52 2496 64 


4410 92 


308149 


133 71 


34 


69 369176 


4276 74 


52 6906 96 


4410 16 


3216 20 


133 46 


S5 


69 7966 40 


4270 67 


63 1317 14 


4410 05 


3346 66 


133 17 


2,436 


0,700 2245 36 


4277 00 


0^753 6727 18 


44<in 91 


9,993 34S1 82 


132 93 


37 


60 6622 35 


4277 13 


64 0137 10 


44'J9 78 


9614 75 


132 64 


38 


61 0799 46 


4277 26 


54 4546 87 


4409 64 


9747 30 


132 39 


39 


Ol 5076 74 


4277 30 


64 8966 52 


4409 51 


3379 78 


132 12 


40 


619J64 12 


42n 62 


66 3366 02 

■ 


4400 97 


40U90 


131 85 


2^1 


0^762 363164 


4277 66 


0,755 7775 39 


44IJ0 24 


9,993 4149 75 


131 69 


42 


02 79rj9 29 


4277 76 


56 2184 63 


4409 10 


4275 34 


13131 


43 


03 2187 07 


4277 91 


66 6693 73 


44<«97 


4406 66 


131 06 


44 


63 6464 96 


4278 04 


67 lOin 70 


4408 84 


4637 72 


130 60 


45 


04 0743 02 


4278 17 


67 6411 64 


4408 71 


4668 5*2 


910 53 


3,446 


0^764 50H 19 


4278 29 


0^757 0920 24 


4408 57 


t,993 4799 05 


130 29 


47 


64<J299 48 


4278 42 


68 4228 82 


4408 44 


4929 34 


130 02 


48 


65 JS77 90 


4278 56 


68 8637 2G 


4408 31 


6059 36 


129 76 


49 


66 78:>6 45 


427S66 


69 3045 67 


44l«i 18 


6189 12 


129 49 


60 


06 2135 13 




69 7«63 74 




5318 61 
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17. Cud ermann, Potenzial- Functionen T.r/. tl. 



k. 


log. eof. A:, 


D. 


log. ein. AT. 


u. 


log. :^an9« ^« 


U, 


2,450 


0,7Ü<i 2135 U 


4278 81 


0,759 7453 74 


4408 05 


9,993 6318 61 


120 24 


2,451 


0,766 6*13 9* 


4^78 93 


0,700 1861 79 


44^)7 92 


9,993 5447 85 


128 99 


52 


6? t)«^2 87 


4279 06 


60 6269 71 


4407 78 


5676 84 


128 72 


53 


67 4971 9J 


4279 10 


61 0677 49 


4407 65 


6705 66 


138 47 


54 


67 «)25l 11 


4279 31 


61 5(M5 14 


4407 52 


6834 03 


128 2U 


bS 


68 SriKI 43 


42T0 44 


61 940*2 66 


4407 30 


5062 23 


127 02 


•2,456 


.Ü.TCH 7?*'0 86 


4270 57 


Oy762 SOOO (J6 


4407 26 


9,993 6090 20 


177 m 


57 


60 21)60 43 


4270 «» 


62 834)7 S2 


44<»7 n 


0217 80 


127 44 


58 


60 63Ü9 12 


4270 82 


63 2714 45 


4407 Ol' 


6345 33 


127 18 


59 


70 \XA% Ö* 


4279 05 


63 7121 45 


44410 87 


6472 61 


126 92 


60 


70 4028 89 


«280 01 


64 1528 32 


441 H> 75 


6699 43 


126 66 


2,461 
62 


0,770 02<JB 90 


4280 10 


0,764 5035 07 


4406 68 


9,993 6726 11 


126 42 


> 

71 3480 15 


4':80 32 


65 (>341 68 


44<I6 49 


6852 63' 


126 17 


63 


f l 7769 47 


4280 44 


65 4748 17 


44(J6 36 


6078 70 


125 92 


64 


n 2049 91 


4280 56 


65 9154 53 


4l<Jü 23 


7104 62 


125 68 


65 


72 6334141 


4280 69 


66 3560 77 


4406 11 


7230 30 


125 41 


2,466 


0,773 0611 16 


4280 81 


0,766 7966 87 


^Sb tt 


9^903 7355 71 


125 n 


67 


73 4891 97 


4280 93 


Q7 2372 85 


44(t5 85 


7480 88 


124 02 


6a 


73 9172 90 


428106 


67 6778 70 


44«»5 73 


7bit5 80 


124 67 


69 


74 3453 96 


4281 18 


68 1184 43 


44<K'> 60 


7730 47 


124 42 


70 


74 7735 14 


4281 30 


68 5500 03 


4405 47 


7854 80 


124 17 


2,47t 


0^775 2016 44 


4281 43 


0,768 0005 50 


4405 35 


9»993 7970 Oü 


123 91 


72 


75 62'^7 «7 


4181 5S 


60 440(> 84 


44a- 22 


8102 68 


123 bh 


73 


70 a'.T'J 42 


428167 


()0 88« ^> 07 


4405 10 


8220 65 


123 42 


74 


76 4«61 00 


4-'Si 70 


TO 3211 16 


4404 97 


8350 07 


123 11) 


7f> 


76 9142 88 


428101 


70 7616 14 


4404 86 


8473 26 


122 03 


2,476 


0»777 S\'l\ 79 


4282 0« 


0,771 2<yit»0R 


4404 73 


9,903 850(i 19 


122 60 


77 


7? 770b S3 


4^ 16 


71 C4'.»5 71 


4404 6Ü 


87ls{jK 


122 45 


w • 

7S 


76 1068 W 


4282 28 


72 0830 31 


44(i4 4B 


86il 33 


122 20 


79 


78 y-l'V 26 


4*282 40 


72 52 U 70 


4404 35 


89C3 53 


121 96 


80 


79 1)553 üT. 


4tH2 92 


72 9630 14 


4404 23 


9iJ65 49 


121 71 


2,4»! 


0^770 4636 17 


4282 64 


0,773 4043 37 


4404 1(1 


9^991 9207 20 


121 47 


Ö2 


70 91LS 80 


4282 75 


73 8447 47 


4403 96 


9328 67 


121 22 




80 3401 56 


4282 87 


74 2851 45 


4403 86 


!H4>t 89 


120 99 


84 


80 7u84 43 


4i82 90 


74 7255 31 


4403 73 


9970 88 


120 74 


85 


81 1067 42 


428i 11 


75 1659 04 


4403 61 


909162 


120 50 


2,486 


(L781 6250 "»3 


4383 23 


0,775 6062 65 


4403 49 


9,003 0812 12 


120 26 


87 


9 

82 0533 "6 


4283 35 


7t) 0466 14 


4403 37 


9932 38 


120 07 

• 




H? »817 11 


4283 47 


76 4860 51 


44O3 25 


VJ04 0052 40 


119 78 


8^ 


82 0J90 58 


4283 59 


76 9272 76 


4403 12 


0172 18 


119 53 


90 


83 3384 17 


42t?3 70 


77 3675 88 


4403 tJU 


0291 71 


119 30 


2,491 
02 


0^83 7667 87 


4283 82 


0,777 8078 88 


44(rj 88 


9^994 041101 


HO «»7 


84 1951 69 


4283 01 


78 2481 77 


44(»2 76 


0530 0» 


118 82 


93 


84 6235 63 


4284 06 


78 6864 53 


440^ 64 


0648 90 


116 58 


94 


36 0:>19 00 


4284 18 


70 1287 17 


440? 5t 


0767 48 


118 38 


95 


86 4803 86 


4284 29 


79 5680 69 


4402 41 


OS65 83 


118 12 


2.496 


0,785 9088 IS 


4284 41 


0,78ri0092 10 


44*n2» 


9,994 K03 05 


U7 88 


97 


86 3373 56 


4284 52 


80 4494 39 


4402 17 


1121 8.» 


117 64 


89 


86 7657 03 


4284 64 


80 8696 &5 


440)06 


1239 41 


117 41 


99 


87 1941 72 


4284 79 


SJ 3298 60 


44010» 


1356 86 


117 17 


2,500 


87 6226 46 




81 7700 S} 




1474 OS 






17, Gudermann^ Potenzial- Functionen Ta/. if* 

k. log. 6of. A-. D, log, ®icL k. D. log- Sdn«, v. D. 



20ä 



2,500 


0,787 0220 48 


4284 87 


0,781 >7Q0 53 


44(U 81 


9,1194 1474 05 


U«9i 


2,501 


0,7» 0511 35 


4284 98 


0782, 2102 34 


44016» 


f».994 1500 '(9 


116 70 


02 


«»4796 33 


4285 10 


82 85<M(»2 


44(»157 


1707 W 


tlO «7 


03 


•8 !)i)Al 43 


43K5 21 


83 09(k5 59 


<IOI45 


1824 16 


116 24 


04 


89 3%r>G5 


42K5 33 


83 5307 05 


44Ü113 


1940 40 


116 01 


OS 


m 7Ö51 97 


4/{:t5 44 


83 9706 38 


440122 


2056 41 


115 77 


2,506 


0,790 1937 42 


4285 56 


0,784 4100 60 


440110 


9,904 22r» 18 


\n 5ft 


07 


ÜUI»222 07 


42JH5 67 


84 8510 70 


4400 98 


3287 73 


fi;> w 


06 


91 05(18 65 * 


4285 79 


85 291168 


4401) 87 


244)1 03 


116 09 


09 


9t 4794 43 


4285 90 


85 7312 55 


4400 75 


2518 12 


114 84 


10 


AI 9060 33 


42B6 01 


86 1713 29 


440>I83 


2632 96 


U4 63 


2,511 


0,792 3368 34 


4286 U 


0,786 61U 93 


4400 52 


9,994 2747 59 


114 38 


12 


92 7652 47 


4286 24 


87 0014 44 


4400 40 


286197 


114 18 


13 


93 1938 70 


4286 35 


87 4014 85 


44U)29 


2970 15 


113 92 


14 


93 6225 06 


4286 46 


87 9315 13 


4400 17 


3i)9l) 1)7 


113 72 


IS 


9» 0511 62 


4286 88 


88 37lS 31 


4400 06 


3203 -9 


113 48 


2,516 


0,794 4796 09 


4280 09 


0,788 8116 36 


4390 94 


9,994 3317 27 


tu 28 


17 


94 9U64 78 


4286 80 


09 2515 31 


4309 83 


3430 53 


113 03 


18 


95 3371 58 


42Nb Hl 


80 mVj 14 


4399 72 


3543 56 


112 80 


19 


96 "fy^iS 49 


4237 02 


») 1314 85 


4309 00 


k>56 36 


112 60 


20 


96 1945 50 


4287 13 


90 5714 4« 


430<J48 


3768 96 


U2 34 


2,521 


0,796 0332 6« 


4287 24 


0,791 OIU 94 


43«» 37 


9,994 3881 30 


112 11 


22 


97 0619 88 


4287 36 


91 4513 31 


4JfK< 26 


3fij03 43 


111 91 


23 


97 4807 23 


4287 46 


Ol 8912 57 


4390 15 


4105 34 


m 68 


24 


97 9004 69 


4287 57 


82 3311 7ji 


4398 03 


4217 02 


11147 


25 


98 3382 26 


4283 68 


92 7710 75 


439K 9i 


4328 49 


111 23 


2,526 
27 


0.798 7660 96 


4287 79 


0,793 2109 67 


4398 81 


9,904 4439 72 


111 Ol 


9*) 1957 74 


4287 90 


93 6508 47 


4498 70 


4650 73 


110 80 


28 


90 0245 64 


4288 Ol 


94 (J007 17 


4398 58 


4601 53 


110 57 


29 


0.800 0533 65 


4288 12 


94 5306 75 


4398 47 


4772 10 


110 3S 


30 


00 4821 77 


4288 23 


04 9704 22 


4398 86 


4882 45 


110 13 


2,531 
32 


0,8IX> 9110 00 


4288 34 


0,795 4102 88 


4398 25 


9,994 4992 58 


109 91 


Ui 3388 34 


4288 45 


95 8600 83 


4398 14 


AJ02 40 


1(«68 


33 


Ol 7666 79 


428b 56 


96 2898 96 


4398 09 


6212 17 


108 48 


34 


Ot 1975 34 


4288 67 


96 7296 99 


4397 91 


5321 65 


100 24 


35 


02 62C4 Ol 


4288 77 


99 um 90 


4397 80 


5430 80 


108 03 


2,536 


0,803 0552 78 


42S« 88 


0,7\)7 6(192 70 


4397 69 


9,904 5539 92 


106 81 


37 


03 4841 66 


428K 99 


% OAMl 39 


4397 58 


5648 73 


108 59 


38 
39 
40 


03 9130 65 


4280 1(» 


<« 4887 97 


4397 47 


5757 32 


108 38 


t)4 34a0 74 


hin» 20 


€8 02i45 44 


4397 36 


5865 70 


108 16 


i>4 7708 94 


4289 31 


•X* 3682 m 


4397 25 


597? 8b 


107 98 


2,541 

42 


0,905 1908 25 


\m 41 


0,799 P08r> 06 


4397 14 


'JV994 61I8I 81 


107 73 


06 fr?87 6f- 


428«J 52 


0,8(0 2477 2<» 


43«.*7 04 


8189 54 


10; 52 


43 


\lh 0577 1» 


42801)3 


Ul> öf<74 24 


41% 93 


62<»7 06 


107 29 


44 


go 4^(66 81 


4289 13 


Ol 327t 16 


4396 82 


8«H 35 


107 00 


45 


06 0156 54 


4289 84 


015667 98 


4390 71 


6511 44 


ir)6 87 


2,546 
47 


Ü.»»7 344« 38 


«289 91 


0,«02 OOtU 6«) 


439t'* 00 


8,994 6»il8 31 


106 66 


07 7736 32 


4290 05 


Ol' 4V*i 29 


Ü0H4O 


6724 97 


196 45 


48 
49 
50 


08 2026 37 


i2<K) 15 


02 8857 Tj 


4390 39 


6831 42 


109 23 


W 6316 52 


«290 2C 


03 3254 17 


4yJD28 


6017 65 


(Or> 9i 


09 0606 78 




03 T660 4S 




70U67 




Ofelles iovroal 


a. M. w. vra. H«t 2. 






27 
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17, Gudermann^ Potenzial'' Functionen Taf. !/• 



k. log. Sof« Ju D* log. Gin. k. D. log. Sans. X:. D. 



2,550 


OiAOO («flO TS 


4290 36 


0,803 7650 45 


4396 17 


0,9«J4 7043 67 


105 81 


2,551 


O^X) 4A97 15 


420r) 47 


0,804 2046 (i3 


4396 t)7 


0,«J«)4 7140 48 


105 60 


52 


U9 Ui87 6i 


4290 57 


04 6442 ü») 


4395 96 


7255 (18 


105 39 


53 


tO 3478 IS 


4290 68 


00 t<HJK (V5 


4395 85 


73C0 47 


106 18 


64 


10 7708 8t> 


4'?'W 78 


05 52.14 51 


43«J5 75 


7465 65 


104 96 


55 


11 2039 64 


4290 88 


05 9G30 25 


4395 64 


7570 61 


10» 76 


2,556 


0,811 G3S0 52 


4200 90 


0,800 4025 89 


4395 53 


9,904 7675 37 


104 54 


57 


12 0641 5i 


4291 08 


06 8421 42 


43«13 43 


7779 01 


104 35 


58 


12 4032 59 


429119 


07 2816 85 


4396 32 


7884 26 


104 13 


59 


12 9223 78 


4291 29 


07 7212 17 


4395 21 


7988 39 


103 92 


60 


13 3515 07 


4291 40 


08 1607 38 


4395 11 


8092 31 


14)3 71 


2,561 


0,8i3 780Ü 47 


4291 50 


0,808 e<i02 49 


4395 01 


9,094 8190 02 


103 50 


62 


14 2097 98 


4291 60 


09 0397 50 


4394 90 


82*« 52 


103 30 


63 


14 (iJb9 58 


4291 71 


09 47« >2 44) 


4394 80 


«•Wi Ki 


1V)3 10 


64 


15 CIG81 28 


4291 81 


09 9187 20 


4394 69 


8505 92 


1(>2 88 


65 


16 4U73 09 


429191 


10 3581 SO 


4394 59 


8G08 8.J 


1<»2 66 


2,566 
67 


0,815 92C5 00 


4292 01 


0,810 797G 48 


4394 49 


9,904 8711 4« 


102 48 


10 3557 Ol 


4292 11 


11 2370 97 


4394 38 


8M13 90 


102 27 


68 


IG 7849 12 


4292 21 


11 6765 35 


4394 28 


fcl>l(. 23 


102 07 


69 


17 2141 33 


4292 31 


12 1 159 63 


4394 18 


9018 30 


101 87 


70 


17G433Ü4 


4202 41 


12 5553 81 


430107 


9120 17 


10166 


2,571 

72 


0,818 0720 05 


42«« 51 


0,812 9947 88 


4399 97. 


9,994 9221 83 


10146 


18 5018 56 


4292 61 


13 4341 85 


4303 87 


«J323 29 


101 25 


73 


18 9311 18 


4292 71 


13 8735 72 


4393 77 


9424 54 


101(16 


74 


19 3603 89 


4292 81 


14 3129 49 


4393 66 


9525 60 


100 86 


75 


10 7896 70 


4292 91 


14 7523 15 


4393 56 


0626 45 


100 65 


2,576 

77 


0^820 2189-01 


4293 01 


0,815 1916 71 


4393 46 


9,994 9727 10 


100 46 


20 6482 02 


4293 11 


15 6310 17 


4393 30 


9827 95 


1(K) 24 


78 


21 0775 7i 


4203 21 


10 0703 52 


4393 26 


0927 79 


1(J0 05 


79 


21 5068 94 


»293 31 


16 5096 78 


4393 15 


0,996 0027 84 


09 84 


80 


21 9362 25 


4i93 41 


16 9489 93 


4393 05 


0127 68 


99 65 


2,581 


0^822 3655 65 


4^J3 51 


0,817 3882 98 


4392 95 


9,905 0227 33 


90« 


82 


22 79»0 10 


42<)3 6») 


17 8275 94 


4392 86 


0326 78 


99 26 


83 


23 2242 76 


4293 70 


18 2668 79 


4392 75 


0426 03 


09 05 


84 


23 6536 46 


4203 81) 


18 7061 54 


4302 65 


0525 08 


96 86 


85 


24 0630 26 


4293 90 


19 1454 20 


4392 66 


0623 94 


96 65 


2,586 


0,824 5124 16 


4293 99 


0^819 6846 75 


4302 46 


9,995 0722 59 


98 46 


87 


24 94X8 15 


4294 0«) 


20 0239 20 


4392 36 


082105 


98 27 


88 


25 3712 24 


4ü>4 10 


20 463166 


4302 26 


0919 32 


98 00 


89 


25 8006 43 


4294 29 


20 9023 81 


4392 J6 


1017 38 


97 87 


90 


26 2300 72 


4294 30 


21 3415 97 


4382 06 


1115 25 


97 68 


2,591 


0^826 6595 10 


4294 48 


0,8217808 03 


439106 


9,995 1212 93 


97 48 


92 


2^0689 58 


4294 5R 


22 2199 99 


4391 86 


1310 41 


97 29 


93 


27 5184 15 


42«J4 67 


22 6591 85 


4391 76 


1407 70 


97 09 


94 


27 9478 82 


4294 77 


23 0«J83 61 


439166 


1504 79 


96 88 


95 


28 3773 69 


4294 86 


23 5375 28 


4301 67 


160167 


96 79 


2,596 


0^838 8060 45 


4294 90 


0,823 9766 84 


4301 47 


9,995 1698 39 


96 61 


97 


29 2J63 41 


4295 00 


24 4156 31 


4301 37 


1794 90 


96 30 


98 


29 0Ü5Ä47 


429S 15 


24 8&40 67 


4391 27 


1891 20 


90 12 


99 


90 0953 62 


4295 26 


25 2940 IM 


«391 17 


1987 32 


96 92 


%600 


30 5246 67 




26 7932 11 




2U63 24 





17. GiidermanTtp Potenzial - Functionen Tqf. U. 207 



k. 


log. 6of, k. 


D. 


log. Gin. lc. 


D. 


lojg. 2:anfl. k. 


D 


2,600 


0,830 6218 87 


4S66 34 


0,825 7332 \l 


439108 


0,996 2083 24 


96 75 


2,601 


0,830 9544 90 


4295 4S 


6^826 1723 19 


4390 96 


9^986 2178 99 


96 6« 


02 


31 3839 64 


4896 53 


26 6114 17 


4380 89 


2274 53 


06 37 


03 


31 8135 16 


4295 62 


27 0505 06 


4390 79 


2369 90 


96 16 


04 


32 2430 79 


4296 72 


27 4895 85 


4390 69 


2465 06 


84 98 


05 


32 6726 50 


4296 81 


27 9286 54 


4390 60 


2560 0« 


94 79 


2>606 


<V833 1022 31 


4296 60 


0^828 9677 M 


4390 60 


0,996 2654 89 


9160 


07 


33 5318 21 


4296 00 


28 8U67 64 


4390 41 


2740 49 


94 41 


08 


33 9614 21 


4296 06 


29 2458 06 


4380 31 


2843 88 


04 22 


00 


34 3910 3ü 


4296 18 


29 6848 36 


4390 22 


2938 06 


94 06 


10 


34 82U6 4S 


4296 28 


30 1236 58 


4300 12 


9032 10 


93 84 


2,611 


0,835 2502 7« 


4296 37 


0,830 5628 70 


4300 03 


9,995 3125 94 


93 66 


12 


35 6799 13 


42<IÜ4Ü 


31 0018 73 


4380 93 


3219 6U 


93 47 


13 


36 1095 50 


4296 &6 


31 4406 66 


4380 84 


3313 07 


93 29 


14 


36 5392 14 


4296 65 


318798 60 


4380 74 


3406 30 


03 00 


15 


36 0668 79 


429U74 


32 3188 24 


4389 66 


3490 45 


92 91 


2,616 


0|837 30B5 53 


4296 83 


0,832 7577 80 


4389 55 


9,995 35!» 36 


02 72 


17 


37 8282 36 


4296 02 


33 1967 44 


4189 46 


3885 08 


02 53 


18 


38 2579 29 


4297 01 


33 6356 90 


4389 3(i 


9777 61 


02 36 


19 


38 6876 30 


4297 10 


34 0746 26 


4380 27 


3860 96 


92 17 


20 


99 1173 40 


4207 20 


94 6135 53 


4389 17 


3062 13 


9107 


2,621 


0,09 5470 60 


4297 29 


0,834 9624 70 


4389 08 


0,906 4054 10 


0160 


22 


39 07(i7 88 


§297 38 


35 3913 78 


«388 90 


4145 90 


9161 


23 


4ll4(Xi5 26 


4207 47 


36 8302 77 


4388 90 


4237 51 


914« 


24 


40 8362 72 


4297 SO 


96 260167 


4388 81 


4328 96 


0124 


25 


412660 28 


«207 66 


96 7080 47 


4388 72 


4420 19 


9108 


2,626 


0^1 6957 92 


4297 74 


(V8371460IO 


4388 63 


8,905 4511 27 


90 88 


27 


42 1255 66 


4297 83 


97 6857 81 


4388 53 


41302 15 


90 72 


28 


42 5553 48 


4297 92 


38 0246 35 


4388 44 


4682 87 


90 52 


29 


43 6851 40 


42118 Ol 


38 4^4 79 


4386 35 


4783 30 


90 35 


30 


43 4140 40 


42ie 10 


38 0O23 14 


4386 26 


4873 74 


90 17 


2,631 


(V843 8447 50 


429819 


0^839 34U 41 


4388 17 


0,986 4963 91 


89 90 


32 


44 2745 08 


4298 28 


39 7799 68 


4388 08 


5063 90 


89 80 


33 


44 7(»43y6 


4298 37 


40 2187 60 


4387 09 


6143 70 


89 63 


34 


45 1342 32 


4298 46 


40 6575 05 


4387 90 


5233 33 


88 44 


35 


45 5640 78 


4296 54 


41 ULHiJ 65 


4387 81 


6322 77 


•o?» 


2,636 


0,845(1931)32 


4298 63 


0,841 5351 37 


4387 72 


0,906 6412 06 


80 08 


37 


46 4237 96 


4298 72 


41 9730 09 


4387 63 


660tU 


88 01 


38 


4^ 853(1 68 


4298 81 


42 4126 72 


4387 54 


6590 0« 


88 74 


39 


47 2835 49 


4298 90 


42 8514 27 


1387 45 


6678 78 


88 55 


40 


47 7134 30 


4298 98 


43 29Ü172 


4387 36 


6767 33 


88 38 


2,641 


0,846 1433 37 


4290 <» 


0^843 7280 (J8 


1387 27 


6^6656 71 


88 20 


42 


48 5732 44 


4209 16 


44 1676 36 


«387 18 


6943 91 


88 02 


43 


49 (N)31 60 


4299 24 


44 6063 53 


4387 09 


603109 


87 85 


44 


40 4330 84 


4299 33 


45 0450 62 


4387 00 


6119 78 


87 67 


45 


49 8G30 17 


4289 42 


46 4837 62 


4386 91 


6207 45 


87 49 


2,646 


(1,850 2929 5Q 


4299 60 


0,846 9324 53 


4386 83 


^095 6294 94 


87 33 


47 


50 7229 00 


4290 50 


46 3611 36 


4386 74 


6382 27 


87 14 


48 


61 1528 68 


4290 68 


46 7908<fi 


«386 66 


6469 41 


86 08 


49 


515836 35 


4899 76 


47 2384 74 


«386 56 


6556 39 


80 80 


50 


62 0128 11 




47 6771 30 




6643 19 
27^ 
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17, Gm«^ ermann, Pohnzial-Fumnionen Taf. lU 



k. 


log. (Sof. Ä:, 


D. 


log. ein. k. 


D. 


log. iatii. 1c. 


D. 


2,650 


0,A62 0128 ff 


429^95 


0,847 6771 30 


436n «7 


O^VYi 


• Vi43 19 


86 63 


2,651 


0^7 4«27 06 


4^«» «Ji 


4>,848 US7 '8 


43*> 30 


«i99J 


6720 « 


8G4f> 


52 


52 87?7 89 


4Wft'»2 


48 '>544 16 


4366 30 




6816 27 


«28 


53 


53 1i427 91 


43110 10 


48 •K)30 46 


4366 21 




6902 65 


66 12 


54 


f»3 TjlH iil 


4360 19 


«9 4316 68 


43»! 13 




6988 67 


85 93 


bb 


04 1628 "Hi 


4J>i 27 


49 8702 80 


4386 04 




7074 W 


65 76 


2,656 


0854 592» 48 


430 > Mi 


0,860 3088 84 


4386 96 


9,99! 


; 7160 36 


85 6t 


57 


5r. (»228 83 


43(M144 


90 7474 8r« 


4385 87 




7245 07 


66 42 


58 


55 4S.»f> 28 


4301) 53 


51 im* 67 


4385 78 




7331 39 


86 26 


59 


5S 8829 8(1 


4»N> r>i 


51 6246 45 


♦385 7»» 




7416 65 


65 09 


60 


56 J130 4f 


4aor)70 


52 0632 15 


4385 Hl 




7501 74 


64 01 


2,661 


0,858 7431 tO 


4300 78 


0^852 5017 76 


438S 52 


9,99! 


• 7586 66 


94 74 


62 


57 1731 88 


4300 86 


62 *)44)3 28 


4185 44 


^ 


767140 


64 67 


63 


57 11032 7S 


4300 06 


53 37>« 72 


♦385 35 




7755 97 


«4 10 


64 


£8 03)3 70 


4J010I 


63 8174 07 


4386 27 




7840 37 


84 24 


65 


5H 4634 73 


430J U 


54 2550 34 


4385 16 




7924 6t 


64 07 


2,666 


0^^6 6935 84 


4361 20 


0,854 6944 62 


4385 10 


9<m8008 66 


63 90 


67 


m 3237 04 


4»n 23 


55 1329 62 


4385 Ol 




8092 56 


63 74 


6S 


60 7538 32 


4301 J6 


55 5714 64 


4384 03 




8176 32 


«3 55 


69 


60 1830 09 


43i«i 45 


90 011^.) 56 


4364 85 




«259 87 


«3a 


70 


60 0141 JS 


4.\0I 53 


56 4484 41 


4384 76 




8343 28 


«3 23 


2,671 


0,861 0442 86 


430161 


0,856 8W0 17 


4364 66 


11,99^ 


»6426 51 


«3 07 


72 


61 4744 27 


43016» 


57 3253 86 


4384 69 




8509 68 


62 80 


73 


61 8045 97 


4301 78 


67 7638 44 


4384 51 




8592 47 


«2 74 


74 


ftt n347 74 


4301 86 


66 2022 9;» 


4384 43 




6675 21 


«2 56 


75 


62 "f>40 rt«> 


43U1 94 


58 6407 57 


4384 34 




8767 77 


62 41 


2,676 


0,8GS 1%I 54 


4302 02 


0,859 0791 72 


4384 26 


9.996 8840 16 


82 24 


77 


rt3 0253 5S 


4302 10 


69 5175 97 


♦364 18 




8022 42 


62 06 


78 


64 ()SS5 6S 


4303 18 


99 9560 15 


4384 09 




9004 50 


61 «6 


79 


64 4H57 84 


430^2 26 


60 3944 24 


4384 Ol 




9080 40 


81 79 


80 


64 9160 10 


4302 35 


60 6328 25 


4383 93 




0166 15 


«15« 


2,681 


0^3462 44 


4302 43 


1^)013712 16 


«383 85 


9y9Q$9f49 74 


8161 


82 


65 7764 87 


4302 51 


61 7096 02 


4383 76 




0331 15 


«126 


83 


66 2067 37 


4302 59 


62 1479 78 


4383 68 




«41t 4A 


«109 


84 


666369 96 


4302 67 


02 5863 4^ 


4383 6P 




049ini 


«0 93 


85 


67 0672 CI 


6902 75 


63 0247 06 


4383 52 




0574 ♦S 


«U7« 


2,68ii 


6^867 4lPö 37 


4302 83 


0063 4630 5g 


4383 44 


«,995 9655 21 


6016 


«7 


67 9278 2(1 


4302 91 


63 9014 00 


4383 36 




9735 62 


«0 45 


88 


68 3581 f 


4302 99 


64 3397 37 


♦383 27 




«810 27 


«0 2« 


89 


68 7884 09 


4303 07 


64 7780f>S 


4383 19 




«896 56 


6012 


90 


<"« '2187 t« 


4303 14 


65 2163 84 


♦383 tf 




9976 66 


79 97 


2,691 


0,869 6401) 36 


♦305 2« 


0,866 6546 95 


4383 03 


9,g8Jf 


i 066*1 ns 


79 «f 


92 


7fl 07<*3 61 


4303 30 


66 0929^ 


♦382 95 




Ü136 46 


99 65 


93 


70 5t m 8? 


4303 3^ 


66 5312 93 


♦382 67 




0316 It 


79 4« 


?»4 


70 04U) 21 


4.VI3 4h 


T(6 0fttt 80 


♦382 79 




«29559 


79 33 


9S 


71 37113 ear 


4303 54 


«7 4018 59 


♦382 71 




(1374 il2 


7910 


2.696 


0,871 80O7 26 


43i»3 62 


0,867 8461 31 


♦382 63 


0.996 0464 11 


79 01 


97 


72 2310 32 


4303 76 


68 2843 04 


4382 65 




0533 13 


96 85 


98 


72 0614 62 


4363 78 


68 7726 49 


4382 46 




0611 97 


78 10 


99 


73 0916 W 


4)03 85 


69 166H97 


4362 40 




Ot;90 67 


78 55 


a,7ü0 


73 5232 IS 




09 6991 37 






0769 22 





17. Gudermann^ PoH^^^ial^ Functionen Tmf. U. 



209 



k. 



\o%. tSof. Ar. D. I05. Sm. k. D. log. Song, *. D, 



2,700 


0,873 ini 15 


4303 93 


0,8G0 8901 37 


4182 31 


9,996 0799 22 


78 37 


VOl 


0,Ä73 0526 «1 


43t)4 Ol 


6,870 0.n3 67 


4383 23 


11^996 0847 59 


78 22 


02 


7« W30 OQ 


4J04 08 


70 47^5 90 


4382 15 


092A81 


78 07 


03 


7« 8134 17 


4304 16 


70 9J38 (J5 


4382 07 


1003 88 


77 91 


04 


75 2438 ys 


4304 24 


71 3S20 12 


4381 99 


1061 70 


77 75 


05 


76 h742 57 


430« 32 


71 '^002 11 


4381 9t 


1150 54 


77 60 


2,706 


0,876 1016 89 


4304 39 


0^2 2284 03 


438184 


09961237 14 


77 44 


07 


76 5351 t» 


4304 47 


72 60(»5 86 


4381 70 


U14 58 


77 29 


OS 


76 »»55 7: 


4304 55 


73 10*7 62 


438168 


139167 


77 15 


09 


77 3«)60 29 


4304 62 


73 5429 31 


438161 


1469 02 


76 96 


10 


77 82IH97 


4104 70 


73 9810 92 


4381 5) 


1546 00 


76 84 


2,711 


0^878 950(1 6t 


4304 77 


0^74 4102 4*i 


4381 4S 


0,996 1632 84 


76 67 


12 


78 DH74 39 


4304 85 


74 8573 90 


4381 38 


1690 51 


76 53 


13 


79 1179 24 


4304 93 


75 2955 28 


4381 30 


177Fi 04 


76 38 


14 


7<) S484 16 


4305 00 


75 7336 6« 


438J 23 


1852 42 


76 22 


15 


7«J 0789 17 


4305 08 


76 1717 81 


438JL 15 


1928 64 


76 07 


2,716 


0,880 4094 24 


4305 15 


0,876 6098 95 


438106 


9,996 2Ü04 71 


75 92 


17 


») 8399 40 


4306 23 


77 0*80 03 


438100 


2080 63 


75 77 


18 


81 2704 63 


4305 31 


77 4861 03 


4381» 93 


;a5ti 40 


75 62 


19 


81 701» 93 


4306 38 


77 9-241 95 


4380 85 


2232 02 


75 48 


20 


82 1315 31 


4105 46 


78 3622 81 


4380 76 


3307 50 


75 31 


2,721 


0,88t 5620 76 


4306 53 


0,878 8003 57 


4380 69 


9^996 2382 81 


75 16 


* 
22 


82 9926 29 


4305 60 


79 2384 26 


4380 61 


2457 97 


75 01 


23 


«3 4i3l 89 


4306 68 


79 6764 87 


4380 54 


3532 08 


74 86 


24 


85 8537 57 


4305 75 


80 1145 41 


4380 46 


2601 84 


74 71 


25 


84 2843 32 


4305 82 


tf0 5525 87 


4380 3» 


2682 55 


74 56 


2,726 
27 


aSH4 7149 14 


4305 90 


0,880 9906 25 


4380 31 


9,996 2757 11 


74 41 


85 1455 04 


4305 9« 


81 4286 56 


4380 2) 


2831 52 


74 26 


28 


85 5761 Ol 


4306 05 


81 8066 79 


4380 16 


2905 78 


74 12 


29 


86 ÜO07O6 


4306 17 


82 3046 «)5 


4380 08 


2979 9f» 


73 96 


ao 


86 4373 17 


4306 19 


82 7427 03 


4380 01 


3053 86 


73 87 


2,731 
32 


61^88^8679 36 


4306 27 


0.883 1807 04 


4379 94 


0,996 3127 68 


73 67 


87 2965 6) 


4306 34 


83 6186 98 


4379 86 


3201 35 


73 62 


33 


87 7291 97 


4306 41 


841)566 84 


4379 79 


1274 87 


73 38 


54 


88 1598 38 


4306 48 


84 4946 63 


4379 72 


3348 35 


w3 24 


35 


88 5904 86 


4306 56 


84 9326 35 


4379 64 


3421 49 


73 08 


1,736 


0,889 021141 


4306 6) 


0,885 S706 99 


4379 57 


0,096 3494 57 


72 94 


37 


89 4518 06 


4306 70 


85 8085 56 


4370 50 


3567 5] 


72 79 


38 


89 8824 75 


4306 78 


416 2466 06 


4370 42 


3640 30 


72 66 


39 


90 3131 S2 


4306 85 


86 6844 48 


4379 35 


3712 96 


72 50 


40 


90 7438 37 


4306 9t 


87 1223 83 


4379 37 


3785 46 


72 35 


2,7*1 
42 


0,89t 1746 29 


4306 99 


0,887 5603 10 


4379 20 


0,9!« 3857 81 


72 21 


916052 28 


4307 06 


87 9982 30 


4379 1) 


3930 02 


72 07 


43 


92 0350 34 


4307 13 


88 4361 43 


4679 06 


4002 09 


71 93 


44 


02 4666 47 


4907 20 


88 8740 49 


4376 96 


4074 02 


71 78 


45 


92 8973 07 


4307 27 


10 3119 47 


4378 01 


4145 80 


7164 


2,746 
47 


0,893 3380 94 


4307 34 


0,889 7498 38 


4378 84 


9,996 4217 44 


7148 


03 7588 29 


4307 42 


00 1877 21 


4378 76 


4288 92 


71 36 


48 


94 1895 70 


4304 40 


00 6255 96 


4378 69 


4360 28 


71 29 


49 


94 6203 19 


4307 56 


Ol 0634 67 


4378 6t 


4431 48 


7106 


50 


95 0510 75 




»150U2f 




4502 45 
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17. Qudtrmann, Potential Funcliontm Tof.'th 



k. 


log. «Of. k. 


D. 


log. @in. k. 


D. 


log. %W%. L 


a 


3,740 

3,741 

52 


«^»soao $ 


4307 63 


O^MOl 6013 29 


4378 55 


0,996 4102 54 


W9I 


<VW^48Iä 37 


4307 70 


0,89t 9391 84 


4378 48 


Oj996 4«73 47 


70 78 


«:♦ i»i2o UV 


43*17 77 


02 3770 32 


4378 41 


46U25 


11164 


53 


90 ^^^^ s« 


4307 84 


92 8148 73 * 


4378 34 


4714 89 


70 51 


54 


06 7741 07 


4307 9t 


93 2527 07 


4378 ?7 


4785 40 


70 30 


55 


97 2<H9 58 


4307 98 


93 600^34 


4378 20 


4855 70 


70 22 


2,750 


(V897 föST »6 


4308 OS 


0^894 1283 5^ 


4378 13 


0,906 4926 08 


70 08 


57 


98 0Gf>6oi 


43U8 12 


94 5061 67 


4378 06 


4996 06 


60 94 


58 


98 4973 72 


4308 19 


95 0039 72 


4377 00 


5086 00 


69 80 


59 


98 0281 91 


4308 26 


05 4417 71 


4477 92 


5135 80 


00 60 


60 


90 :)S9il 17 


4308^3 


95 8795 63 


43n84 


6206 40 


09 63 


2,761 


0,m9 78(to 49 


4308 30 


(V896 3173 48 


4377 77 


9^906 5274 90 


69 30 


62 


0,911(1 2206 88 


43418 441 


96 7651 25 


4377 70 


5344 37 


69 23 


G3 


Uli 6515 35 


4308 53 


07 1028 96 


4377 63 


6413 60 


69 11 


64 


(« (Jfi2J 87 


4308 flu 


97 630Ü 58 


4377 Ü5 


5482 71 


68 97 


65 


ül ftU2 47 


43IJ8C7 


g8 4)atH 15 


4377 40 


655160 


68 82 


2.766 


0,901 9441 14 


4308 73 


0^898 5061 64 


4377 42 


0^906 6620 50 


68 60 


67 


02 3749 H7 


4308 80 


08 9439 05 


4377 35 


5689 19 


68 56 


68 


02 Ö;>58 67 


4308 87 


99 3816 42 


4377 29 


5757 75 


08 41 


69 


03 2307 64 


43<1S?I4 


99 8193 70 


4377 22 


5826 16 


68 28 


70 


03 6076 48 


4309 01 


U,0U0 2570 92 


4377 15 


5894 44 


68U 


2,7n 


0^904 0085 48 


4309 07 


0,900 6948 07 


4377 08 


S^916S962 50 


06 01 


72 


04 5294 55 


4309 14 


Ol 1325 15 


4377 01 


6030 60 


07 08 


73 


04 9603 69 


4300 21 


Ol 5702 17 


4376 95 


6008 48 


67 73 


74 


05 3912 9U 


4309 28 


02 0U79 11 


4376 88 


6166 21 


07 60 


75 


OS 8222 J8 


4309 34 


02 4455 99 


«376 81 


6233 81 


07 47 


2,776 


0^906 2ft31 52 


4309 40 


0^902 8832 80 


4376 74 


9,996 690126 


67 33 


77 


06 68%Ü93 


«309 48 


03 3209 54 


4376« 


6368 61 


67 20 


78 


07 llfiO 41 


4309 6& 


Ü3 7586 22 


4376 61 


6435 81 


67^0 


79 


07 5459 96 


4309 62 


04 1962 83 


4376 54 


0502 87 


66 92 


80 


07 9769 58 


4309 66 


04 6339 37 


4376 47 


6569 79 


66 70 


2,78t 


0,908 4079 20 


4309 74 


0»90S 0715 84 


4376 40 


0,908 6636 68 


66 66 


82 


08 8389 00 


4309 81 


05.5002 24 


4370 34 


6703 24 


66 53 


83 


09 2698 81 


4300 88 


06 9468 58 


4370 27 


6769 77 


66 49 


84 


09 7006 08 


4309 9« 


06 3844 86 


4376 20 


6836 17 


66 26 


85 


10 1318 62 


4310 Ol 


00 8221 05 


«376 1« 


0BU0 43 


66 13 


2,786 


0,910 1038 63 


4310 07 


€^907 2607 19 


«376 07 


9>m0968 66 


65 99 


87 


10 S!938 70 


#310 14 


07 6973 26 


«376 00 


7U34 56 


66 06 


88 


U 4248 84 


4310 20 


081340 26 


«375 04 


7100 41 


66 74 


89 


II 8SS9 Ol 


4310 27 


08 5726 10 


«375 87 


7166 15 


66 60 


90 


12 2869 31 


4310 33 


09 010] 06 


«375 80 


7231 76 


66 46 


2,791 


0,912 7179 65 


4310 40 


0,009 4476 86 


4375 7« 


1^906 7297 21 


05 3« 


92 


13 140UU4 


4310 40 


09 8852 60 


«375 67 


7362 56 


05 21 


93 


13 5800 01 


4310 53 


10 3128 27 


4375 61 


7427 77 


66 08 


94 


14 Olli 03 


4310 59 


lU 7G(I3 88 


«375 5« 


7402 85 


04 93 


95 


14 4421 63 


4310 66 


U 1979 42 


4375 48 


7667 80 


64 82 


2,70(> 


0,914 8732 28 


4310 72 


0^911 6354 89 


«375 «1 


9,986 7022 62 


04 6t 


97 


15 3<H3 UO 


4310 78 


12 0730 30 


4375 35 


7687 31 


0«57 


98 


15 7353 78 


4310 84 


12 6105 65 


4376 28 


775188 


0««« 


99 


16 1G64 62 


4310 94. 


12 9480 94 


4876 22 


7010 32 


0«31 


2,S00 


16 5975 53 




13 3866 16 




7889 03 







1^. {ßüi 


lermann , 


rofentiai - i 


vunctuifien 


/ aj. lls 




k. 


log. (Sof. Je. 


D. 


log. &in. k. 


h. 


log. Sanfl* k. 


D. 


2,800 


0,916 £975 53 


«310 98 


0,913 985G 15 


4375 15 


0,996 788U 62 


64 17 


2,801 


0,917 0286 51 


4311 04 


0.9U 8231 30 


4375 08 


0^996 79M 79 


64 04 


02 


17 4597 55 


4311 10 


14 2a0t) 38 


4375 02 


80U8 83 


63 92 


03 


17 S'KjS 66 


4311 17 


14 fmi 40 


4374 (>5 


8072 75 


63 79 


04 


18 3219 81 


4311 23 


15 1356 35 


4374 89 


813Ü 54 


63 06 


05 


18 7531 M« 


4311 29 


15 5731 24 


4374 83 


82U0 20 


63 54 


2,806 


0^919 1843 33 


4311 35 


0,916 0106 07 


4374 77 


0,996 8263 74 


63 4t 


07 


19 6153 09 


4311 «2 


16 4480 84 


4374 70 


8327 15 


63 29 


68 


20 0465 10 


4311 48 


16 8855 54 


4374 64 


8300 44 


63 16 


09 


20 4776 68 


4311 54 


17 3230 18 


4374 58 


8453 60 


83 03 


10 


209068 12 


431161 


17 7004 75 


4374 51 


8516 63 


82 91 


2,811 


(»,921 3390 73 


4311 07 


0,918 1979 27 


4374 45 


9^99(18579 54 


62 78 


12 


21 7711 40 


43U 73 


18 6353 72 


4374 39 


8042 32 


62 (>5 


13 


22 2023 13 


431179 


19 0728 10 


4374 32 


8704 97 


62 54 


14 


22 6334 92 


431186 


19 5102 43 


4374 20 


8707 51 


82 40 


15 


23 0640 78 


431192 


19 0476 69 


4174 20 


8829 91 


62 29 


2,816 


0,923 4058 60 


491198 


0,920 3850 89 


4374 14 


0,996 8892 20 


62 14 


17 


23 9270 68 


. 4312 05 


2» 8225 02 


4374 07 


8954 34 


62 03 


18 


24 3582 72 


4312 11 


212599 00 


4374 Ol 


d016 37 


61 90 


19 


24 7894 81 


4312 17 


21 6973 10 


4373 95 


9078 27 


6178 


20 


25 2207 00 


4312 23 


22 1347 05 


4373 88 


0140 85 


61 66 


2^21 


0^925 6519 22 


4312 29 


0^922 5720 03 


4373 82 


0,996 9201 71 


8153 


22 


26 0831 51 


4312 35 


23 0U04 75 


4373 76 


9263 24 


8142 


23 


26 5143 85 


4312 41 


23 4468 51 


4373 70 


9324 68 


81 29 


24 


26 9456 26 


4312 47 


23 8842 21 


4373 64 


038S05 


61 16 


25 


27 3768 73 


4312 53 


34 3215 84 


4373 58 


9447 11 


6105 


2,826 


0,927 8Ü81 26 


4312 59 


0,924 7589 42 


4373 51 


0,99G 9V» 16 


60 93 


27 


28 23Ü3 85 


4312 66 


25 1%2 93 


4373 49 


951» <» 


60 81 


28 


28 67UG 50 


4312 71 


25 6336 39 


4373 39 


9620 i?-! 


60 G7 


29 


29 1019 22 


4312 77 


25 0709 78 


4373 33 


9bno 56 


60 50 


30 


29 5331 90 


4512 83 


26 5083 11 


4373 27 


975J 12 


60 44 


2,ä31 


0^929 9644 82 


4312 80 


0,926 9496 38 


4373 21 


0^996 9811 56 


60 31 


32 


30 3957 72 


4312 95 


27 3829 59 


4373 15 


9871 87 


60 20 


33 


30 8270 67 


43U01 


27 02O2 74 


4373 00 


9932 07 


60 08 


34 


31 2583 68 


4113 07 


28 2575 83 


4373 03 


v».n 15 


59 95 


35 


31 6896 75 


4313 13 


28 6948 85 


4372 97 


0,997 0052 10 


59 84 


2,83G 


0^032 1209 88 


4313 19 


0,929 1321 82 


4372 91 


9,907 Olli 04 


59 72 


37 


32 5523 06 


4313 25 


29 5694 72 


4372 84 


017166 


59 6<l 


MS 


32 9836 31 


4313 31 


30 0UÜ7 67 


4372 78 


0231 20 


S9 47 


19 


33 4149 62 


4313 36 


30 4440 35 


4372 72 


0291)73 


59 30 


40 


33 8462 98 


4313 43 


30 9813 07 


4372 67 


0350 09 


59 26 


%841 


0^934 2776 40 


43U49 


0,931 3185 74 


4372 61 


0,887 0409 34 


59 12 


42 


34 7(J09 80 


4313 54 


31 7558 35 


4372 55 


0468 46 


69 00 


43 


35 1403 43 


4313 60 


32 1030 89 


4372 49 


0527 40 


58 89 


44 


36 5717 03 


4313 66 


32 6303 38 


4372 43 


0586 35 


58 77 


45 


30 0030 69 


4313 72 


33 OG75 81 


4172 37 


0645 12 


58 65 


2^846 


0^936 4344 41 


4313 78 


0,933 5048 18 


4372 31 


9^997 0703 77 


58 5^ 


47 


36 8658 18 


4313 83 


33 9420 50 


4372 23 


0762 32 


58 41 


48 


37 2972 02 


4313 80 


34 3792 75 


4372 19 


0620 73 


58 30 


49 


»7 7285 91 


4313 95 


34 8164 94 


4372 14 


0879 03 


S8 20 


SO 


301509 65 




S5 25J7 08 




0837 33 
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17. Cudtrmann, 



'»FunctioHM Ta/, il. 



k. 


log. 6of. k. 


D. 


log. ein. k. 


D. 


log. Sans. k. 


D 


2,850 


0,938 »599 8S 


4.U4 Ol 


0,935 7.537 08 


4372 08 


9,'*?«7 0937 23 


58 06 


:^fiSX 


OiOirt 1913 »> 


4M4 06 


0»935 690>» 15 


437? 92 


9,!D97 09«i 29 


57 96 


52 


39 0M7 92 


43M 12 


36 1281 17 


4371 9ti 


1053 25 


57 83 


53 


39 4542 OS 


43U IK 


36ö(>53 13 


4371 10 


111108 


57 72 


54 


99 8856 33 


4314 24 


37 OU25 03 


4371 M 


1168 80 


67 01 


S5 


40 3170 46 


4314 90 


97 4396 87 


4371 19 


1226 41 


57 40 


>,856 


0^940 74M 7« 


4314 35 


€^987 87G8 66 


43T173 


%907 1283 90. 


87 87 


S7 


«1 1799 11 


4314 41 


98 3140 38 


4371 67 


3M1 27 


57 26 


58 


41 6113 52 


4314 47 


36 7512 05 


4371 61 


5396 53 


57 14 


59 


42 0427 99 


4314 53 


30 1883 06 


4371 55 


1455 67 


87 02 


60 


42 4742 52 


4314 98 


39 6255 21 


4371 50 


16a 69 


50 92 


2,861 


0^942 9057 10 


4314 64 


0,940 0626 71 


4371 44 


%fi»i 1569 61 


89 81 


62 


43 3371 73 


4314 69 


40 4098 15 


4371 38 


1626 42 


56 60 


63 


43 7666 42 


4314 75 


40 9360 53 


43T1 33 


1663 11 


56 58 


64 


44 2001 17 


4314 80 


41 3740 86 


4371 27 


1739 69 


56 46 


65 


44 631S 97 


4H4 86 


41 8112 12 


4371 91 


1796 15 


59 36 


2,866 


9^945 0630 RS 


4314 92 


11^942 2483 34 


4371 16 


9,997 1853 51 


56 23 


67 


46 4945 75 


4314 97 


42 6654 49 


4371 10 


49Ü8 74 


59U 


68 


45 9B60 72 


4315 03 


43 1225 59 


437104 


1964 87 


56 01 


69 


46 3575 75 


4315 06 


43 5596 63 


4370 99 


9020 88 


65 91 


70 


46 7890 63 


4315 14 


43 9967 62 


4370 93 


2076 79 


85 97 


2,871 


6^947 2205 97 


4315 20 


0,944 4338 55 


4370 88 


9,997 2132 59 


85 99 


72 


47 6521 16 


4315 26 


44 87U9 43 


4370 82 


2188 2^ 


85 59 


1^ 


46 0836 41 


4315 3f 


45 3080 24 


4370 76 


2243 83 


55 46 


74 


4A 5151 72 


4315 35 


45 7451 ni 


4370 71 


2299 29 


65 34 


75 


46 9467 06 


43iS 42 


46 t821 71 


4370 65 


2354 62 


85 24 


2,876 


6^949 3782 49 


4314 47 


0^916 tiVYi 37 


4370 60 


9,907 2409 8? 


55 13 


77 


49 9km 91% 


4315 53 


47 OVa 9G 


4370 54 


2465 00 


55 Ol 


78 


50 2413 49 


4M5 58 


47 4033 50 


4370 48 


3520 01 


84 90 


79 


50 6729 07 


4315 64 


47 9303 98 


4370 43 


2574 91 


54 79 


80 


51 1044 7i 


4315 69 


40 3674 41 


4J70 37 


2629 70 


84 69 


2,881 


0,951 5360 39 


4315 74 


0^948 8044 78 


4370 32 


9,097 2684 39 


54 58 


82 


81 9679 IS 


4315 00 


49 2415 10 


4370 26 


2738 97 


54 47 


S3 


52 3991 93 


4315 85 


49 6785 37 


' 4370 21 


2793 44 


54 36 


84 


52 8307 78 


4315 90 


50 1155 57 


4370 16 


3647 79 


54 26 


85 


53 2623 68 


4315 90 


50 5526 73 


4370 10 


9902 05 


54 14 


2,886 


0^953 6989 64 


4316 Ol 


0,950 9885 83 


4370 05 


9,997 2956 19 


54 04 


87 


54 1255 05 


4316 07 


61 4265 88 


4369 90 


3010 33 


53 93 


88 


54 5571 71 


4316 12 


51 8635 87 


4369 91 


3064 16 


53 82 


89 


54 9687 83 


4316 17 


52 30Ü5 81 


4369 89 


3117 08 


53 70 


90 


55 420401 


4316» 


52 7375 69 


416» 83 


317168 


53 61 


2,»9I 


0>95S 8520 23 


4316 28 


0,953 1745 53 


^ys^ft 


9,907 3225 29 


53 50 


92 


96 2836 51 


4316 33 


53 6115 30 


4369 72 


3278 79 


53 40 


9:^ 


56 7152 84 


431t» 39 


54(H85 03 


4399 67 


»32 19 


53 27 


94 


57 t46'J 23 


4316 44 


54 4854 69 


4J(i9 62 


3385 46 


53 19 


95 


87 6786 67 


4316 49 


M 9224 31 


4369 M 


9438 64 


33 07 


2.896 


0,958 0102 15 


4316 5S 


0,955 3593 87 


4369 91 


9,997 3491 71 


52 97 


97 


96 4418 70 


4316 00 


55 7963 38 


4369 44 


3544 68 


52 85 


89 


98 8735 30 


4316 65 


56 2332 83 


4379 40 


3597 53 


52 75 


99 


59 305195 


«816 70 


86 6702 23 


4309 94 


3640 28 


82 94' 


^.900 


59 7988 €5 




57 1071 57 




8702 92 








(Die FoitaobRoii folgt) 
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18. 

Analyse des transversales appliquee k la recherche 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 

g^om^triques. 

|[S|iltQ da memoire No. 3. call. 1. et No« 7« cah. 2.) 
(Par M. /. V. Poncelet, chef de BataiDon da G^nieO 



§. TL 

' Des difKreas modes par lesqndB on pent tnmaibiimsry tradniie et oombiner entre dl^f lea 

lelatioDS conoemant lea transTermles des Ugnes g^omdtriqoea» 

164« Xoute courbe k doqble oonrlnife^ d'im degr^ donn^, ajrant pour 
projeotion ordmaire ou oonique, slir un plan guelconque^ une lijgiie ^6on6» 
trique du m&ne degr^; toute surfaoe gf^pm^trique ^tant pareillement ans» 
ceptible d^ßtre ooup^, par un plan arbitraire, auivant une Kgno gÄ)ni^ 
trique de aon propre dejgr^} enfin tout polygone^ plan ou jauche, oonai- 
d^r^ oonune transyersal d'une ligne ou aurfaoe^ pouvant toujoura etre d^ 
oompoB^ en une suite de simples trianjgles, on con9oit9 ik priori^ quil 
8ui8ra de bien Studier les propn^t^ qui ae rapportent au Systeme des iq- 
tersections d'une couri>e g^m^trique plane et d'un ordre queloonque avec 
trois droites pu transyenales rectilignes arbitratres, pour^tre ensuite en 
etat de d^ouvrir^ avec fecilit^, toutes les relations m^iques ou descr^r 
tioos 9ai peurent appartenir d des ligpes Ä double oourbure, A des si». 
faoes geom^triques, et A des poljgones transyersaux d'un degr^ ou d'un 
nombrp de cötes queloonques« Tel est Tobjet de oe second $• 

En nou9 restreignant ainsi au cas le plus el^mentaire, nous en* 
terons de cömpliquer inutilement la marohe des raisonnemens ^ et nous 
pourrons donner ayx divers r&ultets le degr^ de simplicit^ qui peut les 
rendre vrmment reoommandables aux jeux des g^orndtres« 

Expofe de J^ relation/ondamentale. 

165. Rappeions d'iabord T^onc^ de cette relation^ c^a nous fpur- 
nira Toocasion de pr^nter .quelques observatipns pr^Umioaiires qui 3wvi- 
ront u en faciliter 1^ paffeite üitolUgeuce fßxm que 4es applications. 

rrc»e*i JonrRo' .]. M. Bd. VIII. lift. 3. 28 



ftti 1^ Pt^neelet ^ anulyse des transversales* 

Soit aBc un triaogle aribitrairement situ^ sur le plao d'uoe ligne 
g^om^tri^e d'un ordre quelconque, ft dont les cötes ab, bc, ca^ pro- 
loDg^g ind^finiment renoontreat re^pectivement cette courbe aiix points 
Pf p% p" • • . .; fff y\ q*' ..^.y r, y, >•''•..., dont le nombre, pour cha- 
que feM^^ est marqu^ par le degr^ ttignie de la courbe. D^signoas par 
{ap) te produk ap . ap\ ap" • «^ • tde toua les segmens compris sur le 
eöt^ oÄ du triangle ahc^ depuis le sommet a de ce triangle^ jusqu'aux 
diffi^rentes branches ou r^gions de la courbe; par {btf) le produit semblable 
de tous les segmens h jy bf\ b^" .. . . qui^ sur le cötd b r, correspondent 
a oes memes branches et au sommet b^ et ainsi de suite pour les autres 
segmens ou cöt^; on aura l'^galit^ 

{Qp){bg)(€r) =3 {bp){cij){ar\. 
que nous mettront sovs eette forme 

(6p)(cg)(ar) \ ^ 

et qui demeure applicable A la courbe proposee^ memo quand quelques 
anes de ses intersections avec le triangle deyiennent imaginaires^ se r^u- 
nissent par couples on passent A Tinfini^ auquel eas le cöte correspondaut 
de ce triangle deyient simplement parallele u Tune des branches ou des 
asymptotes de cette courbe» 

£n effet, dans eette derniere hypothese^ le rapport des segmens 
infinis se r^duit lÜ Timit^ (l^?*) ^^ disparait totalement de la relation ci- 
dessus; dans la seconde^ les segmens des paires de points qui se confon- 
dent sur chacun des edtes du triangle^ deyenus tangens h la courbe pro- 
pos^9 sont simplement ^gaux entre eux, de sorte qu'ils continuent a de- 
meurer dans la relation dont il s'agit; enfin^ dans la premiere, les pro- 
duits des couples de segmens imaginaires restent r^ls^ comme on sai^ 
et peuyent tonjours Stre cens^s donn^s implicitement^ soit par le trace 
eu la Constitution propre de la courbe^ soit par le trace effectif ou pos- 
sible d'autres eourbes plus simples et qui auraient en eommun^ avec la 
propos^^ les eouples de points imaginaires relatifs a ces segmens. Les 
intersections r et r^y pmr oxemple^ ^tant imaginaures, les produits ar .aH^ 
er .er qui leur correspondent, ou phitdt le rapport de ces produits, sera 
donn^ par la relation memo qui le» renferme, ou par ses anak^ues re- 
latives soit ä la eouibe propos^, soit A une section oonique <m k une 
ligne g^m^trique queleonque qui aurai^ avec eette prc^os^ la dveotion 
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ind^finie äe rr^ o/a ae pour s^oante oonmuine id^le {lYaitä des proprie^ 
tis projectives Seot. h et Vh)* 

166. La relatkm g^it^iAle qui nous. aooupe med d'ailleun h mSme 
de trouver l'une quelconcpie de» intersec^os de la eeurbe mreolea oötes 

_ • 

du triangle, quand toutes les autres sont connues. Eii effiet, die doniie 
imm^diatemeot le r^pport des segmens relatifs ä cette intersec^oiiy ou des 
deux dtttances qui, sur le cöt^ auquel eile i^partient^ la separent des som-* 
mets correspondans du triangle ; mais il est u^cessaire de remarquer qu'on 
peut divisar, de deux manieres distinotes^ ee e6te eu parties proportum« 
nelles h deux nombres donn^Si seien que le pcHut de division doit se trou# 
ver entre les extr^mites meines de ce oöt^ ou mxt son prolongement. Or 
un seul de ces points appartient ä la qourbe puisqu'il doit etre tel (149«) 
que le Systeme de toutes les intersections de celle«ci avec les cdt^s du 
triangle. transversal , en o£Bre un nombre z^ro on pair sur le p^rim^tre 
memo de ce triangle ^ condition qui leve evidemnaratt toute espeoe d'in« 
certitude« 

167. n resulte en particulier de ces obsarrationsy que si les dif- 
f^rentes brancbes d'une courbe g^ro^trique^ une s^e exoept^, sont d^ 
crites sur un plan, il sufiBra de conncdtre deux queleonques des points de 
cette branche poiu* etre u meme d-^i determiner sucoessivement tous les 
autres par une metbode qui se rapporte uniqiiement au premier degri^ 
et qui n'exige meme que Tintervection de la ligne droite ou de la regle, 
comme nous le verrons tout a Theure« 

Effectivement, si Ton suppose que la direotion kid^finie de deux 
des cöt& du triangle transversal rest^it invariables sur le plan de la courbe, 
tandis que celle du troisieme cöt^ cbange de position d'une maniere quel« 
eonque, par exemple en pivotant autour de Tun de sei|. sommets; il est 
dair, d'apres oe qui pr^cede, que les intersectk>ns suocessives de ee cöt£,' 
avec l'une des brancbes de le oourbe choisie k volenti, pourront etee d^ 
termin^es k Taide des auttes intersections variables de ee meme cdt^ et 
des intersections fixes qui appartiennent aux deux pr^niers. 

On voit donp que cbaque branohe dbtin^e d-une eourbe g^om^ 
triqu» se comporte, per rapport #\ toutes les autres, comme si eile ^tait 
une simple ligne droite; car deux poii^ de sa direetion suffisent poiv la 
deter9M»er compl^emeut, i^t son trae^ n'exige que des coutnictioQB da 
prenier degr^. 
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On prouveraity de la mteie nmnidre^ que le iystöme de deux 
branches distinctes d'une courbe g^m^tricpie se comporte comme tute 
simple ligne du seoond orA^e par rapport ä rensemble des autres branches 
cens^ oonnues; de sorte^ par exemple, que ce 83r8teme serait entiSre* 
ment donn^ an moyeii de oinq points qndconqoea de soo contoor; et 
ainsi de suke pour les crfst^mes de trois on d'mi nombre qadeönque de 
branches. Or oes drccmstanees mettent ik mdme de pr^voir^ & Tavance, 
que plusieurs des propri^t^ connues de la figne droite et des sections co* 
mques doivent £tre appficables aux brandies simples et aux couples da 
branches des lignes g^m^triques de degr^ quelconque« 

C'est ainsiy par exraople^ que nous avons vu (155. et suhr.) les pro* 
pri^t^s projectires les plw g^n^les dont jouit une figne du second ordre 
par rapport ä une drdte arbitrahre de son plan^ subsister, d'une manidre 
analogue et sans modifications essentielles^ pour le Systeme de deux branches 
quelconques^ d'une l^e du 3*^ ofdre par rapport h la demiere brauche. 

168« En g^n^ral^ il r^sulte, de la nature des relations qui nous 
oceupent, que tontes les propri^t^^ toutes les eons^quences qu'3 sera pos- 
sible d'en d^uire pour les courbes g^m^triques consid^r^ d'une ma« 
niere indiriduelle^ seront aussi applicables aux sjstemes de droites on de 
courbes g^m^triques qnelconqnes dont la somme des degr^ serait un 
nombre donn^ et qui se trouveraient compris dans le mSme plan. Mab, 
aßn d'^viter les r^p^titions et de ne pas compliquer inutilement les &ion* 
c6s ou les d^monstrationsy nous convenons^ une fois pour toutes, de oom- 
prendre sous la d^nomination de lignes giomitriques^ aussi bien les lignes 
individuelles et distinctes que les assemblages ou syst^mes de lignes aux* 
quds notre th^reme fondamental est directement applicable« 

Et, puisque ce th^reme ^tablit une relation n^eessaire entre les 
intersections des cöt^ du triangle transversal avee les diflBSrentes brandies 
des Ugnes g^m^triqnes, il en rMulte r^proquemoit qu'un systÄme de 
points, dioisis arbitrairement, mais en nombre ^al, sur chacun des cöt^ 
d'un triangle quelconque, ne saurait, en aücnne manidre, apparteoir k une 
ligne geom^trique de Torcbe marqu^ par ce möme nombre s'ü ne satufiBuk 
pas hi la relation dont il s'agit; ce qui revient d dire qull sera in^oa« 
sible de &ire passer une teile ligne par Tensemble de toos ces pointa. 
ünsi, par exen^te, six points ^tmt situ^ ariMtrairement, mais den: par 
deux, sur les c6t& d'un triangle, on ne saurait eonstruire aucone l^;ne 
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an second ordre qm oontieiiiie oes sk points^ et 3 est ^[alement de toute 
imppsailiilit^ d^en &ire passer ane du 3*" par neuf points qui sermnt 
ehoisis & Tolont^) quoique tnm par trois^ sur ces mSmes oöt^ 

Enfin il parait ^videnf^ d'aprds ie No. 166. , que^ lorsqne les points 
ooDsM^r^ satisfont aux conditioiis de grandeur et de position dont U y 
est question) toute courbe g^m^que^ du degr^ marqu^ par Ie nombre 
des points qui appartiennmit ä un möme cöt^ et qui passerait par Ie sy* 
stdme de oes points et de tous les autres, un seid exoept^^ devra n^oes» 
aairement aussi passer par ee dernier« 

Ainsi^ bien que nous ignorions aotuellement les moyeoB g6om6» 
triques de construire nne tdle eourbe d I'aide des points donn^^ quand 
son degr^ surpasse Ie deuxidme (145)^ nous n'en derons pas moins re» 
garder la relation m^trique qui lie entre eux ces points, comme un in» 
dioe de I'exntenoe de cette oourbe en g^n^ral, on, si Ton veut, comme 
une d^finition qui exclne seulement toute id^ de son imposstbilit^ abso« 
lue« Au surplus, lorsque, dans Ie courant de oe $• il nous arrivera d'^ 
nonoer qu'un certain groupe de 3 m points , assujettis aux conditimis que 
si^pose cette relation , appartient ä une ligne äu degr^ m marqu^ par 
Ie nombre des points qui sont situ& sur chaque transversale, ce sera 
uniquement dans la vue de simplifier Ie langage, et nuUement de rien pro- 
noncer d l'avance sur fexntenoe ou la possibiKt^ effective de cette courbe, 
posubiHt^ qui sera d^montr^e complStement et g^^ralement dans Ie pa- 
ragraphe suiyant, ou nous nous occuperons, d'une maniSre speciale, de la 
oonstruction des Ugnes et surfaces g^m^triques par leurs sjst^mes d'in« 
tersections avec des transversales rectilignes donn^. 

MHhode ginirale d*ilimination appliquie 9p4cialement aux seg^ 
mens fui deviennent nuls ou infiniment petita. Dea tangentes^ des points 
singuliers et des polygones inscrits' ou eirc(m9crits. 

169. Apr^ les observations pr^imimares qui pr^dent, nous 
nous occuperons des diffi^rens modes par lesqueb on peut truisformer 
notre relation primitive en d'autres ^galement propres h caraet^riser les 
^nes g^om^triques, et ä ükte construire num^quement ou grapliique« 
ment Tune quelconque de leurs intersections aveo les cöt^ du triangle 
transversal, quand les intersections restantes sont cens^ donn^; ce qui 
conduit n^cossairenMit aussi k antant de th^^mes dhtinfits ou de pro« 
pridt^ nonvdtes des lignes gi^m^triqms« 



En ^fot, 3 mffit de traiter cette vdatioa «onniie noiis Tavoiis fait 
dans le 1« §•» pour le cas particulier des ligoes du second ordre; c'est 
ii dire eu CiBBant intenreDir de nouvelles tranftversalea rectilignes ou courbet 
qui oontienneat ^elques-UDB des pointo d'abord oonsider^s, et qui^ den« 
nant lieu ik d'autres relatious analogues^ permettent d'^liminer aimidtane- 
ment^ ou suocessivemttit de la propos^, tout ou partie des segmens quelle 
renfwmey de maniere ä retombw finaloment siir une egatite plus simple» 
siir une relation qui indique plus explidlem^it que la premiere, la d^ 
pendance grapbique qui lie, entre elles, les intersections prkoitiFes de la 
oourbe et ses trausTorsales. 

Obenrons en outre que, par de telles transformations , on peut 
aus« g^n^raliser notre ^quation fendaaaentale , de maniere a la rendra 
applicable ii des situations des transversales pour lesquelles etle cesserait 
de Tetre sous le point de vue purement g^m^trique» En eflPet^ par 1'^ 
mination^ de tous ou de partie des segmens qui y entrent, au moyen 
d'equations et de transversales auiiliaires , Ion rend les relations nouvelles 
ind^p^idantes du mode d'existence propre des points auxquels oes seg- 
mens appartiennent; de s<Hrte que ces s^imens peuveut devenir nuls, in- 
iinis^ imaginaires saus que ces dernieres relations deviennent^ pour cela, 
identiquesy ilhisoires eto, 

170« Nous avons d4jä offert diffi^rens exemples de ces transfor- 
mations pour le cas particidier des ligues du 2"^ ^ du 3"^ ordre » mais il 
eonyient de les etudier ici d'une maniere tout ä iait speciale et pour les 
Gourbes de d^re quelconque. 

Supposant, entre autres^ que^ dans le cas g^^ral cif-dessus (165.) 
d*une courbe g^m^trique plane coupee par les cötds indefiniment prolonges 
du triangle ab €9 il arrive que le sommet c de ce triangle doive etre si- 
tu^ sur la courbe^ et se confondre ainsi aveo les points 7 et r qui lui 
sont adjacois; les segmens cj^ er devenant a la fois nuls, la relation pro- 
pos^ prendra la forme § = 1 ou ;= 0^ et oessera ainsi d'etre apte 
a d^finir la courbe, ou A d^terminer Tun quelcoa^ie des segmens da 
tamngle & Taide de tous las autres. Mais, si Ton oon9oity par les points 
^ et r, une nouvelle transversale rectiligne ou courbe quelconque, le sj- 
steme de toutes ces interseotions, aveo les o6tes dm triangle abc^ donnera 
lieu j^ uie aeconde relation qui permettra d^iSliminer, de la prämiere, les 
segmens cf et er, cens^ nub ou infinimeat petit% et qui conduira a una 
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demidre ^qiiatlon propre *A d^terminer iimn^iatenieiit fune qneleonqua 
des interseetknis du triangle abc^ avec les deux oourbeB devenues ian- 
gBßteB entre dies au poiut c, quand on connaitra le Systeme de toutes 
les aiktres. 

171. Pour nous bomer, ici, d ce quil y de plus simple et de 
phis ^Mmentaire^ nous supposerons que la ligne auxiliaire soit la droite 
ittd^finie y r rencontraot au point P le 3* cöt^ a 6 du triangle transversal^ 
on aura ^?idemment 

mr . cq.bP ^_^ ^ 
er • 6g . aF *"" * 

^quation qui^ muHipIi^e^ membre ä inembre, par la propos^ (1^«)> donne 
cetteautre 

{ap)(bi^icr^)bP _ 

dans laquelle (AfO ^^ ccns^ repr&enter le produit de tous les segmens 
l^fy ^9"y bq'" .... a Texception de bqs (ar^) le produit semblable de 
tous les segmens 9 ar', ar''^ ar"^ . . . . u Texception de or etc*^ et 
d'ou Ton deduit imm^diatement le rapport de bP h aP propre A con- 
struire le point P, et parconsöquent la transversale ^rP^ qui devient na- 
turellement une tangente de la courbe propos^e, dans Thypothese ci-des- 
sus ou les poiuts ^ et r se eonfondraient en un seul avec le sommet c 
du triangle consid^re» 

On remplira aussi le meme but d'^liminer, de la relation primitive, 
les segmens er etcq qui la reudent identique, en observant que, dans 
le triapgle c^r, le rapport des segmens ou cöt^ dont il sagit^ eonserve 
une valeur d^termin^e et fiuie, meme quand ee tnragle s'^vanouit, ou que 
la direction ind^finie de ^r devient tangente A la eourbor En efiet, ee 
rapport est ^gal ä celui des sinus des angles cqr, ery opposes respective- 
ment aux cöt^s er et cy dont il s'agit» Mais ee dernier mode d'elimi- 
nation aurait l'inconv^nient de fieiire iutervenir^ dans la relation primitive, 
des ^l^mens d'une nature ^trangere A ceux qu'elle contient, et qui ne se 
preteraient pas, avec la meme faoiUt^^ aux interpretations g^om^triques 
ou aus transformations que nous aurons ä lui faire subir par la suite« 

172. Oll se Gonvainora^ des A pr4»ent, des avantages inberens au 
premier mode d'^^mination en observant que t» relation obtenue ci-des- 
sus ()71«) peut imm^atement se ramener A la forme mem^ de eelle d'ou 
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not» notamm portis« II siifßf, poiir ci4a, de inippoier qu'011 mdne^ par te 
pomt Py «Itu^ «nr le cöt^ ab du teiaogle a£c, une ^eoonde droite arbi» 
traire reooontrant en g^ et r. leg deux autres €6t^ de oe triangle; oar| 
^tant consid^r^e^ A son tour ^ comme transvenale de oe m^e triangle^ 
eile donnera lieu h une nouvelle rdaticm dopt la ooinbiiuiiflon aFep la pr^- 
c^dente ocmduira ä cdle-d 

(bq) xcqt (cjO X ar, (ar') * 

qui^ ^fant absolument de m^e forme que la relation primitive et assu- 
jettie aux meines conditioiis (149«)9 exprime (168.) que les trois groupes 
de poiuts Pj pU p^^ ••••> f» 7^ f^ ••. •; i^ ^> r^* ...f^ i^partenans a la 
eourbe proposee ä l'excqption des deux points ^ et r^ sont eux mdmei 
situ^ sur une autre eourbe g^m^frique d'un d^r^ ^gal au sien propre. 

Ce tb^oreme qui a son inverse^ d'apres les principes ^e la th^rie 
des polaires r^ciproques, conduit A des ^nonc^ ayssi ^I^gans que fiacfles^ 
mais sur lesqu^ls nous ne pQuvons ici insisteFt Cententons nous de v^ 
marquer que I9 mo^'en par lequel nou^ sommes parvenus ik ramener Vi^ 
quation du No. 171. A la forme de celle du No, 105» , peut £tre mis en 
usage dans beaucqup d'autres cirponstances Qnalogues ; ce qui permet de tra- 
duire immediatementy en relatipns pureqient descriptives , toute ^galit^ ä 
deux twmesy du grare de Celles qui nous occupent^ et qid ne di£P(£rerait 
de Celle du No« 16$. dont il s'agit^ que par l'ordre des facteurs qui y ei^ 
trent ou Tarrangement des points auxquels eile s'applique. 

173« Nous yenons de montrer coniment on peut transformer cette 
demiere relation en une autre qui ne devienne pas illusoire quand l'un 
des sommets du triangle qbc %e trouve situ^ sur la eourbe propos^ ; et 
nons avons vu que cela revient A eliminer^ de cette relation ^ les deux 
segmens qui sont susceptibles d'y devenir niils A la fois; er, il est clair 
qu'on pourrait^ de meme, en faire dispandtre deu:$: autres segmens quel« 
conques relatifs A des c6t^ diffiSreos du triangle transversal^ ce qui per« 
mettrait d'amener de nouveaux sommets de ce triangle sur la eourbe, 
Sans que la relation, abisi traujiform^, cessAt d'dtre applicable aux inter- 
sections qui sont demeur^es distinctes de ces sommets. 

Je dis plus, c'est que le meme proc^^ d'^limination pourra servir 
A amener un ou plusieurs des sommets du triangle propos^, ou, en g^ 
n^ral, dun potygone transversal quelconque, en des points multiples de 
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la ooarbe^ et cela quelle que seit tespiee de ces points ou le nombre 
des brandies qui j passent. En e£Pet, il sufiira ^videmment de faire in- 
terveiuFy dans la figure, autant de transrenales auadliaires (171.) qii'il j 
a de ce« branches, et qui soient telles que, r^unissant deiix par deux les 
mtenectioM du triaugle et de la courbe^ qui doivent se coufondre seit 
avec Fun des soinmets de ce triiuinle, seit avec Tun des poiots multiples 
de cette ooiirt>ep elles finissent par devenir des taugentes v^ritables aux 
diff^rentes bianches dont il s'agit. 

Les points conjuguesy de rebroussement ou ^inßexion donnantlien 
ä des obserratioDS analogucs, on voit qu'il doit en r^ulter une infinit^ 
de th^orSmes absolument ueufs sur les points singuliers des courbes g^o* 
metriques^ et^ en g^n^ral, sur les figures qui leur sont inscrites ou dr» 
consorites« Ces propositions pourraient ensuite Stre doubl^e^ au mojen 
des principes etsqpos^ dans notre Memoire sur la thäorie des polaires 
r4 Cipro fueSf et Ton en d^duirait notamment des prooedes iotf. simples et 
sur lesquels nous aurons occasion de reveuir dans le $• suiviait^ pour con« 
struire^ par points ^ toute ligne geom^trique ayant un point multiple d'un 
ordre infcrieur^ d'une ou de deux unites^ au sien propre etc» Mais 
ce n'est pas ioi le Heu de s'^tendre sur ces ditF<§rentes matieres dignes 
d'mt&ret et qui sont misceptibles des plus grands developpemens^ seit 
qu'on s'arrete aux figures situees simplement dans un plan^ seit que Ton 
considere des pol jgones gauches quelconques coup^ par des snrfaces g^ 
m^triques dans Tespace^ 

'i raduction de PequatioQ fondameiitale en rdations piirement descriptivies et lineaires. 

174. Revenons maintenant aiix suppositions generales du No« 165«^ 
ou le triangle o £ c a une Situation queloonque par rapport a la courbe^ et 
montrons comment^ en suivant la marche qui precede^ on peut ais^ment 
decouvrir les moyens de construire Un^airement ^ c'est-A-dire avec une 
simple reglßy Tun quelconque des points d^finis par la relation 

(er p) (5g) (er) ^ 

(fcp)(cj)(ar) — *> 

quand tous les autres sont censcs donn^s sur la direction des transver« 
sales ab^ 6c et bc. 

Pour y parvenir^ il ne s'agirfi ^videmment que d'^Uminer successi- 
vement, de la relation dont il s'agit^ tous les segmens qui y entrent^ en 
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conduisaut par let pomts d'ioteneotion de la oourbe^ pm daux k daux et 
dans un ordre convoiable, de nouvellea droites oonsider^eSy ä leur tow% 
comme autant de traiuyersales de eötes du <riangle^ et en proc^dant^ da 
reste, oomme cela a d^ ^t^ iodiqu^ plus baut (171.) relatiirement aus 
segmens des points f ei r, c'est-a^dire es s'arrangeant.de £19011 & Mtomber 
toujoun siir une demiere relation de la forme de la propos^ et qui ap-> 
partienne «mplement au sjrsteme de trois demien pointa aüii^ en Ugoe 
droite; ce qui est possible d'une infinit^, de maoieres difiRSrantes^ et coa- 
duit ä autant de proc^& graphiques distinots pour ooiBtnure Fun dea 
p<mits primitivement ooosMeres quand on connait tous lea nutres^ proe^» 
d^ dont noits nous contenterons de donner quelques exe niples ^ saus in» 
siater meme nur les consequences ou les tbeoremes qui peuvent en d^ooo» 
1er pour les lignes geometriques des divers ordres* 

175. Quil s'agisse^ en particulier, d'une ligne da«4'' d^r^ eoop^ 
par les ootes du triangle abcy comme il a ^t^ expliqu^ an No« 165»; on 
considerera d'abord le groupe des six pomts p et /»^^ . 7 et 7^9 r et r^ ai* 
tues par oouples ou deux par deux sur les cot<^ dont il s'agit, et on lea 
traitera de la meme maniere qu'on la fsut au No. 148. pour le cas des 
simples sections oouiques^ en oompl^tant, par exemple^ l'hexagone inscrit 
pp* q^' rr' p^ 0U9 ce qui revient tti mßme, ea tra9ant les trois transvwsales 
if^Tj pr^y p'qj joignant des points d'intersection qui appartiennent & des 
couples de cöt^ difiS^rens du triangle abc^ ^ dont la rencontre respeo- 
tive^ avec chacun de ses troisiemes oötes, ddterminera les noureaux points 
P, Qy R qui sont les points de concours des cötes oppo8<^ de Thexagone 
dont il s'agit. On menera pareiUement^ par les six intersections restautes 
et toujours dans le meme ordre, les trois transversales /^V» p" ^'"jP"' <l'\ 
rencontrant en P^, Q'^ R' respectivement les eötes du triaugle abc^ dont 
CCS transversales ne d^>«ident pas« Cela pos^, coosid^rant le Systeme 
complet de ces six transversales comme une oourbe unique (167.) du fi^ 
degr^, on aura, entre les 36 segmens qu'elle d^termine sur les cot^ abc 
ou sur leurs prolongemens. la retation g^n^rale 

{ap){bq) {c r)x aP. aP' xbQ.bQ^ X cR.cR' __ . 
(6p)(c9) (ar)Xb^ihP'xcQ.cQ'xaR.aR' ^ 

qui, en vertu de ceile qm ap[>artient ä la courbe proposee, se redull a 
la suivante 

aP.aP'xhQ.bQ'xcR.cR' - 

bF . bP X cQ . cQ" X aR . aW "" * 
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Cette noiivelle ^uation exprime ^videmment que le Systeme des 
aix points P et P'y Q et Q^j R et R'^ distribu^ deux par deux et sym^ 
tricpiement sur les eöt^ ab^ bc et a c, du triangle propos^^ appartiennent u 
irne seule et xneme ligne du secood ordre, car eHe satisiait aux diffi^rentes 
Gonditioiis sp^cifi^es aux No. 148., 149., 165. et suivans« Traitatit douc 
oes aix noureaux points comme il est indique dans le premier de oes mi« 
m^roSy ou conune on vient de le fiuve des deux groupes des douze Pre- 
miers points appartenaus A la ccmrbe propos^ , on obtiendra finalement 
trois demiers points qui seront situes en ligne drcHte, conform^ment A oe 
qui a ^^ Stabil dans oe memo numero et i\ ce qu'indique le principe de 
Pascal sur les hexagones inscrifcS aux lignes du second ordre. 

Ces construdions 9 comme on voit^ lient entre elles graphiqueteent 
les douze inters€)ctions de la courbe du 4*" degre et des cöt<^s du triangle 
abCy de mani^re que onze quelconques d'entre eUes ^tant donn^es, la der- 
niere s'ensuit n^cessairement par le trace de simples lignes droites# 

176» S'il s'ajiissait d'une Jigne du 3* ordre seulement^ on tracerait 
une droite arbitraire formant, avec cette ligne, un Systeme qu'on traite- 
mit comme on vient de le faire pour ktcCOurbe du 4* degr^. On pour» 
rait aussi detacher, des ueuf intersections de la ligne du 3* ordre avec 
les cöt^ du triangle abcy \m groupe de six points s)rm^triquement situ^ 
sur ces cöt^s, afin de traiter ce groupe comme on l'a fiedt prec^demment, 
mais la relation a la quelle on parviendrait ainsi, n'ayant pas la forme de 
oelle du No. 165. , on n'en pourrait conclure que les trois points nouvel- 
lement obtemis, r^unis aux trois demier^ points de la courbe propos^, 
appartiennent a une ligne du second ordre ; il faudrait necessairement lui 
faire subir la transformation du No. 172. pour la rendre susceptible d'ex« 
primer imm^diatement une d^pendance graphique entre les points aux- 
quds eile se rapporte; ce qui ttileverait k la construction finale tonte la 
%ym^ne qui caract^rise le premier mode d'op^rer« 

Cette difiionlt^ n'existe pas pour les lignes du 5^"* ordre; car, si 
roQ d^die des 15 intersections qui leiir appartiennent sur les cöt^ du 
triangle transversal, trois qu^^hxmqoes d'entre elles relatives k des cöt& 
diflSSrens, puis q'uon traite les 12 intersections restantes cörame on Ta feit 
des 12 intersections relatives k la courbe du 4* degr^ ci-dessus, on arri« 
vem finalement k trois dcrni^rs points qui, r^unis avec les trois points re« 
serv^ appartiendront naturellement k une ligne du 2^ ordre; ce qui tient 

29* 
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esseutieUement u ce que les 12 premiers points ont 4t6 soumis Hl nn nöm» 
bre pair d'op^ratlons qui n'ont pas chang^ Tordre des produits des Samens 
qiii^ daiis les equations suocessiyes^ se rapportent A ces douxe points« 

Four les lignes da 6* ordre^ on partagerait les 18 intersectioiis ooiv 
respondantes en trois groupes de 'six points respectiTement sitii^ sor les 
cötes du triangle; et ^ les traitant scparement comme s*ib appartenaient ii 
une ligne du second ordre ^ on arriyerait A neuf demiers points situes sur 
uno Ugne du S^'** ordre^ qu'on traiterait^ a leur tour, comme nous venons 
de l*indiquer pour oet ordre^ en fesant intervenir ime droite auxiliaire queU 
conque dans la figure, afin de n'avoir qii'une ligne du 4* ordre a considerer« 

On procederait d*une moniere analogue pour les lignes des ordres 
sup^rieurs au 6^"*% 

177« Les oonstructions qui pr^odent ctablissant des d^endances 
purement graplüques et lineaires entre les iutersections d'une courbe plane 
donnee et les cotes d'un triangle pris pour transversal de cette courbe ^ ü 
est clair que ccs d^pendances ne cesseront jamais d'etre applicables au 
Systeme des intersections correspondantes^ pourvu seulement qu'aucune d'en* 
tre elles ne devienne imaginaire; cUe servira douc a coustruire Tune quel« 
conque de ces intersections au moyen de toulcs les autres^ meme quand 
le triangle dont il s'agit s'erauouira^ aura des souuncts placcs sur la coiu*be 
ou situds A riufini etc.; ce qui fonrmra, entre autres (1710> le moyen 
de construire, toujours par de simples intersections de lignes droites^ la 
tangente en Tun qiielconque des points d'une courbe g^ometrique donii^ 
sur tm plan. 

Ce sont precisement ccs oonstructions^ dont Tanalogie areo celles 
qui resultent du principe de Vascal pour les sections coniques est de toute 
evidence, quo nous avions drct>uvi3rtes , dos 1816^ et quo nous avons an« 
noncdes a la page 154« du tome VlIL des Annales de Mathematijues^ 
ann^ 1817. On voit qu on\ Isa^jo^^s individuellement et pour chaque courbe 
d'un certain ordre, dies sont a»sez »Iniples en elles mOmes pour etre fa- 
dlement appliquees, et assez sym^triques pour ^tre aisement retenues et 
saisies par resprit« Mais elles n'en mauqueni pas moiiis, dans leur ensem« 
ble, de ce caractere duniformit^ et dUiniversaiite , qui peut seul rendre 
les fn<^thodes matliomatiqucs vraiment rccommandaLles : c'est pourquoi^ dans 
ce qui va suivre, uoiis expoäerous des constL*uctions absoiumeut exemptes 
de cct inconvenieut. 
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Bliminadon de tous les segmens rdatifk a ime meme transversale ou aa Systeme de dcux 
traosTcrsales distiiictes. Des sjstemcs d^intersection en involatioii simple« 

178« Afin de xnieux faire apercevoir la marche qui nous a fait par- 
yenir A ces constructions ^ nous remarqiierons que la relation du No« 165« 
derient compl^tcmeDt illusoire quand l'un des cAt^s du trüangle abc passe 
u rinfini ; ensorte que cette relatioii n'apprend plus rien par eile meme sur 
la loi ou la d^peudence qui lient entre ellcs les differentes interseetious 
de oe triangle et de la courbe« Or nous venons de voir que cette de« 
pendance^ consid^r^e sous le point de viie purement graphique^ n'en existe 
pas moins dans la supposition dont il s'agit, puisque^ d'apros les notions 
g^n^ralement admises^ toute droite^ A distance donneo^ qiu oontient Tun 
des points d'une oourbe^ situ^ ä rinfiiii, n'est autre chose qu'une parallele 
ä la branche ou h Tasymptote oorrespondante de cette courbe; dono 3 
doit exister aussi une relation metrique necessaire entre tous ceux des 
difiß^rens segmens du triangle abc, qui^ fesaut partie. de la relation pri« 
mitive^ n'ont pas acquis une valeur infiuie dans Ibypothese dont il s'agit# 

Ponr docouvrir cette noiivelle relation, il ne s'agira, suivant Tesprit 
de la methode que nous avocs jusqu'ici prise pour guido, que de trans* 
former la relation du No. 165« en une autre qui cesse de devenir iden- 
tique cjuand le cöte du triangle aöc, que Ton considere, s'eloigne A une 
distance iufinie sur le plan de la courbe ; ce qui consiste toujours h elimi« 
ner, de cette relation et ä Taide de nouvelles transversales rectiljgnes con« 
voiablement traciSes, tous les coiiples de segmens dont le rapport con- 
serve essentiellement la forme iudetermiu^ §, attendu qu'en devenant 
infinis, ils dißerent outre eux dune quantite qui reste eile meme infinie« 
Or cette circonstauce na m idemment lieu que pour les seuk segmens qui 
appartiennent au cöt^ dont il s'agit ; c'est donc aussi de ces seuls segmens 
qu'il faut d^barrasser la relation propos^-e, en menant^ par les intersections 
correspondantes de la courbe, des transversales rectilignes arbitraires. 

179. hupposant, par exemple, que ce solt le c6te bc du triangle 
abcj qui seit suscrptible de passer « latiiDi; poiur feire sortir, de Tega- 
Vt6 du No« 165. les segmens qoi appartiennent A ce cote, on menera, par 
ses intersections ^, y% ^"» ••* aveo la courbe, des droites ou transver- 
sales arbitratres coupant respectivement en PetR, P^ et R'^ F^ et R' etc* 
les deux autres cöt^ o & et a c de ce triangle« Cela pose on aura ^videm- 
meiit, en oonsidiSrant le Systeme de ces transversales comme une b'gne 
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giom6triqne du meme ordre que la proposde, et en eonservant d'aflieurs 
les conyentioiis jusqu'ici admises, 

i aP){bq)(cR) _ . 
{bP){cq){aR) — '' 

d'ou Ton tire^ en combioant avec la relaüon du No« 10&» 

jap) (er) _ (aP)(cR) 
ibp){ar) — (bF){aRy 

^quation dont I'enonce facile donnerait lieu ä un nouveau theoreme sur 
les courbes g^omdtriques , et qui^ dans la suppositioii ou bc s'öloigne & 
rinfini et ou les transversales aiixiliaires PfRf Fq'Bf ...m se changen^ 
oomme nous l'avons dit^ en un Systeme de paralleles quelconqiies aux dif« 
ferentes branches infinies de la courbe, prend cette autre forme encore 

plitt simple 

(gp) _ (^Pl 

attendu qne les rapports de segmens infinis se r^uisent ioi t\ l'unit^ puis« 
que ceux-d ne different entre eux que d'une quantit^ donn^e« 

D'ailleursi quand les transversales auxiliaires^ au lieu d'etre men^ 
arbitrairement) sont prises tangentes A la oourbe propos^ on qu'elles se 
ooufondent avec ses difG^rentes asymptotes> on retombe sur un theoreme 
d^montre, par TFaring^ A la page 85« de ses Milanges analytiqueSy I^ 
quel n'est ainsi qu'un cas particulier du notre« 

180. Supposons encore que ces transversales soient oonduites par 
les intersections respectives r, r'^ r^' ... . de la courbe et de l'un^ a c^ des 
cdtes du triangle abc^ dont elles ne d^rivent pas; ce qui revient a sup« 
poser que jR ooincide avec r, R^ avec r\ et ainsi des autres ; la relation, 
obtenue en premier lieu y deviendra y attendu qu'alors le produit (c r) = 
(cfl), le produit (cr)Ä(aÄ), 

jap) _ (fi£). 

{bp) - {bpy 

nou volle ^quation qui^ lorsque le dernier c6te 6 c du triangle s'^loigne ä 

linfini ou devient simplement paralltMe au cut^ aby se r^uit A cette autre 

encore plus simple 

(ap) =a (aP), 

et qui indique^ d*apres nos Conventions (165«)| que ^le produit de tous 

^9 les segmens ap, ap\ ap" .... relatifs ix la courbe propos^, est 4gal 

99 a celui de tous les segmens aP^ aP'y aP'^p^mm^ determin^ par les s^ 
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cantes ou cordes ind<$finie8 y r, yV, f'V • . •• devenaen paralleles aux dif- 
ferentes Inranches ou asyipptotes de cette courbe 

181 • L'^quaÜon 

(6p) —{bpy 

relative au cas ou oc ou 6 c restent quelconcpies^ se rapporte ^videm« 
ment a la forme des trois premi^res de celles qui ont ^t^ etablies aux 
No. 143« et 144. pour le cas des lignes du second ordre; ce qui conduit 
ä quelcpies consequences interessantes conoemant les lignes g^m^triques 
en g^^ral^ et qui peuvent etre consid^r^ comme Textension des pro- 
priet^ dont jouissent les quadrilateres insorits au sjrsteme de deux droites 
ou k une seotion conique quelconque y suppos^ coup^ par une transver- 
sale arbitraire* 

En effet, le Systeme des transversales P^B, P'f'R', F^q^'R",.... 
dont n a ^t^ question ci-dessus^ forme, avec les eötes ind^finis dutriangle 
abcy une suite continue de quadrilateres PRR'Fy FR'R'F' .... ega- 
lement inscrits A la courbe proppsee, et dont les differens cöt& se trou<- 
vent, aussi hiea que les branches de cette courbe, coup^ ä la fou par 
la transversale arbilraire ab; I'^quation d-dessus peut donc Stre consi- 
d^r^ comme indiquant que les points a et 6, qui appartiennent aux deux 
c6t^ communs A tous ces quadrilateres, jouent le meme röle ou sont en 
involution simple ^ soit par rapport aux intersections de la transversale et 
de la courbe, soit par rapport aux iutersections de tous les autres cöt^ 
des quadrilateres. 

Mais ce rapprochement, eutre les proprietas^ des lignes du second 
ordre et edles qui appartieunent aux lignos d'un ordre quelconque, peut 
Stre rendu plus Evident et plus oomplet encore, en observant que la rela- 
tion, qui nous occupe, etant iodependante de Tordre meme dans lequel 
on j(mit, denx a deux, les intersections distinctes, des cdt^s ac et 6 c du 
triangle transversal, aveola couriie, eile a lieu, «Tune maniere analogue, 
pour les deux sjstemes de diagonales joignant des sommets difl^rens des 
qaadrilatdres ci-dessus; de sorte que les ifitersectioas de la transversale 
arbitraire avec la courbe, et ses intersections avec les cötes ou les diago- 
nales distinctes dont fltv^s'agit, constituent quatre groiipes de points qui, 
oqnibinös deux a deux, sont a la fois en involution pär rapport aux points 
e et 6 4e la.transverMle. 



228 ^Ö* tonceietf anttfyse des trafinversalea» 

182. Pour tradnire ccs consequenccs en im langage plus expli- 
cite encore^ concevons une courbe g^om^trique du degr^ m trao^ Bur 
UQ plan; soient ac et bc deux transversales arbitraires rencontrant oette 
courbe en autant de points qu'il est marque par son dcgre; inscrivonsy 
a volonte, a cette meme courbe, un poljgone de 2m c6t^ qui ait alter- 
nativemeiit puar sonitnets les m points de rencontre de a c et les m points 
de rencontre de bc ; soit en outrc a h ime troisii^me transversale arbitraire 
rencontrant les deux premieres en o et 6, la courbe aux m points p^ p\ 
p" . • • . , les cotes de rang pair du poljgone aux m points P, P', P" • . . • 
et enün ccux de rang impair aux m points Py^^^^y ^[ .... respective- 
ment; on aura, selon ce qui vient d'etre demontr^, les deux relations 

{hy, — (bP) > \bp) — {hr> ■' 

dou Ton deduit inuuediatement cette troisieme 

(«f) ^ (aPx) 
[bP) ibP,)^ 

qui se rapporte uniquement aux interscctions de la transversale ah avec 

les o6tes de rang pair ou de rang impair du polygone^ et h laquelle on 

arriverait directement et generalement, pour un polygone quelconque, d'un 

nombre pair de sommets, inscrit ^ Tangle de deux droites arbitraires ac 

et 6 c, en considerant alternativement le Systeme de toqs les cotds de rang 

pair de ce polygone et celui de tous les c6tes de rang impair, comme 

autant de lignes geometricfues (165.) transversales du triaugle abc^ forme 

par la rencontre mutuelle des deux droites ac et bc dont il s'agit, et d'une 

troisieme droite arbitraire abm 

183« Ce dernier th^oreme qui, dapres ce que nous avons fait voir, 
de deux manieres diflPerentes, aux No.515. et 517. du Traite des pro- 
prietes projectives des figuresy s'etend aisement aux polygones, d'un nom* 
bre pair de cötc^, inscrits a une ligne du second ordre quelconque, ce 
tfa^reme, disons-nous, lie entre eux tous les points de deux systemes en 
Involution simple par rapport a deux points donn<^, de maniere A feire 
decouvrir lineairement Tun quelconque d'entre eux, quand tous les autres 
sont assign^ a priori. 

Qu'il sagisse, par exemple, des deux systemes de points p^ p\ p" .... 
P, P, J?" consideres dans le No. ISl«, et qui sont en involution par rap'- 
port aux sommets a et & du trianute abc. on inscrira. A volonte, dans 
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l'angle acb ie» deine transversales ae si ßb^ ou de cleux droites qneU 
conqiies issues de a et £» iin poljgone dans les sommets, en nombre 
^gal a eelui des deux systemes de points propos&( s'appuient altemative- 
ment sur ces droites et de maniere que les cdt^ de rang pair, je sup« 
pose , passant respectivement par les points p^ p% pf' ...^^ les oöt&( de 
rang impair, un seul exceptö, passent respectivement aussi par ceux des 
points P9 1^ y IP*' . ... qui sont ceus^s donn^s. Cela pos^^ le demier 
cöt^ ira natiirellement rencontrer la transversale ah wl point qui a ^t^ 
exoepte; droonstanoe qui d'ailleurs arrivera quel que soit oe point et quel 
que soit l'ordre dans lequel on ait op^r^^ 

Nouvelles constniction des tangentes. Des faisceaüx de tangentes en inrolution. 

184. Ce qui pr^ede foumit ^videmment une nouvelie m^thode, 
aussi generale qu'elle est 8]rm^trique et ^i^gante^ pour construire (164. et 
suiv.) l'une queloonque des intersectioiis d'une courbe g^metrique avec 
trois droites ah^ ae et hc^ arbitrairement trac^ sur son plan et lors- 
que toutes les autres sont oonnues ou donn^ par le trac^ de la courbe« 
De lä ^galeroent uii proc^^ nouveau pour oonstmire lin&drement^ ou 
Sans autre instrument que la regle , la tangente en un point donn^ d'nne 
oourbe g^metrlque queloonque^ plane ou f\ double courbure^ proc^d^ qui 
peat aussi servir 11 construire les aisymptotes de cette courbe^ quand on 
connsuä simplement leur direotion ou' leur poiot de tangente & rinftni. 

SupposonS) par exemple^ que^ daiis la figure relative aux No. 180. 
et 183«, le point de rencontre c des transversales ac et hc^ soit pris sur 
la courbe y . de maniSre que leurs intersections ^ et r avec cette courbe^ 
ee confondent en une seide au point de rencontre dojDt il s'agit; la droite 
ind^finie qr devicndra ^videmment une tangente de la courbe^ et la rela>- 
tion graphique qui pr^cede donnera le point de rencontre P^ de cette tan» 
gente^ avec la trazisversale arbitraire ab. 

185« En appliquant aux diverses propositions qui nous ont yusqu'ici 
occup^5 les principes expos^ dans les No. lOl«, 120« et suiv« de notre 
pr^c^ent Memoire sur la thäorie des paladres riciproqueSj on arrive 
ä divers r^ultats^ dont nous nous bornerons ä citer les suivans parcequ'ils 
conduisent k des 4nonc^ faciles« 

59 Soit une courbe quelconque, de degr^ m^ trac^e sur mi plan, et 
yyOy b, € trois points aussi quelconques de ce plan, de cbacim desquelson 

GNDirs lonnra] d. M. Bd. VUl. Hft. 3. 3U 
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yjmk TDßix^ ^ la courbe, las m(m — 1) tangentes^) qni lin oorrespondeot 
9^(No. 66«), tangentes qid seront id c&aai&n toiitea r^dles; dioiSMOiiay k 
^^v^iA^ panni les m^{m — 1)* intenections mutueOes des tangeikes issuei 
9^ de A et de r^ im Systeme de m(m — 1} de oes utenectioiM apparteoantes 
^yk autant de coiiples dntincts de oes tangenteir; fesoiia enfin passer^ par 
yyks intenectiQiis dont il s'agit, un faisceau de m{pt — 1) droites £rig^ 
jjven le pomt a; il r^sulte, des No. 180., et suivans^ qiie ce faisceau et 
^^cdui des m(m — 1} tangentes, issues du mrade point a, seront en /jttw-« 
yjlution simple par rapport aox deux droites ind^finies QC et «5; e^est- 
,,ii'-dire que les intenections respectires de ees faisceaux, avec ime trans- 
9,versale aii>itraire9 aeront elles-mdmes ^i involutiqn par rapport aux 
^intenections de cette transversale et des deux droites dont fl s'agit.^ 

H r^sulte en pKticulier^ de ce tbeoreme g&ieraly que, si Pen se 
domie toutes les tangentes issues des trojs points o, h^ r, une seule ezcq[K 
t4e, on pourra immediatement d^rminer ceUe*ci par de simples traces 
de lignes dr<Htes, et en ajrant recours aux constructions du No. 183« ap-» 
pliqu^ aux intenections de la transvenale ci-dessus; proMeme de la 
Solution duquel depend d'aifleun la d^tenmnation du point de contact 
des tangentes« Mais on peut aussi op^rer directement en renversant les 
ccMistnictiotts elles-mdmes, au mojen de la Thiorie des polaires recipro- 
gueSf en obsenrant que la question ren^i^ en d^mitire, ä determiner l'une 
quelconque des droites des deux fiMoeaux issus du p<»nt a, et qui sont 
en Involution par ra^^ort a aA et ac« 

A eet effist, ayant du»! ä Tolcmt^ deux points b* et c' sur ces 
J e mi ei'c s droites respeclives, on igea senrira pour faire passer akemati» 
vement les o6t^ de rang pair et impair^ d'un poljgone qudconque dont 
les sommets s'q»pnmNmt eux-memes altemativement sur chacune des droites 
du ooiq^le de Csosceaux eonsid^r^^ ä Texception o^endant de celle qu'il 
s^agit de ddemunw au mojen de tous les antres« Cela pos^^ le demier 
sommet de ce potygone, cdui qui est demeur^ entierement libre» se pla- 
cera de lui mdme, sur la demiere droite, et senrira ainsi h la d^erminer 
compl^ement de position. 



*) Hoos leTieiidross, daiis le qoctri^me $., sur ca qoi conMfiia le traci de oes 
Isngeiites. 
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186* Ces esLeinples suiBsent pour donner iine idee du genre de 
propoftitions auxqucUes oa est conduit quand on applique nos principes 
8tir 1» r^ciprocit^ des figares^ au:i^ diverses coDsid6rations qui p.rec^dent; 
o'est pourquoi) saus insister daTantage, nous retoumeroDS h I'objct de nos 
premieres investigations relatires aux applications speciales de la doctrilie 
des transFjersales 9 en remarquant qii^il nous reste une demiere transfor« 
matlon & fieupe subir k la relation g^bi^le du No» 165^ pour qu'elle puisse 
s^^endre ^ toutes les situatiom possiUes du triaogle ou des transversales 
doiit eile di^rive. 

Da changepiefit oomplet 4e fonne que svbit, daps certaim cas^ la relatUn 

fondameintale. -^ Tli4or«suei qui en resultent. 

187. Par les considerations du No« 171^ et suirans, 170« et 180«^ 
nous avons dijh converti la relation fondamentale du No» 165. en d'autres 
relations m^triques qui ne devifinnent illusoires on identiques ni quand 
les sommcta du triangle forni^ par les inters0ctions niutuelles des trans* 
versales de la courbe, se troiivent sitii^s sur cette courbe^ ni quand un ou 
deux de ces sonunets se sont äloign^ h Tin^iai sur son plan. Mals toutes 
oes nouvclles relations se r^duisent, ainsi que la primitiFe^ ä des iden- 
tit^ de la forme 1 = 1> qnand ce migme triangle vient ä s^^vanouir com* 
pl^tement^ seit que d'aiUeurs les directions ind^Snies de ses cöt^s restent 
distinctes en oonvergeaot en un point uuique y soit que deux quelconques 
d'entre elles se reunissent en une i^aule .^galement distiucte de la troisiSme. 

Toutefois les relations puremeut descriptives et Unfaires auxquelles 
nons sommes parrenus aux No. 175. 176, et 183., en j^iminant successi- 
vement, de Celles dont il s'agtt^ tous les sngmens qui j entrent^ ces rela- 
tions, dis-je^ ne cessant nuUement d'ctre appUcs^es au sjstdme des trans* 
versales^ et devant etre considerees comme les traductioiis imm^iates des 
relations m^triques dont elles derivent primitivement , il faut bien eucore 
que Hndetermination de Celles - ci tienne purement au ehangement de forme 
qu'dles doivent subir daus la nouvelle bjpothese. 

188. n est Evident qu'on ne saurait ici .employer le mode d^^- 
mination sucoessive des segtnens dont nous iious sommes servis pr^c^dem- 
ment; car il nous ferait retoinber sur les tni^mes relations lin^ires« Mais^ 
si Tod met l'^uation du No. 165, spus cette forme 

(ap) {by) {ar^ac) ssz (« r) {ap + c ä) {Ity + Ac), 
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qu^ensuite on d^veloppe tous les produite des &cteun binomes en negii- 
geant sucoessi vement ^ dans les r^sultatSi les terin^ que contieiment ab, 
bc et ac a des degr& sup^rieurs au premier, attendu que les ootes du 
triaogle abc peurent^ ici^ etre ceus^ infiniment peths^ on obtiendra la 
BOuvelle ^quation 

.cs(l:) = .*s(i)+».s(i), 

dans laquelle le signe 2 d^signe la somme alg^rique ^) des valeurs in* 
verses ou des r^ciprogues de segmens analogues^ diffi^rant seulement pair 
le signe de position et Taccent ou indice qui affeete les lettres py 7, r. 

On arrivera plus rapidement enoore^ ä eette transform^^ en pre« 
nant la differentieUe logarithmique des deux nombres de T^quation pri« 
mitive (165.), dans laquelle on devra^ selon ce qui pr^c^e, regarder les 
produits {cr\ (Jbp) et (c^) conime les seules quantit^s suscq^tibles de va» 
rier^ et consid^rer les variations des segmens relatib h cbacun des odt& 
du triangle übe comme Egales entre elles et k ces cötes ra^ectib cen» 
ses deyenus infiniment petits« 

Observant maintenant que oes o6t& sont proportionneb aux sinus 
des angles respeetivement oppos^ du triangle ^ et supposant fmalement 
que les trois sommets de celui-d viennent h se eonfondre en un point 
unique, on obtiendra la relation 

^^P^'V^i,^) = «^•^'«'•2(^) + sin./^ar2(^), 

pour remplacer oelle du No. 165. dans le cas ou les trois transversales 
arbitraires de la courbe qonvergent en an memo point a, en ibrmant 
entre elles des angles dont, conform^ment aux bypotbeses iaites tadt^nent 
dans les raisonnemens qui pr^edent^ le plus grand de tous est' eens^ 
Vangle pa^ compreuant ar dans son int^rieur« 

189. Mais, ainsi qu'il a d^jä ^t^ observ^ au No« 53. {Memoire 
sur les Cent res de moyennes harmonigues) y il n'est nuOement indiq^ai« 
sable de recourir aux transformations alg^briques pour se oonyaincre qua 
la relation d-dessus s'^tend aux lignes g^m^triques d'un ordre qudoon« 
que, comme eile s'applique egalement aux systemes compos^ de- simples 
lignes droites, d'apres les considerations purement ^l^entaires du No« 5K 



*) Memoire sur ies centres de moyennes harmonijues, No. 4. et sniv. 
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Rappeloiui nous^ en effet^ la maniere dont tm parrient aux relations 
Im&dres et purement descriptives des N. 175* et Boivam^ relatioiis qpii 
soDt directement applicablem au cas ou les transyersales ab, ac; ac, con* 
oourent en un m^me point a, et obsenrons que^ si des trois demien 
pointa ea ligne droite obtenus sur ces transversales, on remonie successive« 
men^ au Systeme des six points qui appartiennent ä une mSme ligne du 
seocmd ordre, ä oelui llei douxe points qui appartiennent & une memo 
ü^e du 4* ordre etCf p <m aura ä oonsid^er ttn ^gal nombre d'^quations, 
de la forme de oetie ci^-dessus, qu'on obtiendra en combinant, de proohe 
en prodie, par Toie d'addition ou de soustraction, toutes oelles qui, d'a-> 
prSs le No. 51« d4jä cit^, ae rapportent tant ä la droite qui oontient les 
trois demiers points, qu'aüx dtffi^rens systemes de droites auxiliaires (175«) 
qui servent & remonter, äe ces points, aux six pr^dens,^ et ainsi de 
suite jusqu'u ce qu'on seit parvenu aux intersections memes des transver« 
sales ap, a^ et ar, avec la courbe propos^e« 

A rinverse, en partant de la relation qui convient au systv^e to* 
tal de oes intersections, et en op^rant d'une maniere analogue ä Celle qui 
jli 4i6 mise en usage dans les Nö. 175. et 176., mais en substituant tou« 
]ours les additions aux multiplications , les soustractions aux divisioBS^ on 
retombera finalement sur les relations descriptives xnemes auxqueOes on 
est parvenu pour le cas de trois transversales dirig^ d'une mani^ 
queloonque« 

Quant ä la relation g^n^rale dont il est question aux No« 51» et 53»^ 
on s'assurera ais^ment qu'elle n'a pas Heu pour les courbes g^Som^triques^ 
Men qu'elle seit appiicalile aux simples systemes de lignes droites; ce qui 
tient ä ce que la diversit^ des coefiBciens num^riques dont ses termes s<mt 
a£foct& s'oppoie & ce que, dans les Operations d-dessus, les ^liminations 
de segmens puissent s'op^rer par de simples additions ou soustractions des 
4galit<& relatives, aux transversales rectilignes. Teile est aussi la maniere 
dont on doit entendre, dans le cas pr&ent (Toyez tintroduction de oe 
memoire pag. 27, 29 et 30) que les propri^t^ concernant les systSmes 
de lignes droites peuvent s'^tendre aux courbes g^om^triques d'un ordre 
quelconque» 

100» n r^ulte d'ailleurs, de ces rapprochemens et de oe qui a 
et^ expose au No. 54» de notre premier memoire, que^ si Ton suppose 
le faisceau des trois transversales a^, ar, ap cou[>^ en -^^ B^ C respec« 
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tjvemeut par la ciroite arbitraire ACy on äora^ pour teioplacer la relatioo 
du No. 188« d-dessus^ cette autre ^quation 

'*«2(2^)=-<Bs(a)+BC2(^), 

qiu a lavantage partioulier de ne pas deFenir identique ou insignifianle 
qiiand on suppose le point de oonoours a k l'infini^ ou les traiuiTersalti 
a/7, äff ar paralleles. Eu eflPet, eile derient simplement aiors 

AC ^taat la plus grande des trois distanoes AB^ AC et BC. 

101. Je ne xn'arreterai point a xnontrer comnient oes demiSMs 
relations peuveat Mre d^duites directement ^) de l'^quation gin^rale du 
Ho* 188, y ni oommeot elles peuveut etre <^teiidcies ä un nombre queloonque 
de transversales oonrergeant en un point unique et situ^es dans un meme 
plan j sil s^agit de coiirbes g^omi^triques doun^es dans ce plan, ou d'une 
mamere arbitraire dans Pespace, s'il s'agit de surfaoes g^m^triques en 
g&i^rah Quant A la relation des ^tu 180. et suiv., qui expriment qu'il)ra 
involution simple entre les systeoies de points p^p' />''•• ^ • ©t P^P^ P'\ ...y 
ranges sur la transrersale ab, par rapport aux intersections a, b de eette 
transversale avcc les deui: autres ac et 6 c, il est aise de voir qu'elle se 
reduit simplement a la siiivante, lorsque ces intersections ^ oonfondent 
&[k une seule a, 

on k cette autre, si on adopte les Conventions du Nq. 190« 



^) Foar en dooner «ii moins une id^e, aou» fercxos observer que dans lea liiatt- 

les AaC^ AaB^ BaCy on a, en noinmant P la hauteor commune du sommet a aar 

)a iranaYersale ABCj 

jtC P P 
siDy^aCss ^ ^ P^=iAC qBx —3 „ ^ ,sinAaB:=zAB.aCx — ^ j^ 



^\uBaC:=BO.aAx 



aA.aB.aC* 

aa nioyen de quoi Tetjuation du Ko. 188. deTieat, eo snpprimant Us farteuif eu iiri* 
teujrs coiumuDs a tous ses termes 

relatioD qui coodtrira imm^diatemeQl a cell« doal il s^agiCf en obaerrant que 

aBszar'^Br, aCs:ap-{~£p, Aazsa^^^Aq, 
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^uation qui^ ä sod tour, se r^duit d cette egalit^ pliu simple eocore^ 
quand le pomt de concoura a, des transversales^ passe 4 l'iufini^ cm que 
ces transversales deviennent paralleles entre elles^ 

II est Evident d'ailleurs qae toutes les autres i^quations qui nous ont 
oocupe dans ce qui prcoede et uotammeot ceiles du No. 179«^ subiraient 
des transformations analogues dans les circonstances dont il s'agit. 

102« Supposons que^ sur la transversale a^^qui contient les m 
points Pf p'f p'\ .. • de la courbe, on ohoisisse un nouvean point x tel 
qu'on ait, en tenant compte des signes de position (6, et 17,) 

— = — + — + ^ + ....=sf— "^ 

aX ap "^ ap* "^ ap^^ -j- • • • • \ap/^ 

ou^ ce qui revient au meme^ 

aa: ap ' ap* • ap'* ' \ap/^ 

le point X,' ainsi d^fini^ sera^ d'apres le No« 17. d^j^ cit^^ le centre ordi« 
naire des mayennes harmoniyues y de tous les points p^ pfy q^^ . . .. par 
rapport au pole a^ et il en deviendra le centre ordinaire des moyennes 
distancee^ quand Torigine a des segmens passera ^ Tinfini on qu'on aura 

Donc nos deux relations dn No. 191. ci-dessus n^expriment autre 
chose si ce n'est que le sjsteme des points P^ P\ i^^ • • • ^ qui ^ dans les 
bjrpotheses gen^rales des No* 180, et suivans^ formaient une Involution 
simple par rapport aux sommets a et & du tdangle transversal abc^ ont^ 
dan8 le Oas ou ce triaogle if^vanouit^ le mime centre de moyennes har^ 
moniques ou de moyennes . distanccs par rapport au point de cencours 
comrhun des transversales; oirconstance qui n'alt^re d'aiUeurs en aucune 
fiei^on la d^endanco purement lin^ire (183.) que nous avons d^montr^ 
appartenir h ces deux systemes et qui sert A faire trouver Tun quelconque 
des pmnts dont ils se composent au mojen de tous les autres. 

Donc aussi les relations gen^rales des No. 188. et 190*9 expriment 
qoe les centres de moyennes harmonifues ou de moyennes distanees des 
trois groupes de points />, p\ p^' .... jy Yy f" .... r, r', r" . . • . situes 
i Pintersection de la courbe et des transversales arbitraires apy at/y ar^ 
issues ^un mime point a, elles expriment ^ dis^je, gueces centres respec- 
tifs sont situäs sur une mime ligne droite, comme cela r^ulte d'ail« 
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\wr%f ä priori y des conilid^rations expos^es Jans les No. 51. et 54« du 
memoire sur les centres de moyennes harmoniques» 

103« Ces demieres considerations suffisent^ |e pense^ pour con- 
vmncre pleinement le lecteur que les tfa^orSmes g^n^raux qiii se trouvent 
expo9&iy dans ce m&noire^ sur les oentres^ axes et plaiis de moyennes bar- 

moniques des systemes de points de droites et de plans qudconques, sont 

» 

susceptibles de s'appliquer, d'une manicre anaiogue^ aux lignes et aux 8in> 
faces g^m^rlques de tous les degr^s^ pourvu que les centres de moyen* 
nes harmoniques soient cens^ pris par rapport ii des coeffidens num^ri» 
riques ^gaux entre eux ou h Tunit^, oonformement & oe qui a ^^ ob* 
serv^ plus baut« Mais nous reviendrons sur cette remarque unportante 
dans la partie de ces rechercbes qui est sp^alement consacr^ d Texpo- 
sitiou des principales consequences relatives aux lignes et aux surfaces 
dont il s'agit 

Four completter d'ailleurs Tobjet quo nous nous sommes propos^ 
dans ce paragraphe^ ii nous reste a pr&enter cpolques observätions pro- 
pres k ^tendre^ de plus en plus, les applioations de uotre principe fonda- 
mental, et ä le rendre ind^pendant, en quelque sorte, de la position rela- 
tive des transversales« 

Examen particulier du cas oü les transversales convergent en un 
mime point de la courbe^ ou portent des couples ttintersections ima- 
ginaires. 

104« Toutes les relations m^triques, Stabiles depuis le Nö« 187« et 
qui se rapportent au cas ou les transversales convcrgent en un meme 
point y deviennent a la fois illusoires ou prennent la forme § s= § , quand 
on suppose que ce point vient h sappliquer sur la courbe; circonstanee 
qui, d'apres les consid^tions du No. 192« d-dessus,^ annonce 6videmment 
que les centres de moyennes barmoniques ou de moyennes distances rela- 
ti& h chacune des transversales , se confondent eux-memes idors avec le 
point de concours dont il s'agit« Or il est tres digne de remarque que 
ce ne sont pas seulement les relations m^triques qui deviemient illusoires, 
mais toutes les relations purement descriptives jusqu'id exposees, et que 
nous avons vu demeurer applicables aux divers autres cbangemens d'etat 
de la figure, sans modifications essentielles. 

En y r^fl^chissant un peu , on verra que cette circonstance singu« 
liere tient a ce »que trois des intersections de la courbe et des transver- 




sales^ qui d*abord ^taient distincts sar cbacune d'eHes^ oiit du se r^cinir 
en im seul au point de concours de ces memes transversales« En effet, 
le Systeme de ces points^ suppos^ i\ une distance Infiniment petite les mis 
des autres^ d^termine un ^l^ment du second ordre de la courbe^ et non 
plus simplement un ^l^ment du premier (171«); de sorte que, pour ^li* 
miner 9 des relations primitiTes, les segmens qui s'j rapportent et dont 
les r^ciproques sont infinis^ il ne suffit plus de iaire interrenir, dansla 
figure^ de simples transversales rectilignes (169. et suiv«) qui contiennent 
un Ä un^ deux h deux^ le points d'intersection dont il s'agit^ mais il de» 
vient indispensable de prendre^ pour transversale ausiliaire unique^ une 
Ugne g^mdtrique d'un degr^ tout au moins ^gal au second^ et qui ren* 
forme A la fois ces trois mSmes points consider^s toujours comme distinots 
qiioiqu'ils soient r^eliement confondus en un seuU 

195. Supposant^ par exemple^ que^ dans les hypotlu^ses des No« 187« 
et 8Uiv«9 le point de concours a des transversales dc»ve venir s'appuyer 
sur la courbe propos^e, en un point pour lequel les intersections p^ f^r 
se confondent elles- memes en une seule avec o; on concevra^ par oes 
intersections^ une ligne du second ordre quelconque rencontrant, de noit- 
veau, les transversales ap^ a^^ ar en P^f Q\ R^ respectivement* Cela 
pos^ on aura, d'apres le No« 190» et en conservant toutes les notations et 
Conventions de ce numero, 

Soustrayant cette derniere ^quation de la pr^^dente^ il viendra 

Cette nouvelle relation ^tant ind^pendante des segmens qui appartiennent 
aus points p, ^ et r, demeure imm^diatemeut applicable au cas oA ces 
points se confondent en un seul avec le pöIe a des transversales, et ou 
parcoQS^quent la ligne auxiliaire du second ordre doit devenir osculatrice 
de la propos^e en ce mdme point« De plus« eile peut servir alors u tra- 
cer entidrement cette premiere ligne par points, puisqu^en laissant oP' et 
o Q' fixes et fesant ^parier, de position, autour de a, la troisieme transver- 
sale aR% eile donnera successivement les diverses valeurs de —^ qui de- 
terminent la position correspondante du point Bfm 
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is, attendu que oette mSme reiation se pr^ente boiib une forma 
differente de celle de r^quation du No« 190«, qu'elle est plus compKqot^e, 
et qu'elle n'indique point explicitem^t la d^pendance graphique qui lie 
eatre elles les intersections des transversales^ et des deux courbes^ cm 
chercbera A Vy ramener en op^rant ä peu pres comme nous l'aTOiis fait 
au No« 172. 9 d Toccasion de la relation qui oonceme le Systeme des trpis 
transversales queleonques« 

Par exemple^ si Ton oonduit^ par les points donn& Q' rt h! de la 
ligne du second ordre^ une dtroite auxillaire renoontrant en /i la troisi^me 
transversale a P^^ et que Ton mene semblablement^ par le troisi^me j^int 
P' de oette ligne^ une droite arbitraire renoontrant^ je suppose^ en ^ et r 
respectivement les deux autres transversales aQ* et aR\ on aura^ pomr 
le Systeme de oes nouv^Ues transversales^ 

relation qui rarnSne, wr le cbamp^ la pr^edente ä la forme menliomi^e^ 
et qui apprend que le Systeme de tous les points p^ p% p'* .... de tous 
les points ^, y\ ^^^ et de tous les points r, r*y r-\ .. . appartiennent ä 
une ligne g^om^trique du memo ordre que la propo8<^. 

196« Nous ne pousserons pas plus loin ces eons^quences^ parce 
que ce serait anticiper sur le sujet de la seconde partie de ces m&noires^ 
ou nous nous proposons d'appliquer^ d'une mani^ speciale ^ les prindpes 
exposds dans edle-^ci^ h la throne des osoulatriees des courbes g^m^ 
triques de tous le3 ordres. Toutefois, avant de passer ä de nouvelles re* 
diercbes^ nous devons encore remarquer que les relations m^triques con-p 
sid^r^ depuis le No« 17« , sont de mSme que celle du No. 165#^ ind^ 
pendantes du inode d'existende propre des intersections de la coürbe et 
des transversales; c'est-d-dire de la r^aUt^ ou de la non-r^Ute absoiue 
de ees intersections« Car^ par exemple^ sll arrivait que les deux points 
r et r^ devinssent imaginaires^ les sonmies de r^cipro^ues ou de quotiens 

relatives a ces points, n'en conserveraient pas moins des valeun r^Uea^ 
puisqu'en les mettant soiis cette forme 

or,ar' ^ ar.ar^ \ ar.ar ) ~ ^ 

leurs num^rateurs et leurs d^ominateurs conserveraient eux*m6mes anB 
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Taleur toujoiini ieibsolue et r^lle, amsi qa-il r^ulte imm^atamfint de$ 
principes g^n^raux de Tanalyse alg^ ique« 

107» Mais, pour laisser le moins possible ^ d^rer sur ce sujet, 
et ne rien emprunter, pour ainai dire, d'^tranger au:^ consid^tions de ia 
g^m^trie, nous rappetlerotis qiie d'apr^ Tobseryatioa d6jh &ite au No. 165., . 
les deux points r ei r* peuveot toujours 4tre cens^ d^ftnis par une Ugne 
du seoond ordre queloönque qni iöB oontiendrait ea commun avec la eourbe 
propos^« Or, si on conaidere une teile ligne comme eonp^, h son tour, 
par lea transrersalea ar et deux autres droites quelconques issues de a, 
inais dont les intersections seraient toutes reelles et constructibles g^m^ 
triquemeot, eile dönoera lieu ä une nouvelle ^quation qui permettra de 
calculer immediatemeDt les quantit^ ci-dessus, qii'on öbtiendrait ^gale* 
ment d Taide des consid^rations eoi^ow^w^ dans la sect.I., chap. II», da 
Draiti desproprUtis projectives, sur les s^oantes et cordes id^es des 
lignes du second ok-dre» 

Toutefois> Gonune ces coosid^ratipiis stipposent la secHon conique 
aiixiUaire doiin^e q priarJf ü est bqn 4e remarquer qu'on pourra toujours 
la. coDstruire par points sans recourir A des donn^ ^trangSres ä Celles 
qm sont foumies par la courbe propos^, pourvu seulement qu'il ne se 
»trouve pas plus d'un couple de points ima^aires sur chacuue des trans- 
versales qu9 l'on consid^re 9 * et qu'on puisse mener, du point de ccmoours 
de ees transversales, de noüvelles s^ntes, dans la courbe, qui la ren- 
contrent en autant de points r^els qu'il est marqu^ par son degr^. 

Supposons, en effet, que, dans les hypothcses g^n^raleg du No. 165. 
ou du No. lfB7.> le «ouple des points r et r', et, si Ton veut encore,^ cehii 
des points p et p* qui appartiennent ä des transversales distincts, soient 
imaginaires, tandis que tous les autres soient essentieliement r^ls ; on oon- 
cevra, par ces quatre points, et par un cinquieme point Q, pris arbitraire- 
meiit sur la transversale ^^', une ligne du second drdre qui viendra cou* 
per cette m^ine transversale en un second point Q', lequel pourra ßCre 
d^tenmtt^ g^m^triquement , tioi^i que tous ses analogues relatiis i des 
novvdles transversales arbitraires paä»nt ^galemmit par Q et dont les m« 
terseotions, avee la courbe propos^, seraient jtöutes reelles« Gar, si Ton 
^Umine, des relatlons apparienanteri aux mtersections de ces transversales 
et des deux courbes, tous les segmens qui se rapportent aux points ima* 
g^iaires eommuns ä ces cpar)>es, ßu obtiendra ^videmment d'autres rela- 
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tioun, dn premier Aegc4y qui seront prqpres ik calouler ou h construira 
lineairement les valeurs des segmens qui r^pondent aux diffi^rens points Q' 
dont il s'agit« 

Ces dernieres coosid^rations 86 rattachant ä Ul question generale 
oü Ton 86 propo86 de constniire geom^triquement le Systeme des inter'- 
sections d'ime courbe plane ^ de degr^ doon^, avec une transyersale arb>* 
traire^ nous renverrons le lecteur au $» suhrant ou cette question et ses 
annexes se trouvent trait^ d'une maniere tout ä fait speciale« 



Dötenmnation et iractf des lignes g^ometriqiies par lems systönies d'utersections «vet 

des traosTersales rectiVgnes donn^ etc» 

lusqiilcl nous nous sommei^ principalement oecup^; A faire voir 
comment notre principe fondamental peut etre ^tendu & des situations quel« 
oonques des trausyersales^ et nous avons aussi donn^ an aper^u de son 
utilite pour la Solution de diffi^rens problemes ooncernant les lignes g^ 
xnetriques^ notamment pour le trac^ de leurs tangentes et asymptotes; 
nous nous proposons^ dans ce paragraphe, de nidntrer comment il peut 
servir h d^terminer ou ^ constniire ces lignes elles-memes tout enti^res, 
cpiand ou les suppose definies par un nombre sufBsant de cbnditions et 
specialement par leurs systemes d'intersections avec des droites donnees; 
cela nous mettra ä memo de resoudre plusieurs questions ou difficiiltes qui se 
sont pr&entees dans le precedent §• ^ et dont nous avons renvoyd Texamen 
d oelui*ci pour ne pas interrompre Texposition g^n^le de la m^thode« 

Untti dei cooiliei donndef par trois de leitts tystimes d^intersecäons en ligne droite 

et QU certain point multiple. 

198« Afin de justifier tout d'abord ce qui a ^t^ admui^ sans d^ 
monstration süffisante ^ dans le No« 168« ^ proposons nous de prourer que 
tout fffsteme de 3/n points^ assujettis aux diffiSrentes consid^rations des 
N^» 165« et suivansy appartient n^oessairement ä nne eertame ligne geo- 
metrique du degr^ m, constructible dans toutes ses parties^ ou m^e k 
une infinit^ de lignes pareilles^ si m surpasse seulement deux unites ; car, 
pour ce qui concerne le cas de m = 1 et de m =r 2^ nous savons d^ja 
($• 1«) que le, Systeme des points propos^^ se trouvo situi^ siir upe droite 
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ordre, uniqnes et doiit le tno6 ne präsente 



Pour arrirer ä la propoaition g^a^rale oa m est ^eloonque, nous 
pourrioDSi ea premier Iieu, eonsiderar le cas de msS, oa la Iigne doü 
tee da 3* ordre, pms noiis ^ever suooessivemeot a eelui de i7is=4, de 
in = 5 ete» Mais^ eomme la nuurdie des raisonnemens reste absohaiieat 
la m&ne poor le oas g^dral qae pour ehaque cas indiyidud, neos toj^ 
poserons tout d'abord 3m pmifs sur les c6t^ d'un triangle abe^ entre 
lesquels on ait la rehtion m^triqoe 

(«P)(ftg)(cr) 

asBi^ttie aux oondhions d6]/k mentioiui^es« 

Cda po84 prenonsi sor le plaa de la figare^ an pomft qodoooqae # 
pour p61e des rajons veoteurs oa d'uoe suite de transyersales redS&gpm^ 
telles que sd, rencoatraat les o5tds ot, be, ac du triangle übe aux pointa 
d, epf respccti vement , et la eourbe chereh^, si taut est ^^dle exi^rte^ 
am: points inocmnus Xf s^^ sf^ . • • • siqppos^ en nombre nu Ccmdd^rmis 
sooeessirement cetle eourbe comme transversale des trianglea daf^ dbe^ 
fctp nous auronsi par bypothdse et d'apr^ le No» 165», les tnns npuvel« 
les tdations 

(«r)(rfp)C/x) *' ^PvW^Wr)^^ 

qd re?iennent aux suivantes 

(rfjp)_ («r)frfj») (cx)_ (ftg)(cy) 
^ (/*) ~ («P) {fr? {dx) — (* }) (c/p)» 

et dont f une qiielconque est comportee par les deux autres en vertu de 
r^quation pr^c^dente, ee qui les rddoit u deux rebtions distinctes derant 
servir li construire les m points «>'j/, d?^^» • • • au mojen de tous les 
points donnes« 

Cette demi^re circonstance annonoe sufHsamment que le probleme 
rfliÜBra oonq>I^enient ind^termin^ tant qii'on ne fera pas, sur le Systeme 
das poni(s ar, ac^y x*' .^..^ quelqu'autre supposition qui rende le nombre 
des oönditions ou des relations distinctes, äquivalent a oelui des mconnues, 
en odmettant, par exemple, que le point ^, qui sert de pole aux trans« 
versales variables df im sxp seit un point multiple, de la co>irbe, du 
(m-^2)* ordre, ou que m — 2 des points x, x\ x^' . ^ . . soient con- 
Mammoitt confondus en un seul avec oe pole, de sorte qu'il n'en reste 



(cr)(eg)(/ar) 
(cj)(ear)(/x) 



U 
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plus qoe deatp teb que jt et ar' par «xempl^^ h d^termioer sar chaqiie 
transvenaTe. 

199, D&ignaiit, en elFet, par (dx), (ex), (fx) les produits dx.dx', 
ex.ex'^fxj.fJ relatifs ^ ces points^ les dernidrea des relationa d-dessiis 
deTitadroüC 

tiijp)d7'^ _ (ar)(rfp) (gar)7r^ _ (6p)(eg) ifx)jr^ _ {cqYfr) 
{fx)fs'^" («P)(A)' (dx)d7^ (^«)W (ra.);7^~(<^0G?)^ 

^quationa dont deux quelconquea doiveiit ra£Bre pour constniire lea pointo 
sf ^ s^^ sur cbaque rayon recteur^ et qu'on peut d'ailleurs mettre aoua 
une forme plus simple, en süpposant qu'on ait trac^ le Systeme des cordes 
ou s^cantes ind^finies jr, yV', y'V , • . • qui renoontrent eaV^'P'^V" .... 
respeotiTemeut la transversale arbitraire esy puis le Systeme des s^oantea 
ind^fim'es pr^ p'r^, p"r'* ..;. renicontradt 'en Q, Q', Q" , . . . oette meme 
transversale y cfkifin celui des s^cantes pf, p'<q\ p"^" .... qui la renoon^ 
trent aiix points J?, JR^, R^' .... respectivement« 

Gar, en consid^ranf oes trois sjrstdmes distincts de s^ntes oomoM 
autant de lignes, de degr^ nzy transvarsales des triangles c^a/^ dbe^ fce 
qui leur correspoüdent, puis Gombinant les relations auxquelles oes syte« 
mes donnent lieu, avec les pr^c^dentes^ A peu pres conmie on Ta fait dins 
le cas du No« 179*9 on obtiendra les nouvelles ^quations 

(dx)Ts'" '^_(dQ) (ex)7}r' _ieR) {fx)Js'^ _(fP) 



{Mir' (/«' (dx)dr''^ ^^^^' {ex)Tr' \^' 

qui indiquent que le Systeme des points x\ x'\ s, Sy Sf . .f. en nombre 
171, *combin^ suooessivement avec le Systeme des m points C^, Q% Q'^m..}^ 
celui de m points Py P'y P^\... forme autant d'involutions simples (181.) 
par rapport aux eouple» de points respectifs detfyeetd,fete. 

200« Afin d'obtenir des relations qui indiquent plus explidtement 
enoore, la d^pendance purement descriptive qui lie les points x^ et x^^ 
tax points donni^s, nous chercberons lü ^liminer les segm^is qui leiir fq[>- 
partiennent des relations d-dessus, en imagiutat, par ces deux prenrden 
points, une ligne du second ordre qui contienne en mSme tems trcns 
quelconques /», f, r des deniiers, appartenans k des cöt^ diffiSrens da 
triangle abe. 

Nommoifs, h cet effet « /»i » Vi » r, , les points 9^ la ligne auxiliaire 
dont il s'agit reocontrCj de nouveau, c» *dt^ respedifii, ^ süpposant 
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qa%u ait prolong^ ipdefiniinent le9 secantes ou cordes r. fi , p^r^ t Px 7i ju^ 
qu'u leur rencontre en Pi^ Qi ^ R^f aveo la transversale sdxx\ oo aiira 
^videmmenti en raisonnant comme ci-dessus^ 

(da:)_ dQ.dO, (ear)_ eR.eRr (fx) _ fP.fPt 
{fx)'~ fO.fQi^ {da:)'^dR.dR^^ (7^~eP.eP.^ 

^quations qui^ oombinees aveo les pr^c^entes^ donnent Celles -d 

dQs.Ti ^_id(y) €R,.77^ _(eR^) fp, ./IT* _ ifP") 

j^^-'^-i/or dR^.dT^^i^^^y eP,.;r-~<^^)' 

dans Icsquelles n'entrenf plus les^ segmens refatifii aux points Xy x\ i^ Q^ 
J?, et qui indiquent que le Systeme des mxirl poiiits 0^^.^$ 9!fSf ..•• 
et des ni — 1 peints (^9 Q^f^ • • •' sont en involation par rapport «ux p<unti^ 
d et fs que le syst^e des m-^1 points Ry s, s, s, • . ^ ^ et oelm des 
in — 1 points R^^ R'^ .... sont pareiltonent ea invölution paf rapport h 
e et d eto« 

n süit de lA donc que chacun des points P. ^ Q, ^ R^ dont d^nd 
la ligne du second ordre qui contient af et a/y pourra dtre construit lin&u-» 
rement (155* et suiy«) au moyen de tous ceux qui lui oorrespondent el 
avec lesquels il est directement en inirolution* Or je dis que la ccMmiis* 
sance des trois points dont il s'agit^ fixe entierement la position des points 
Pit 9t 9 ^t > ^ cette ligne du second ordre qui^ devanty en outre^ passer 
par les points dohn^ p, f, r est elle-meme completeinent d^termin^ 
de po«tion aussi bien que x et x\ 

201* Toute la question consiste ^videmment d constmire un triangle 
p\9\^% dont les sommets s'appuient respectivement sur les trois droites 
pp^ ou aby qy^ ou bc^ rr^ on ac prolöng^ ind^finiment^ et dont la di* 
rection des e6t^ passe par les points P» ^ Q^y Ri pris dans l'ordre assignö 
par lefi consid^rations qui preoedent« Supposant donc, un instant, qne^ 
Tun qu^conque. r, de ses sommets devenant librcy c'esträ-dire cessant 
d'fitre assujetti ä demeurer sur la droite rr^ ou ac qui lui eorrespond, on 
le &sse Tarier de position en Tassujettfesant du rest^, Ä toutes les autres 
conditiptts, ce sommet d^crira, comme on sait, une nouvelle ligne droite 
passant par le point de reneontre des directrices ab^ bc des deux autres 
sommets^ «t qui coupera a^ au point r, , Tiui des points chercb^s de 
PaiCKiliaire du second ordre, et dont les analogue» s'obtiendront nur le 
diainp par le simple trac^ des diroites r^Qu /*, ^«« 



\ 
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Quant d la ccmrtruction d^finitire des pointe x^ et x'\ on tobtien- 
dra> soit par le ;trao^ effectif et par points (145. et suiv.) de la ligne du 
second ordre auxiliaire dont il s'agit^ soit en operant direotement siir les 
pointe Pf ^y r, p^^ f., r, qui lui appartiennent d'apres. la methode g^n^ 
rale du No. 344« du Traiti des proprietis projeetives^ methode qui, ella 
memo 9 repose sur la th^rie des centres et axes d^homologie des lignes 
du second ordre, d^rdopp^ dans le cbap. 1** de la sect» DI« de cet Quvrage» 

202* Revenant maintenant h la question propos^ en premier lieu: 
de fieure passer une ligne de degr^ m par les 3 systSmesi de m poinfs, 
p9 pU P*' •••• ff ¥f f^^ •••^^f ^f ^'% d^nis au No« 198«, et qui ait le 
p61e s des rajons yecteurs pour point multiple de Tordre m — 2, je r^ 
tnarque 1^ que les oonstructions pr^dentes n'assignent que deux seub 
points ;r et or' sur chacune de ces transversales; 2"" que la suite de tons 
ces points forme naturellement une ligne continue; 3* que cette l^ne 
passe effectivement par les 3ii2 points donn^s, puisque les divoses reli^ 
tions qm ddfinissent les points x et x' sur chacune des transversales sd^ 
prouvent qu'aucun des segmens relatifs aus premiers points, ne peut deve* 
nir nul sans qu'en memo tems. Tun de ceux qui eorrespondent aux der« 
niers et qui a pr^ds^ment la mcme origine, ne devienne ^alement nul^ 
4^ enfin que cette n^eme ligne courbe ne peut rencontrer en aucun autre 
point que ceux dont ü s'agit les trois droitea ^kt ic et ae qui le« eon- 
tiennent m par m puttque» par exemple, si le point x^ venait k se con- 
fondre «veo le point df sur la droite ab^ on aurait dx^sszO; ee qui exi- 
gerait, en vertp des relations dont il s'agit, que Vun, au moins, des aeg« 
mens dp^ dp% dp'' • • • » devint nul ii son tour, on que x' se oonfondit 
arec Tun des pointe correspondans« 

Donc, en vertu du prindpe de oonünuft^ (voyeas HntroducHoH\ 
la ligne trac^e comme on vient de le dir^ est bien une ligne du degrtf i* 
seulement, ajant le p61o s pour point multiple del'ordre i7i«-*2{ ee qu^on 
prouverait egalem^it et de plusieurs autres manieres, en d^Smontrant, par 
exemple, que cette ligne n'a qua m — 2 brandies passant par le point 
s ete» Dono enfin il existe une infinite de lignes pareilleb eontenant le 
sjrsteme des pointe py p\ /»^^•••« f, ;^ q'' .. «t r, r^, r^^.^.f que d^mit 
r^quation generale du No» 165f , pourvu seulement que le nombre w, qui 
marque le degr^ de la courbe, soit sup^rieur 6 2, eonform^ment A la 
remarque qui en a ^te fiüte au No« 198t ci->dessus» 
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Traci des lignet dopt on comiatt nn point maltiple de Fordre le pliis &ewi. RMexions siir 

la natore de$ points multiples en gen^raL 

203« Les disciUNriom auxquelles nous yenons de nous livrer suf- 
fisent^ Sans doate^ pour prouver quo la relation fondameetale du No. 165», 
tum aeidement exprime une propri^t^ exclusive (168») des Iignes g^m^ 
inqpeBf muB encore les d^finit d'une maniere teUement caract^ristique, 
quef nonobatant son univenalit^^ eile a toute Taptitude n^oeasaire pour 
les constmiire par pointo sous des eonditions doan^es^ ainsi que nous arons 
d^ja Tu^ dans les prSliminaireSy que la chrne avait lieu pour les simples 
fignes du second ordre« Mais, afin de mettre oette conelusicm dans tout 
aon jour^ il eonvient de ne pas s'en tenir A la Solution du probleroe par- 
ticulier qui yient de nous occuper, et de montrer^ par une suite d'exem^ 
ples^ toute la vari^t^ des ressources que peut ofirir l'analyse des transFer- 
saleS) seit pour la construction effectiire des Iignes g^m^triques de tous 
les degrt^y soit pour la r^lution des diff^rens probl^mes qui se rappor- 
tent aus: intersections de ces Iignes avec des droites de position donnee« 

D'abord nous remarquerons que le probleme qui vient d'Stre trait^^ 
rentre dans la question generale ou il s agit de construire grapbiquement 
ou par le calcul ^ tous les points d'une ligne plane g^om^trique dont on 
Gonm^ un point midtiple d'une certaine espece avec un nombre süffisant 
de ses sjrstemes d'intersections par des transversales rectiUgnes ddnn^es« 
Or la premidre en ordre , de toutes ces questions^ est celle ou le nombre 
qui indique la multiplicite du point en question est seulement inf^rieur 
d'une unit^ A celui qui exprimele degr^ de la courbe; car^ il parait assez 
Evident 9 d'apres la d^finition la plus g^n^raie des Iignes geometriques ou 
d'apr^ le principe de continuiti^, qii'une teile ligne ne saurait avoir un 
point multiple qui surpass^t ou ^galät memo son degre^ A moins que^ dans 
ce demier cas^ eile ne se r^duisit ii un point unique on a un simple fais« 
eeau de droites qui convergent en nn teL point^ u peu pres comme il ar- 
rive, dans certains cas^ ponr les svnples Iignes <lu second ordre. 

£n efiet^ toute ligiie qui passe par un point multiple devant etre 
cens^e rencgntrer la courbe eii autant de points ^ confondus en celui -lA^ 
qu'il est marqu^ par l'ordre de sa multiplici^ ou par le nombre des brancbea 
r^IIes QU imaginaires qui alles -mSmes sont censees j passer^ il est bien 
clair qne ce nombre ne saurait jexc^der le degre de la courbe : et ce rai- 
sonnement fort simple peut aussi servir A faire d^uvrir, a Tavance, Tin- 

Otllc'k lonml d. H. Bd. YIO. Hft. f. 32 
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eompatibilit^ d'existenoe de certains points uDguUers, auisi que d'autres 
affeotionB g^n^rales des lignes g^om^triques* 

Ainsi^ par exemple^ on apcr9oit^ sur le champ^ qiriine teile ligne ue 
saurait avoir deux poiots multiples dont la somme des indices surpassat son 
degr^^ 0U9 en gen^ral^ plusieurs points de ce genre situes en ligne droite et dont 
la somme des indices escd^derait ce meme degr^. On voit pareiUement ^icore 
que toute droite ^ passant pär nn point multiple de l'ordre n, tandis que la 
courbe est eile -meme du degr^ m, ne saurait rencontrer cette couriie en plus 
de 171 — n autres points distincts du premier^ et ^'en vertu du principe de 
continuitd^ leiir nombre doit pr^cis^ment etre cens^ ^gal ii m — riy etc. 

204. Ces notions pr^iminaires ^tant ^tablies ou rappelt ^ nous 
passerons ä la Solution du probleme ou il s'agit de construire les lignes 
g^m^triques^ du degr^ m^ dont un point multiple de l'ordre m — 1^ est 
donn^, en observant tju^on ne saurait ici assujettir la courbe a passer^ 
comme dans le cas pr^dent^ par 3 m points quelconques situes m par m 
sur frois droites arbitraires et satisfaisant d'aiileurs aux conditions du No. 165«; 
nous bomant donc au double sjrsteme de m points, p, p'j p'\ ...j^^^j".^.. 
situ^ respecti vement I mais d'une maniere entierement arbitraire, snir les 
droites ou transversales ind^finies üb et ac qui so reneontrent en 0^ et 
HCNtnmant s le point multiple, de l'ordre m — 1, qu'on suppose donne 
sur ie plan de ces droites, on conüevra , par s^ uue troisieme transversale 
arbitraire ac rencontrant en ^ et b respectivement, les deux premieres, 
et ta t^urbe en un nouveau point » distinct de s et qiron d^erminera 
fadlem^it en considerant le triangle abc comme transversal de cette 
courbe: <m ^ura, en efiPet, en vertu principe fundamental (165.), 

(Jfp\{f^q)c3 cor 

^quation qiii donnere imm^dSsteinent le rapport de bx ^ cxy ei par suite 
(16]S. ) la Position du point iuconnu x, Fesant donc varier la direction 
de la traDunretsale bc stutour de s comme pole, la suite des points x 
ainsi d^termini^ suf chaoune d'elles, (racera une ligne continue qui sera 
^demment du degre m^ passera une seule fois (202.) par chacun des 
2 m points donn^^ et m«— l fois pacJe pole s des transversales* 

Permi les diff!^rmiteto manieres de coustruire lin^irement (175. et 
suiv«), le point inconnu Xy nous choisirons ta suivante qui nous w^hSx 
une des phm simples ^ des plus sytn^triques« 
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HenoBS^ une fois. pour tonte» y les drcMtes p^, p^y\ p"q" .... ren* 
contrant la transversale arbitraire b c aiuc m pointa n^ n\ n'* qui ainai seront 
connus; on aura, en coDsid^raiit ^ k son tour^ le sjstdme de cea droites 
comme uno ligne g^om^tricpie, du degr^ m^ tranaversale du triaugle ahc^ 

(qp)fcg)(ftn) . 

(bp){aq){cn) — ^' 

^quation qui^ 4tant compar^e ä la prec^ente.^ donne iaun^diafemeDt 
cette autre r"«^-»* r, v 

hs ox (6w) 



(cn)» 



es ex 

exprimant (181.) qne le isysteme de m points donn& n^ n% n^^ .... et 
eelui des m*— 1 points oonfondus en s^ joints au point x sont en invo- 
lution simple par rapport aux deux pc^nts b et c. 

Donc on obtiendra imm^diatement le point x dont il sa'git , par 
les oonstructions unfaires du No. 183. ^ en inscrivant^ par exemple, dans 
TangliB bacy ou dans tout autre angle form^ par deux droites issues de 
6 el o un poljgone quelconque^ de 2^ sommets^ dont les cöt^ de rang 
pair passent respectivement par les points n ^ n\ n!' ....^ et dont les 
cdt& de rang impiedri un seul excepte^ passent de mSme par les m-^l 
points confdndus en s^ c'est-o-dire viennent tous conrerger en ce point; 
car le demier o6tc^ ira naturejlement rencontrer Äc au point x demand^« 

205* Teile est la Solution fort simple du probl^me que nousnous 
sommes propose ec demier lieu^ et de laquelle 11 nous serait facile d*ail- 
Icurs de deduive un bon nombre de propri^tes interessantes concernant 
les lignes g^om^triques qoi ont un point multiple d'une natinre quelconque 
mais de I'ordre le plus eleve, s'il nous etait ici permis d'insister sur de 
pareils corollaires. 

INous disons point multiple ftune nature yuelconf/uCy pareequ'il 
est evident 9 en effet^ que le caractere gen^ral et purement g^om^trique 
ifi» iSottS leur attribuous de repr^enter^ sur chacuue des transversales 
qiri y pittsenty un nombre invariable d'intersections de la courbe^ ^gal A 
celui qui exprime leur ordre ou espeoe^ que ce caractere g^n^ral^ disous- 
uoBs, eofioprend aussi bien les poinfs isolSs on conjuguöSy dont les tan- 
gentes sont toutes imaginaires^ que les points de croisement v^ritables 
dont tes tangentes sont toutes r^IIes^ et qu'il n'exclut, en aucune fa9ony 
soit les points dont les tangentes sont en partie reelles et en pariie ima- 
giuaireS| soit ceux dont les tangentes se tnuveut coufondoos deux par 

32* 
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deux^ trois par trois etc.^ ainsi qu'il arrive aux poiots de rebrouMement, 
ttinflexion ou de serpentement de diffi^entes especes^ points aur lesquels 
nous auroDs d'ailleurs Toccasion de revenur dans le $• süivant. 

Du teste ^ «ans pr^tendre entamer ici cette disoussion relative aux 
points UDguIiers^ nous devons cepeudant faire remarquer qu'elle est ^troi* 
tement li^ ayeo la question qui consiste h determiner le systdme total 
des tangentes en ces points^ question qu on pourra toujours aborder direo- 
tement et sans h^tation, comme on va le voir^ au moyen des principes 
expos^s dans ce qui pr^de; cest A dire en cherchant ä lier entre elles 
les intersections de certaines droites ayec ces tangentes ou avee les dif- 
C^rentes branches de la courbe, par des relations m^triques ou descripi» 
tives oonvenables et qui permettent de construire les unes de ces inter- 
sections par les autres« 

Ration« qui lient- les tangentes des points multiples aux systemes d'intenections en ligne 

droite. Trace des courbes au moyen de ces tangentes. 

206. Supposant^ par exeniple, dans la premiere et la demiere 
des ^quations du No. 204«, 6^ et ex respectivement ^gaux ä Ls et u c«, 
de Sorte que la position de la transversale bc doWe etre teile qu'on ait 

iap){cq) _^ 77[ _. OM . 
{bp){aq) bs^ (cn)' 

chacune de b» positions r^pondra d Tune des tangentes du point s^ et 
cet'te tangente pourra Stre r^Ile ou imaginaire seien que les points b et 
e, qui la d^temiinent^ seront eux memes possibles ou inipossibles d'apres 
la Constitution des donn^es du problSme« 

Maisi afin de n'avoir qu'un seul de ce^ points inconnus & consi» 
d^rer^ on pourra eliminer^ des relations ci-dessus^ les segmens qui con* 
cwnent le second de ces memes points, en rempla^ant, par exemple^ le 
Systeme de m droites p^f p'q'^ p"q" .... par celui de m droites «^, 
^y', ^'(j" .... qui rencontrent en o, o', o" . . . . respectivement la direo« 
tion prolong^ de lai transversale ab. Consid^rant, en effet, l\ son tour, 
ce second Systeme de droites comme une ligne du memo ordre, trans» 
versale du triangle abv,^ il donnera licu <\ la neu volle iSquation 

qui r^duit la premidre des pr^c^entes A celle-d 
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(bp) — {boy 
laquelle exprime encore que le sjst^me des points donn^ p^ p% p^\ . .. 
et oelui des poiuts Oy o^ &' .^.. sont en involution simple (18L) par 
rapport aux points a et &, dont le demiw est seid inconnu« 

N^amnoins le point dont fl s'agit ne saurait Stre imm^diatement 
d^termia^ par les eonstructions lin^res qui nous ont servi pr^o^em« 
ment (204») k troirrer x^ atteudu cpi'ioi h n'est point unique et dopend 
de la r&olution d'ua probl^me d*ordre sup^rieur au premier^ ou^ ee qui 
reyient au mSme^ du trace d'une courbe auxiliaire qui^ par ses interseo* 
tions avee ahj doit donner simultan^ent les m — 1 positions du point 6« 
Or^ quoique nous possedious^ des u pr^ent mSme^ tous les ^^ens de 
cette r^solution^ nous ne Tentreprcndrons pas parcequ'elle se reproduira 
dans la seconde partie de ces recherches, ou nous etudierons^ d'une ma* 
niSre plus sp^dale^ les propri^tes des i^yst^mes de points en involution, et 
ou nous aurons ii traiter diverses questions qui sy rapportent» 

207« Mais on peut aborder, d'une mani^re plus directe encore, 
le problime qui nous oecupe sur les tangentes des points singuliers dont 
la Position est donnee, en se basant sur les relations gcn^rales qui ont 
iX& mentionn^ dans le No« 173* du pr^c^ent %. Supposant, en effet, 
qne le sommet c du trmngle ahc consid^r^ dans les No. 171« et 172«, 
smt amen^ en un point multiple ^ de la courbe, dont l'ordre soit nuuv 
qu^ par le nombre m — n inferieur k celui m qui repr^sente le degre de 
cette coorbe; on aura ^videmment, en operant comme on Ta iait (171«) 
pour le Gas d'une seuie tangentOj et repr^entant d'ailleurs par P, Vy V\ • • • 
les intersections des m — n tangentes en «?, avee le cöte oppos<^ a6 du 
triangle ahc devenu asb^ on aura, dis-fe, la relation 

(6p)(ij)(ar)(aP) ^ *^ ^" («P) " (ap) (6j)(*r)* 

dans laquelle (67) et (^f), {ftr) et {sr) repr^sentent les produits de seg« 
mens relatib aux n intersections distinotes de la courbe ayec les cöt^ 
respectifs as ^ hs du triangle , et dont on pourra %^. servir pour d^ter^ 
miner l'une quelconqiio des tangentos en s^ au mojen des m — n — 1 au* 
tresy mais qui sera insuflisante pour les donner toutcs a la fois; de sorte 
qa'fl sera indispensable de recourir A de nouvelles relations analogues, 
en rempla^ant^ par exemple^ ^h par d'autres transversales telles que 
^h,. j?A,..r.9 qui seraieot ^galement assuf^tties Ä passer par le point 
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multiple 9 et rencontreraient^ je suppose^ aux points 6^, ^^^••••f la base 
ab du triangle asb primitiTement consid^r^« 

Nommanti en effet^ ^^y f^^y f'^>.... les m — n intenections de la 
courbe ayec bs^; j^, f\f q'\...m ses m — n intenections aveo bs^y et 
ainsi des autres, on aura la suite d'^quations 

(h,t) _ {h^v)(sq^){ar) {b^P) _ (Kp)(sq^){ar) 

(aP) — {ap){b,q,){sr)r (aP) — {ap){b,q,) {sr) ^ 

dont les seeonds membres sont cens^ dotm^ ä priori par la oonstrudioii 
ou le trac^ eflectif de la courbe^ et «juH faudra prendre en noiid>re süf- 
fisant pour d^terminer completement^ de position^ les n tangentes inoonnnw 
sP^ sP'f sP'^y.m Or nous anrons bi^itöt occasion de traiter un sjr« 
Sterne d'equations absoliiment seinJilables^ et de faire \oir quo sa rdso* 
hition dopend du trae^ dune ooturbe auxiUaire dont le degr^ est pr^ois^ 
nient ^gal au nombre des tangentes ou des points A ddterminer. 

208. D'aiUeurs on potfrra, si oh le veut^ remplaoer oes <$quations 
par une infinite d'autres ^galement [vopres & fixer la positfion des tan- 
gentes ^ seit en en ^iiminant (100» et suiv.) tous les Samens j:<elatifs aux 
m — n points Py P'^ P" ... .^ soit en fesant disparaitre oeux qui conoer- 
nent les intersections mSmes des transversales sa, sb, sb^, sb^ • • • • 

Conduisant, par exemple, de nouvelles droites qr, ^r^y ^'r^\%.. 
pBOr les intersections qm appartiemient aux c6täs sa, sb du premier des 
tridngles d-dessus, et nommant «^ ^'y nt^\... leurs intersections res- 
pectives avec abs on aora^ en tant que leor Systeme peut £tre considerö 
eomme une ligne^ de degr^ n^ trMisversale du triangle saby 

(ar)(Bq){bft) _ (hn) _ (6g) (fr) 

^uation qui r^uit la premiere de Celles ci-dessus ik cette autre 

(hP)ibfli) _ (bj^ 
{aP){än) (apy 

d'one forme plus simple ^ et qui exprime eucore (181«) que le sjstSme 
total de. m points P, P', P". • . . or, w', v'% . . • . et celui des m points 
Py p^p /)" • • . • sont en involution simple par rapport A a et &• 

209. Ces demieres relations et toutes celles qu'on pourrait obte- 
nir de transformations analogues, n^offraut aiicun avautage partioulier sur 
les pröcedentes, du moins quant A la Solution du probleme qui nous oo- 
cupe, il sorait assez inutile dinsister. Seulemeut, avant d'entamer d'autres 
matieres, nous ferons remarquer que, lorsque n — 1 ou que le pointmul- 
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tipte s est de Tordre le plu8 ^ev^, co qui r^duit effectiTement ä une 
seule les interseotions de la oourbe et de chacune des transversales sa^ 
sby sbjf sb^y.m..^ les demi^es relations dont il s'a^^ et qui eoncer- 
neDt Pinvolution de 2 m poiots^ mettent en ^tat de oonstruire succQssiv^ 
ment et par des m^odes purement Unfaires (183.)^ ces differentes jlnteiH 
sectionsi au laojen de Tune quelconque d'entre elles, qiiand les m— «il 
tangcntes eu ^ et lea m intersections p^ p% p'* ... .^ relatives ck la trans- 
versale uh^ sont denn^ a priori. 

Quant eu cas ou la multipfidt^ du point s est quelconque^ on peut 
pr^voir que le trac^ de la courlie, ou ta oonstruction de ses n intersec- 
tions avec chacune des transversales ^6^ ^b^^ sb^..m.f se rapporterait ^ 
une question d'un ordre sup^rieur au premier^ et dont la Solution exige- 
rait que le nombre des systemes d'intersections donn^ ou des relations 
m^triques distinctes qui les lient aux intersections inconnues^ fut ^gal d 
oelui de oes dernieres. Mais je me dispenserai .de rapporter ces nou* 
volles relations qiu sont firtHes «li d^uvrir d'apres ce qui pr^ede, et dont 
lar Constitution^ absolument semblable ä eelles des ^quations consid^r^ A 
la fin du No« 207* indique le m4me genre de Solution ; j'u seulement pr6- 
tendu signaler en passant^ quelques -unes des questions qui se rattachent 
ao probföme g^n^ral du trac^ des lignes g^m^triques par leurs nystSmes 
dinterseotions avec des droites donn^; probl^e dont ila r^olution 
g^n^rale üedt Tobjet special de ce ^.^ et dopend, conmie on va le voir^ 
d'un Systeme d'equations analogues enoore ä Celles dent il s'agit. 

Relati(»t5 metriques fond<iiiientales dont dependeät les probleines relatifii au trac^ des conrbes göo* 
metnqaes, et a la d^teruiination de leun sjsteoies d'intersectiont par des droites dorniges. 

210# Jusqu'ici nous n'avons encore frait^ que les cas ^^mentaires 
oÄ le nombre des systemes de points donn^s en ügne droite^ est simple- 
ment ^gal f\ deux ou ä trohy et nous avons vu (201.) et (204«) qtle, dans 
le premier, le trac^ de la courbe^ suppos^e du degr^ niy ne peut s'ef^ 
feotuer qu'autant qu'on se «donne, en ontre^ arbitrairement un point mul- 
tiple de cette courbe dont Thtriice seit m — 1; et dans le second^ un point 
multiple dont Tindice soit m — 2: il est iSvident que des circonstances 
analogues auront lieu a mesure qu'augmentera le nombre des systemes 
dintarsections donnees eu lignedroite; c'est-d-dire que l'indice du point 
multiple devra dimiouer sucoessivement d'autant d'unit^^ en sorte qu'au- 
Keu de I ou de 2 pc»nts^ sur chacune des transversales qui y passent^ 
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OD en aura aa c ee Mt y e mwit 3^ 4^ 5^ • ••• ou^ en g^n^rdt, » A eondd^rer 
si rindioe de mult^icit^ est m — n et le nombre des sjrstdmes de pokits 
donD^ n^U On doit donc s'attendre encore (209«) ä ee que la cpiestion 
se con^lique de 'plns ea plus, et qu'aii Heu de Kgnes anxiliaires du premier 
et du second degr^ & construire^ ainsi qu'il arrive pour les eas pr^cit^ on 
seit Obligo de reoourir u des lignes de degr^ de plus en plus ^ev^ 

Comme le nombre n ne saurait^ tout au plus^ qu'etre egal k m, on 
pcut jugcr^ d'apres i'analogie^ que le eas le plus g^neral de la question qui 
uous oociipe, est odui ou le nombre des sjrstemes donn^ d jntersections de la 
courbe avec des drohes arbitraires, serait ^gal d m^ 1, c'est i^ dire superieiir 
d'une unit^ ä edui qui marque le d^e de cette courbe ; en vertu de quo! 
lä question se trouve ramenoe k oelie ou il s'agit de construire les m inter» 
sections de cette m&ne courbe avec une nourelle transversale ou une suite 
de nouvelles transversales quelconques. Mais, comme, d*une autre part, fl 
est toujours permis de supposer, sans rien statuer de particulier sur la nature 
de la courbe, que ces demieres transversales soient toutes conduites par nn 
m^me point ou pole dioisi k volonte sur son contour, il est dair que nous 
n'ötercms rten ä la g^n^ralit^ de la question en nous arretant au eas de 
/i s= m «~ 1, od le nombre des transversales rectilignesy dont les intwsections 
sont donn^ ä. priori, est pr^cis^ment ^gal au d^r^ de la courbe; or ce eas 
est d'autant plus remarquable qu'il se rapporta ä un probidme que nous avons 
dS^ implidtement r^olu dans ce qui pr^o^e (202.), pour des courbes dont 
le d^^ m serait simplement le 3^ 

Du reste, on peut juger, par ce qui va suivre, que la Solution des pro» 
Uemös relatifii aux deux eas gen^ranx dont il s'agit est ibnd^ absolument 
lur les m^es prindpes, et comprend naturellement eelle de tons les eas 
particuliers ou le nombre des systemes de pomte donnes en ligne droite 
est in£^rieur ä edni da degr^ de la courbe ä tracer; nous pouvons dono 
bomer nos invest^tions k ce qin cdnceme le problime g^^ral qui suit: 

Les m* intersections Jtune ligne plane, du degri m, avec m droites 
arbitraires etant donnees a priori, tracer cette ligne en rassujettissantf 
de plus, ä passer par un dernier point choisi ä volonte sur son plan; 
ou, ce fui revient au meme, da terminer suecessivement see m — 1 in- 
tersections nouvelles avec chacune des transversales arbiiraires issues du 
point dont il ^agit? 

(I^ snife dam le caliler prochaiiu) 



/. 
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19. 

De transformatione integralis duplicis indefiniti 



A \B cos^ + Cmu(P + (^'+B'co8<p + C'8iu(p) co8n^+ (^"+B"cos(p + CsiiKp) «nxA' 

in formam simpliciorem 

n. !ii^ . 

( AucL C G. /. Jac6bi\ prot luath. Regiom.) 



Introduotio. 



1. 

I?acile probatur, integrale huiuBmodi 

r 09 

%J a* 



a -|- 6 cos (p'\-c9in<p'^d cos ?>* +^ cos 9? sin (p '\-fiiu<p^ ' 

in quo expressio^ quae sub radicali invenitur^ fimctio est rationalis iot^a 
seoimdi ordinis ipsorum cosip, mkCfy^ casu quo expressio illa pro omnibus 
anguli <p valoribus realibus valorem pösitivum servat^ per substitutionem 
realem formae j^^ » (p == 'w + ^-^^^gi^ 

ad hoc fiimplicioris formae integrale revooari posse 

jL / ^n 

in quo insuper &*<^1: qua forma hodie integralia eUiptica exhiberi solent. 
Fonatur enim 

tailg{(p = Xy 

integrale iilud 

/: i2 

JV^a + 1 cos y + c sin 9 4" ^ ^o* 9^* + ' ^^^V **° 9^ +/sin <p*) * 

videmus in integrale sequentis formae: 



A 



dsc 



in quo expressio sub radicali diguitates omnes ipsius x continet integras 
positivas usque ad quartam; eiiiusmodi integrale Eulerus olim docuit^ 
adhibita substitutione 

_ m + wy 
^ — 1+py» 
CfdUi loanMl d. M. Bd. TBL Hft. 3. 33 
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in simpliGius transformari posse hoo 

r ^ 



in quo sub radicali impares dignitates yariabilLs non inv^niunfnr» Subjrti- 
tutionem autem adhibitam 

Gl, Legendre demonstravit omnibus casibus realem accipi posse^ atqae 
integralia ita reducta faoilljnie reyooari ad dictam formam 

idque rarüs modis jpro indole ipsarum f, r,s. E quibus modis est substitutk» 

qua adhibita prodit: 

r dy , i n dy 

quod integrale forma aasignata gaudet» Junctis aubstitationibuB^ quibu$ In- 
tegrate propoflitum in formam illam transformatum. est, inTenimus, ^iqui« 

dem loco ^yf-^y^ PV\) ^^i^apUciter n, p scribimus, substitutionem fbr- 
mae propositae: 

tangi(p ÄS rT ^ ^, , 

2. 
Ut substitutio assignata realis sit, in antecedentibus supponi debet, 
y, s eodem signo affectas esse. Quod facile probatur locum habere, quo- 
ties expressiones sub radicali aut pro nullo aut pro quatuor valoribus rea- 
libus yariabilis eTanescant» 

Expressiones enim binae 

a + Ä cos^ + c sincp + ^ cos(p*+ ^ ö08(p mn (p -{-fsinCp^ 

eodem tempore evanescunt, idque pro eodem numero Valorum realium et 
imaginariorum variabüium. Quoties Teto f, s aigna opposita habent, eva« 
nesdt haec pro yaloribus realibus ipsius y^ uno positiro^ uno negative; 
unde valores variabÜium y, (p, pro quibus expressiones illae evanesount, 
eo casu duo realem, duo imaginarii forent« 
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Porro facile prabahir^ altero casu^ quo expresaio sub radicali pro nullo 
valore real! variabtlis evanesoat tshre valorem semper positirum serve^ mo« 
clulum integralis elliptici^ ad quöd integrale propositiim revocatur, sempeir 
reidem unitaie minorem c^ci posse* 

Quem in finem obsenro^ substitudonem nostram 
formam non mutare^ ubi looo tang|i) ponatur 

1 — tang|iy 

sire loco tj poüatur 90^ — 1|. Quo facto integrale reduotum abit in 






ita ut quadratum moduli Jnrenias 

Quoties yero expreasio sub radicali in integral! proposito valorem semper 
posidvum babet^ radices y^ aequationis quadraticae 

y + ry*+^y* c= 
aut imaginariae fiunt^ aut certe negathrae. Casu primofit 7T<^49'^, ideo- 
que modttlus 

realis unitate minor. Casu secundo fit rr>*4f ^ simi|lque r positivd^ ideo-- 
que eo casu modulus 

realis unitate minor. Unde^ quod probari debuit^ siquidem expressio sub 
radicali valorem semper positivum babet^ per dictam substitutionem Omni- 
bus casibus ad integrale ellipticum pervenire licet, cuius modulus realis 
unitate minor est« 

Altero casu, quo denominator integralis pro quatuor valoribus rea«* 
libus variabilis eranescit, fit rr^4fs simulque r negatiTd. Quo oasu ut 
modulus realis unitate minor axistat, cum ad novas substitutiones confu- 
giendum sit, plerumque eum casum alia ratione tractare praestat. 
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3- 
E relatioue^ quae inter tang|(p^ tang j)) oblinet^ 

tang^Cp — l+ptang^t;' 

valores ipsorum cosCp^ sinip flüunt huiusmodi : 

COS® = ^- ^-i ^^ *- : — - % 

^ a — a' C081J — a" sin?; 

^ a — a'eosfj — a'^ Sinti 

Quibus in expressionibus inter coefBcientes », ß etc. cectae quaedam aequa- 
tiones conditio naies locum habere debent^ cum identice fieri debeat: 
(a_«'c08n — a"8ini;)"=(ß~ß'oo8if— ß"8inif)*+(y— y'cosif-^y'^sini»)*. 
Quod etiam inde patet^ quod omnes a tribus m, n^ p pendeut. Vice versa 
facile probatur^ quod infra videbimuS) quoties per relationes^ quae inter 
a, ß etc. locum habent, identice sit: 

(a — a'cosn — a''8ini!)*=(ß — ß'cosif — ß''8inif}*-{-(y — y'cosij — y"8inif)% 
ideoque simul ponere liceat: 

C08(p = 



8in(p 



ß — ß* c o%ri — ß^^sinrj 
a — a' cos 17 — a" sintj * 
y — y' cos fj — y'' 811117 
a — a' cos 17 — a" sin 17 ' 

inde etiam relationem illam b'nearem inter tangentes semiarcuum demanare : 

A T >»k m + n taDg|i7 

^^^ l+ptaDgiJ7 

Cui insuper videbimus formam conciliari posse ad calculum idoneam: 

tangi((p'— <p)tangi(if— ifO = (i, 
ubi <p% fi', 11' constantes* 

Patet ex antecedentibus^ 8ubstitiitionem illam 
etiam per binas aequationes inter se iunctas repraesentari posse: 

^ ß ß' COSfi ß*' %\U7I 

cos(p = ^ ^, \, . \ 

^ a — a' cos tj — a" sini|7' 

^ a — a' cos 17 — a" sin 17 ' 

in quibus inter coefficientes certae relationes locum habent» Quae forma 
substitutionis non sine elegantia ad transformationem propositam adhibe» 
tur^ quamvis in locum trium quantitatum m^ n^ p novem o, ß etc. 10 oal- 
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culum introducantiir, aiit certe octo^ cum unius ex eaniin aumero valorem 
pro arbitrio assumere Uceat. Id quod licet in casu paullo restrictiore^ ad 
quem tamen generalior facOe reyocatur^ a CI. Gauss lactum est in com- 
mentatione Beterminatio attractionis etc. 

Analysin transformationis propositae dictum in modiun institutam 
obscrvari olim (Diar. CrelL YoI.II. pag.228»), prorsus convenire cum 
problemate algebraico^ per substitutiones 

X = as^ af s' '\' af' s*\ 

z = y^ + y'^' + y"^^', 
quae identice efficiant^ 

a?ar + yy-j-«s = ss -^ s' s* ^ s" s^'^ 
simul expressionem 

ax^ + bxy + ^^5 + dy^ + eyz ^fz^ 
in hanc simpliciorem transformare: 

GGss + &&6's' + G''G"s''s''; 
quod scimus problenia investigationem axium principalium ellipsoidarum 
coocemere. 

Supponamus euim in problemate ilio algebraico 

XX + yy + «« = ** + ^V + ^"^'^ = 0; 
quibus statutis^ siquidem / = /* — 1> ponere licet: 

= — 1C0S(P^ — = /COSff^ 



r 

X 



± = — isintp, ^ = ^^^^ 

unde^ ubi ut ad expressiones reales perveniamus, loco a'^ %"^ ß, y sori- 
bamus ia^^ iot/^^ — iß, — iy^ substitutiones propositae in has abeunt: 

^ a — a* cos?? — a*^ sini^* 

Porro aequationem; 

ubi rursus loco b^ c, d, e^ / scribamus ibf ic^ — d^ — e^ — f^ in hanc 
abire videmus: 
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h. 



Unde cum facile probetqr, esse 

seqQitur transformatio illa: 

r ^ 

t/'/"(a4-^co8y + c siny 4" ^ CO89* -J- e cos 9> sin gp-f-ysm f^ 



ubi integrale reductum fbrmam assignatam habet« Hinc videmus, utrius- 

que problematia solutioneff alteram ex. altera obtinerii ubi loco 

«', ^'% ß, y, ^, c, rf, e, / 
scribatur respectire: 

i«^ la^^ —iß, — ly, /*/ /c, -^rf, —15, — /, 
posito i=V" — 1. 

5. 

De natura substitutionlr 

COS0 = /g-A^cos^^^^sin, 

sin 4) s= y-y^eo»«?--y^^»ini? 

et reductione integralis, cui inservit, fusius egi, cum per eaodem substi- 
tutioneiD, sed biois aimul variabilibus appUcatam , etiam reductio proposita 
iQtegralis dI^pIici8 suooedat. Tidebimus enim sequentibus, propositum in«- 
tegrale duplex 



n . iH^iiL 

J ^ 



per Mibstitutiones 



^ a — a'cosi; — a'' Sinti 

gm (y =ss . TT—, — 

^ a — a'cosi/ — a'^sini; 



fl/ — h' co^'O' — c'8ini9» 

^ a — 6 cosiö^ — c sm^ 

. - a^'— i'^ cos * — o'f sin iJ- 

8in V/ = 



a — 6 cos iJ" — c sin i^ 

simul adbibitas trannformari posse in formam simplioiorem 

/] 9iy B'd' 

Quin adeo Tldebimus , ipsam hanc integralis duplicis transformationöm ad 
eiusinodi hinorum integralium simpliciuin reductionein, qualem supra exhi- 
buimuft, tevooari« 

Et haeo de transformando dupKci integrali quaestio, uti transforma- 
tio illa integralis simplicis^ cum problemate algebraico convenit, ita ut ex 
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alterius solutione alterius solutionem levissimis mutationibus factk petere 
lioeat» Quod problema alg^ebraioum hoc est, per Substitutionen 



tu ^=s at -\' bu -\^ cv 
w' = aU + b'u + &v 



y = ßj + ßV+ß"^'' 
quae ideatice efficiant 

simul transformare expreBBionem 
in hano simpliciorem: 

Guius problematiB solutionem Busoipiamus vel antequam ad trans- 
fonnationem integralis duplids acoedemus^ atque monstremus^ quomodo 
lila absoluta ^ confestim etiam hanc obtines : cum ut exemplo lucalento 
transitum üium memorabilem ab altero ad alterum problema demonstre* 
muSy tum quia problema algebraicum eiegeotia quodammodo et symme- 
tria caicuK praevalet^ et per se dignum estj in quod inquiratur« 

Expositis yariis relationibus, quae in problemate algebraica inter 
octodedm coefficientes subsiitutionum et tres quantitates G^ G\ G^' locum 
habent^ invenientur jprimum barum quadrata GGy G^G'y G^'G^' ut radi- 
oes diversae aequationis oubicae: 

-r»_ X* {AA + BB + C(7+^U^+B'B'-f. (7'C^+ui''^''+JB'^ß''+C^'(7'0 

{{ß'O'— B"C'f + (B^'C— BCy + (BC— Bm 
-f. {CW— C'A'f + {C'U— CAy + {GA'—^ C'Af\ 
+ {A'B"^A"B^f + {A!'B—AB"f^ {AB'^A'Bf] 

--'{A(B*C"—B''CO+A'(B''C-^BC') + A''(BC^B'qY =^ 0. 
Quibus erutis ^ quadrata coefficientium substituf ionis nee non producta 



a'x" 


«"A 


OLOf 


bc 


ca 


ab 


ßT 


ß"ß 


ßß' 


b'c' 


c'a* 


a'b' 


fy" 


y"y 


yy 


b"c" 


c"a" 


a"b" 



per formulas rationales exhibentur» Utriusque autem substitutionis ooefli- 
dentes ope ipsarum G^ G\ &' alterae pw alteras idque variis modis linea« 
riter exprimuntur. 
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Observabitur porrOy expressiones 

(A X -^ B y-^ Czy ■{- (J'x + B'y+ Czf + (A''x + By+ C"z)\ 

Aw-{-A'w'+A"w"f-\- {Bw+B'w'-\-B"w"f-^{Cw'\-C'w''\-C"w"f 

per easdem substitutiones, singulas singulls applicatas, transformari in has 

simpHciores : 

' GGss^ G'G' s' s' + G"G" s" s", 

GGtt-\- G'G' UU + G"G" v v. 

In iitraqiic espressione reducta memoratu dignum est, coefficientes GGy 

G'G', G"G" easdem esse, quod etiam inde patet, quod aequatio cubica, 

cuius illae rsdices sunt, immutata mancat, ubi constiuitium 

ABC 

A' B' C 
A" B" C" " 

series horizontales et verticales inter se permutantur. Quod theorema geo- 

metrioum suppeditat, elUpsoidas, <i«iae ad coordinatas orthogonales relatae 

definiantur per aequationes 

(^jp + By + Czf + (A'x + B'y + C'sy + (,A"x -f B"y + Czf = ££, 

(Aw+A'w+A"w"y^ {Bw+B'io'+B"iv"y+ (Cw-{-C'w'^C"m"fs= KK, 

easdem esse neo situ in spatio diversas, quippe utriusque inveniantur semi* 

IC K K 

axes prindpales -^f k;» Qä» Qua observatione problema propositum alge- 

Lraicum revocatur ad indagatlonem axium principalium ellipsoidarum, qua« 
aequationibus assignatis continentur. 

Per easdem substitutiones invenitur, etiam expressionem 

[(ß'C— B"C")x + {C'A"—C"A')y + {A'B"^A"B')z'\ vi 
-I- \{ß"C — BC")x^ {C"A — CA") y + {A"B ^A B" ) z\ u/ 
-\'[(BC'—B'C)x+(CA''^C'A)y-\'{AB'^A'B)z]w" 
abire in haue simpliciorem 

G'G" st + G"Gs'u + GG's"v; 
nee non ellipsoidas, quae ad coordinatas orthogonales relatae definiantur 
per aequationes: 

[(B'C"—B"C')x^ (C'A"^C"A')y'\' (A'B"—A"B') zf 
+ [(B" C—DC")x'j- (C" A— CA") y + (A"B — ^ B" ) zf 
+ [(BC —B'C)x + {CA'^C'A)y -f {AB' —A'B)zf = XK, 

[(B'C"^B"C')w + (B"C—BC") w-{-{BC —B'C) w"y 
+ [(C'A"^C"A')w + (C^ — CA") w + (CA' ^C'A) w"Y 
+ [(A'B"—A"B')w+(A"B'-^B")w-^(AB'—A'B)w"Y == KX 
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per easdem substitutibnes ad axes earum principales revocari^ quae cum 
pro utrague inTeniantur 



K 



et haec ellipsoiclae eaed^n erunt nee nisi situ diversae» 

7. 
Absoluto problrauite algebraico, ut inde transfonnationera iotegra« 
lis düpiicis propositam eruamus^ ponamus rursus 

jpor + yy + «* = ** +*'y 4"^''^' =^ ö 



nee non 



atque, ut supra, statuamus: 

^ SS— -ieos^ 



r/ + «iii + vv = 0, 



z 



£ 8Ul(P 



— = lOOSIf 



9 



• • 



isnii) 



w 

w 
u 

T 

•T 



= — ^i008>^ 



• • 



i srnff 
ieosd 

18UI'&. 



»ß, -iy 



Unde^ ubi rursus loeo 

a substitutionibus $« 7. adhibitis prodeimt : 

af — ft' cos & — (/ Bm& 






" ^ a — a' cos 12 — a" sio 17 



sinCP 



y — y' ros iy — y^ siD 17 



eos>p 



a — 6 cos t^ — c sio? 
g// — ft^^ COS &-^</^nin^ 
a — -fr cost^ — o 8191^* 



a — a' cos fi — c''siD 17 

Porro aequatio 

wx 

ubi rursus loeo 

^, J9, C, ^', B', C, ^'', B", 
scribatur: ^^ .^^ .^^ .^,^ _jg,^ _^,^ .^,,^ _jßss^ 

in haue abit: 

^+Bcot<p + CsioV'+(^'+B'cbs<p+C^sjo<p)cosV^+(^''+B''co8 9+C''8iny)« 

^__^ G — G' cos iy cos t^ — G^^sini? sint^ 

""~ (a — er' cos 17 — a''8ini;}(a— -6 cosi^— csio^* 
Crdle'i Jonrnal d. M. Bd. YUL Bit. 1. 34 
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Unde^ cum sit: 

d<p sss ; 77": — 

prödit transformatio quaesita integralis duplicis propositi: 

72 r— — , gy djß 
(^4-iB C06 94-CsiB (p) + (^'-l-J8'co8 y+O' sin (p) cos V+(-^''+J3''co8 <H-<?''»»» V ) »"*» V' 

e -. G/C0817 co8i9* «-Caini} 8iatl>* 

8. 
Quemadmodum problema algebraioum ad aliud revocare licet^ quod 
investigationem axium principalium ellipsoidarum conceruit^ ita etiam trans* 
fpnnatio duplids integralisj quae illi respondet^ eo revocari potest, ut in* 
tegralia nmplid^ 

/L_, ösL : 

J Y'liA+Bcos(p+Cm^)*^{A'+B'cosfp+C' ün y)*— (^''+J8''co8 y +C'' sin ip)«] * 

r dy^ \ 

per substitutionea assignatas tranaformentur in haec: 

r ev 

yTr(GG— 6'6^co8i7* — G''6''8iii^»)* 

/V d± 

Jy{fiG— G'Gf cos**— G'^ G'^sin**)* 

quae videmus nonnisi argumento differre^ quemadmodum in ülo proble- 
mate ellipsoidae propositae nonnis] situ differebant. 

Hinc Solutionen! problematis propositi semper realem fore sequitiir^ 
ubi expressio 

^+J5co8(p +C8in(p + (-^'+B'co«(p +C'8in (p)co8^//+ (-^"+B''co8(p +C''ain(p) sin^ 
pro nullo angulorum ^^ ^^ valore reali evanescat, qui casus prae ceter» 
applicationem invenit. Posito enim 

^^/+B^^cosy+C^^siny _ . ^ 
A' +J3' cos qp + C sin 9 ^ 

C + C^cost^+C^^siny; _ . . 

B+B'cosV^4-jB"sinV^ *«"6b> 

expressio Ula ita repraesenfari potest: 
.i+Bcos(p+Csin(p+^((^'+B'cos(p+C'sin(p)0+(^''+B''cos^ 

sive etiam 
^+ui'cos>p+^''«in^H-|r((B+B'cos^p+B''8in^P)H(C+^^ 
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quae ne pro ullo ralore reall ipsorum <f>, ^ eFanesoant^ expressiones 
(-^+Bco8(p+Csm(p)'— (-^'+B'co8^+C'sm^)'— (^'^+B^ 

semper positivo ralore gaudeant^ necesse est. Quo casu substitutiones 
assigoatas reales fore probaTunus. 

Per easdem substitutiones, quibns aequatio 

in hanc abit: 

' G— G' cosv cos &^G"tliatitm $ = 0, 

Tictennuy etiam aequationem diGPerentialem 

drp 
Vl{A'-i-B' cos q)+C*m 9>)5-|- (-^"+JB" co» q>+C"üa y)'— (A-irBc6»q>+Cvn y)»] "•' 

ev> : ^n 

m hanc transformari: 

Sv 1 B& __ 

V"(6' G* cosi?» 4. G"G" UD y» — GG) t" Vl^G'G' coa ^« + G"G" sin *» —65) — "* 

Fädle autem probatoTy aequationes fllas finiias aequationum diffe> 
renüalinm integralia oompleta esse. Unde tbeorematum inrentorum 
catio obtinetur. 

Neo non observabitur, . ponto 
P = B'C"—B"C'^{C'A"'~C"A')v»q>'-{A'B"^ji"B')mi(p 
— oos^^[B"C — J?C" — (C^ —CA") wi<p'^{A*'B ^äB") sinQ] 
— sin^// [Ba —B'C —(CA' —CA) oos^— (^ß' -^A'B) siiKp], 

— iB"C'-BC" —(CA —CA") eM<p—(A"B—AB") sb^pp 

— [Ba —B'C —{CA' —CA)QfM<p — {AB' —A'B) 8in(pf, 
T t=s [B'a'—B"C' —(B"C—BC") cost^— (BC — B'C) sin-^f 

— [C^''— C"A'—(C"A — CA") cost^— ( C><' — CA) fm-Pf 

— [A'B"—A"B'—(A"B—AB") aw-p — (AB'— A'B) sinr/zf, 

per easdem substitutiones nostras obtineri: 

P — Jg* G" — G" G cosri cos«?-.— GG' sin»? sin^ * 

rsfp ^ r ö2_ 

J "^ — JY(G'^ G"*— G'"G' cos 17» — G» C* sin i?»)» 



./ X*" — yV(G"G'"— G"'G* cos**— 6» C''8iu^»)' 
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19. C* G. J. Jaoobi, dt trans/ormatione inUgrali» duplicis €io. 

Quae antecedentibus iunctae sex transformatioiies memorabües suppeditan^ 
ad qua» per easdem subatitutiones pervenimus. 

9. 
Problema de duplici integral! transformando propositum etiam abs- 
(|ue functionibus trigonometricis exhiberi potuisset. Facile eoim intelligi- 
tur^ eius in loeum Substitut posse sequens 

Problema. 

5,Integrale duplex indefioitum 

■ da:dy 



/. 



per substitutiones formae 
transfarmare in hoo 

dtdu 



h 



cuius denominator terminis dimensionum imparum caret«" 
Praeplaouit tarnen forma trigonometrica , quae in aliis quibusdam 

quaestionibus^ de quibus in posterum agam, obvtoit« Quamquam forma 

iUa algebraica eo quoque nomine se commendat^ quod solutione semper 

reali gaudet« 

Jam ad solutionem quaestionum propositarum accedamus ^ et pri- 

m^m de problemate algebraico agam, e cuius deinde solotione propositam 

petamus duplicis integralis transformationem« 



«MM^a—^^M^i^^M^-MlaMHi^k^to 



Problema I. 

i^Proponitur^ per substitutiones lineares: 



w = at -^-bu -\' cv 
w' == a^t +b'U'\-c'v 



a? = «tf + Ä'^'+a'V 

y s ß^ + ß'^'+ß'V 

quae identice efficiant: 

a:x -^ yy -^ zz ss s s -{^ s^ s^ -}- s^^ s^^ 

transformare expressionen 
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in hano simplioioreih 

Gst -f G's'u + G"s"v,'* 

Solutio» 

10. 
E theoFia transformationU aystematis axium coordinatarum ortho- 
gonallum in aliud, ejusmodi systema notae sunt relationes, quae inter ooSf- 
fidentes substitutipnum 

z = y»+ y'*' + y"s" 

locum habere debent, ut i<ientice sit: 

2) xx-\'.yy + «« =s**-f* *'*'+*''*" 

slve 

id quod aequationes conditionales poscit: 



w i= at •\' bu •\- ev 
lü' SS a't ■{■ Ä'tf + e'v 

w"^a"t^b"u-\-e"v 



4) «« + ßP + 7y = 1 
«'a'+ß'ß'+y'y'ss 1 

«"«"+ ß''ß"+ y'Y'= 1 

«'«" + ß'ß"+/y"«= 
«''« +ß"ß + /'7= 
««' + ßß' + yy' a= 



a a -{- a' tt' -\- a" a" SS 1 

s 

ab -^ tt' b' + a"b"=^ 0. 



1/^41 



c tt •{■ c' a* •{■ c" a 



V = c w + c'a»' + c"w"f 



Quarum relationum ope fädle probantur aequationes: 
5) * = Kx + ßy + y« 

tf' =5 «'ar -I- ß'y + y'« 

*''s= «"ar + ß"y + 7''« 
quippe quae substitutis valoribus ipsarum Xy y, z et lo, w\ w" e 1) pe- 
titis, propt^ 4) identioae fiunt. Hiuo cum e 2) fiat identioe: 
t) xx+yy+ zz = (a «+/?>'+ y * )* + {a'x-i- ß'y + y'zy + {a"x^ß"y^ ^'zf 

■equuntur etiam: 



7) «« + «'«'+«''«''= 1 
ßß+ß'ß' + ß''ß''= 1 
yy + y7'»f-y"y''=r 1 



a'a'+b'b'-\-c'c' 
a"a"-f b"b"+e"e" 



1 
1 
1 
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ß7 + ßY+ß'Y'= 



a"a + b"b + e"e 





0. 



Expresnones ipsanun s, s'y s" per pe, y, z atque ipsarum /, u^ v per w, 
w'i v^'i quas formulae 5) suppeditant, etiam e 1) per metbodum vulga- 
rem resolutionis aequationum linearium petere licet. Expressionibus, qiiae 
inde sequuntur, cum flUs comparatiV) po«dto: 

8) « = »(ßV— ß"70 + ß (7V'— /'«O + 7 («'ß"-«"ßO 
e a= aib'c"—b"c')J^a\b"C'-'bc")'\-a"{bc'^b'e\ 



obtiuemus : 



«ß ' 

«y s 

€ß'» 
«/. 

«ß" 



ß/y— ß'Y 






Y'«' 



«'ß'/— a''ß' 



ß"V 

»"ß 
ß/ 



ß7" 
y«" 

«tß" 

ß'y 



«0 ! 

ea", 
eb : 

eb" 
tc 



b'c"^b"c' 
b"e—bc" 
be' ^b'c 

c'a"^c"a' 



c"a 



ca' ■ 
a'b"- 



ca 



// 



c'« 



af'b' 
ab" 






ee' ssa"b- 
ec"=zab' "O'b 



ae. 



s 7«' ^— y'ai 
: aß' — »'ß 
Ipsas 9t e inveDimus e formulis idention: 

(y « --y ti") (« ß'— »'ß) — (y «'-— •/«) («"ß— «ß'O 
(c"a — c«'0 (a^'— ä'ä) — (ca'— c'a)(c"Ä — a 6") 
quae e 9) in has abeunt 

f$(ß'y"—ß"'/) ts ^ass t» 
ee{b'c"—b"e^ = «*« = ca, 
ave «s=stftfs=l, unde cum idgnum ipaanim e, « pro arbitrio assumere 
liceat, Statuemus: k» , -_ 1 . ^ == 1. 

Quae abonde note, ne quid dent, lue apposuimus. Anteomnia 'aütem 
tenendum es^ quo in sequentibus saepe uteronr, 

tbeorema, 
„naturam coSffioientium substitutionum propositarum eam 
esse, ut datis aequationibus linearibus: 



J= ßö + ß'G' + ß"G" 
Z = yG + /G' + /'<?" 



JT' 
W" 



a y+A ^7+c V 
a' TJ^b' U^c' V 
a' T^h'-U-VCr, 



r 
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inde sequatur: 

G" SS a"X^^'*7'\-y"Z 
et vice versa; simulque sit: 

XX +rr +ZZ 



II 






11. 



E mibstitutioiiibus 1) cum prödlre debeat, qiiod est probl^na pro- 
positum: 
11) {Ax + By + C«) a» + (^'*+ B'y + Cz) v/ + {J."x + B"y + C?"«) w" 

=s Ö*/+ GVtf + G'V'tt, 
locum habere dd>ent aequationes conditionales : 

12) w< s=s Ö«a +G'«'Ä+<?'V'c 

= Gy« -i-ö'y'Ä+<^'y'<^ 
s G%af'\'G' «'Ä'+ G' Vc' 
= Gßfl' + G'ß'*' + G"ß"c' 
= G'ia'-\-G' y'b' + G^'y'c' 

A"^ GM"+GWb"-\'G'Wc" 

ß"^ Gßa"+ G'ß'6"+ &'ß"c" 
C'zsi Gia"-{'G'Yb"-\-G'Yc", 

Qiiae novem aeqnatioues, |unctae duodecim 4) unam et viginti eßiciünt 
aequationes conditionales, quibus octode<^ ooeffidentes substitudonum pro« 
positarum et tres quantitates Gf G', G" satisfocere debent. Quod probleina 
est determinatum. Jam unius et Tiginti inoognitarum aggrediamur determi- 
nationem, atque Tariasi quae inter eas locum habenti relationes exponamus. 

12. 

Per tfaeorema $.10. e formulis 12) prodeunt sequentes: 



B 
C 

A' 
B' 

er 



13) Ga 

Ga' 



= etA +ßB +7(7 
= a^' + ßB' -l-yC 

0«"= «^"+0B" + yC" 

G'b = a'A + ß'B + y' C 
G'b' « a'A'.+ ß'B' + y'C 
G'b"=i a'A"^ ß'B" + /C" 



G» 

Gß 
Gy 

G'af 

G'ß' 



SS aA-^aW-^-a^'A" 
=s aB ■\- a'B' + a"B" 
SS aC ■\-a'ü -^a"V' 

SS bA '\-b'A'^b"A" 
= i B + A'B' + b"B" 



GY =s AC +A'C +A"C" 
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G"€ = (l"A^^"B ^y^'C G'V'= cA ^c'A' -\ ^''A'' 

G''c'z=z aW+ß"B' + Y'a G"ß''= cB +c'B' + c'B'' 

G"c"^ (t"B"'\' 0'^B"+ Y'a' G'Y :=z cC '{^c'C + c'/C. 

Quibus formulis utriusque substitutionis coefBciontes ope quaotitatuiB G, 

G'^ G" alterae per alteras lineariter exprimunfur. 

Alteram ejiismodi detenninationem ex ipsis 13) per resolutionein 

aeqiiationum linearium petere licet; e« g« e formulis^ quibus o, a% a" per 

»y ßy 7 exprimimtur 9 vice versa etiam »^ 3^ y per Of a^^ ^** determinaii«- 

tiir. Qua ratione^ posito brevitatis causa 

14) A = ^ (jB'C"— B'T') + B (CW^ aU') + C{A'B" -^A''B% 

obtines e 13) sequens fonnularum sjstema: 



// 



15) ^ = (B'C" ~-B"C') a + {B"C^ BC")a'-{- (BC — B'C) a 
^ SS {C'A"^C"A') a + {CA— CA") a* + {CA'— CA) a" 
^ = {A'B"^A"B') a + {A"B—AB") a' + ÜAB'-^A'B) o" 

^ rrr {B'C — B"C) b + {B"C— B C) b'+{BC ^ B'C) b" 
^ = {C'Af' — CA') b + (C'urf - CA") b + (C^' — CA) b" 
^ SS (:^'fi"— ^«fiO b + (-rf"B — ^B'O b' -^{AB' —A'B) b" 

^' = {B'C — B"C) c + {B"C'-B C") e'-\'{BC'~' B'C) c" 
^^=: {CA"—. CA') c + {CA-^A") e' -}- (Cw^' —CA) c" 
^'=s {A'B"— A"B')c + (^"1?— ^B'O«' + C-'^' —^'^ *■' 
^ B= a{B'C—B"C) ^^{CA"—CA')^'i{A'B"—A"B') 
^''' zzz a{B"CSC") ■\-ß{C"A—CA")+y{J"B'^AS") 



G 



= k{BC' —B'C) +ß(C^' —CA) -\^ y{A B' — A' B) 



^ = a.'{li'C—B"C) + ß'(C^''— C"^0+y(-^'B"--^"^0 
A^' = «'(ß"C — F C) 4- 3'(<^'^ — <?^'0 +7 V'^ — if"^ 
^'= «e'(BC —B'C) -^' ß'{C A' —CA) -^y'iAB' —A'B) 
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^..r 



n"(B'C"-B"C')-\ l-t" {C'A"-C"A') -\-Y"(A'B"- A"B') 



^'■' (t"(,B"C-BC")-\(i''{C"A~CA") + '/"{A" B-AB") 



r," 

a"(B C -B' C) + ß"{CA'~C' A) +'/\A B' - A' B). 






G 

E (|uibus loriiiulis rursuj? per fhoorema §i 10. derivantur scqucntrs : 



irr" -^ irr 


ff" ' 


a'h 
G' 


1 


a"r 


/\ 


ö" 






,9b 
G' 


■+- 


if'c 
G" 






yb 

G' 


+ - 


y"c 


irr-nr* 




a'h' 
G' 


■ + ■ 




CM r^" 


ßtt' . 


.■fh' 




,^"r' 


A 


G +■ 


G' 


■-t- 


r;" 


/!"»- /Iß" 

A 


r»' , 

G +■ 


r'b' 

G' 


- + 


6?" 


nr -irr 

A ' ' 


an" 


a'b" 
G' 


- + 






/9a" 


ß'b" 
(i' 


" + 




Air A'ii 


rar 


y>b" 


-4- 


Z'r" 



.::. « ■ ß' ' G" 

Valorcs ipsarum B'C"—B"(:', V'A"—Ü"A' etc. ctiam dirccie o 12) «lerivare 
licH. Fit ex(;iii|ili s[i'Hlia c ronnulis 12): 

/^ - (l,-la' + G',Ph' + G",i"(" 

r" -^ (/;'«' -f- G'y'b' + V,"y"v' 

B" r-- (;,ja<'\- O'ii'h' + fi"ii"c" 

C" r-- Gya" ^- Gyh" + G"y"c", 
prima cl postrcnia. sccundn et torlia in sc ductis et sul)ductione facta: 

B'C"-B"C' ^ G'G"(ji'y"-ii"Y'){b'c"-b"c') 

+ G"G\„i"y~(iy") {c'a"-c"a') 
+ GG' ii-ff -ß'y) {a'h"-a"h'\ 
sive e 9): 

B'C"-B"C' = G'G"aa-\-G"Gn'b-\-GG'tt"c: 
qua coriiparata cum formula 16): 

B'C"-B"C' = ^+^+^, 

Crelle's Journal il. M. Bd. VIII. Hft. 3. 35 
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prodit : 

17) A = ^ (ffC- B"C) + B {CA"- C"Ä) + C {A'B"- A"B') = G G'G" 

lam accedamus ad alia formularuin systemala. 



13. 



Ponatur brevitatis causa: 

18) / = AA + ÄA'-\-A"A" 
m = BB+B'B'+B"B" 

n = cc+aa+c'c" 

t = BC+B'C+B"C' 
f»'= CA+CA'+C'A" 



p = AA -\- BB + CC 
p' = A'A' + B'B'+ CC 
p" = A"A"-\- B"B"+ C'C 

q = ÄA"+B'B"+CC' 
q' = A"A + B"B + C'C 
9"= AÄ + BB'+CC; 



n' = AB+A'B'-\-A"B" 
unde etiam erit: 

19) mn-lt =^ {B'C- B"Cy+ {B" C-B C")'+ {BC- ffC) 
nl- m'm' = {CA"- C'Ay+ {CA - CA")''+ {CA'- CA) 
Im-n'n' = {A'B"-A"B')''-i-{A"B-AB")'+ {AB' -A'B) 

p'p"- qq = {B'C'-B"Cy+{CA"-C'A'y+{ÄB"-A"B'y 

p"p - q'(^ = (ß" C-B C")'+ {CA - CA"f-^ {A" B-AB") 

pp'-q'Y = {BC- B'Cy+{CA' -C'Ay+{AB' -A'B) 



porro : 
20) 



m'n'-ie = 

{CA"- CA') {AB" - A"B') + 
{CA-CA"){A"B -AB")-^ 
{CA- CA){AB'-A'B) 

n't — fnm = 
{AB"- Ä'B') {B'C- B"C) + 
{Ä'B - A B") {B" C-B C") + 
{AB'- A'B){BC -BC) 

em'-tm' = 

{B'C - B"C) {CA" - CA) + 
{B" C-BC) {C A - CA") + 



q'q"-pq = 
{B"C -BC'){BC- ß C) + 

{CA - CA") {CA' -CA)+ 
{A'B-AB"){AB'-A'B) 

q"q-p'q' = 
{BC -B' C){B'C-B"C) + 
{CA -C A) {CA"- CA) + 
{A e -A'B){A'B"-A"B') 

9 n *9 

qq-p q = 
{B" C - B"C) {B"C- B C) + 
{CA" - C"A') {CA- C A") + 
{AB" - Ä'B') {Ä'B- AB") ; 



{BC -B'C){CÄ -CA) 
nee non: 

21) AA = Imn-irr-mm'm'- nn'n' +2rmV 

= pp'p"-pqq-p' <i q' -p"q"q"+ ^qq'q"- 
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Quae omnia rursus per ipsas G, G', G" et coefficientes substitutionum expri- 
mamus, quod ex anlecedentibus sine negotio fit. 

Ac prinium e formulis 12) per theorema §i 10. prodit: 



22) l=GG(ta+G'G'aW+G"G"a"a' 
m= GGi-iiS+G'G'ii'l1'+G"G''(r'ir 
n = GGyy + Ö'C»' + G" Gyy 

ac simili modo e 15): 



p =GGaa -^ff&bb -\'G"G"cc 
p' ^GGa'a'+G'Gh'b' +ff'G''c'& 

p"==GGa"a"+G'ffb''b''+G''G"c"c'\ 



23) 



mn—VV aa . a'a' . a"a" 



ttf—m'fft' 



GG ^ GTm' ^ 



G"G" 



AA ~ GG "^ G'G' "^ G"G" 



im — u'n' 






rc 



p'p"—(iq __ aa • ^^ , 

AA "liG^'&G^^lyW* 

P"P — y V _ fl^g^ &^fe^ c^c^ 

A~A Z?/'' "" /2'/2' ' "^^7 



AA 



GG 



&G' 



\ 



AA '■ GG ' CG' ' G"G" 
Porro e 12) facile derivantur sequentes: 






AA 



GG 



G'G' 



G"G" 
c"c" 
G"G" 



24) r = 6'G/^^-F G'G'(iy+G"G"ii'y' 

m' = ör,>« +G'Gya'+G"G"fa" 

n' = GGaii+G'G'a'li'-\-G"G"a"ß" 

ac simili modo c 15) 

m'n'-H' /?y j_^ , ß"y 

G'G' 



25) 



AA 

n'P— mm' 

AA 






GG 

_ y*» I / - I 



ya , yo 



1^1 «11^» 



G"G' 

y"u' 



GG ' GG' 



~ GG "•' G'G' "^ G"G" 



G"G' 



g =GGaa"-\-G'G'b'h"-irG"G"c'e" 
4 = GGa'a +G'G'b"b +G"G"c"c 
q" = GGaa'+G'G'bb' +G"G"cc', 

(f(f—pq _ a'a" b'b" &c" 
AA ~ GG '^ G'G' "*■ G"G" 

ff'g—pW _ a"« fc"fc C'c 

AA ~ GG "^ G'G* "*" '^"'2" 
AA — GG '^ CTG* "^ G^V^ 



G"G' 



AA 
Sequilur porro e 22): 

26) GG-\-G'G'+G"G" = ll + mm+nn 

= PP+P'P'+P"P"> 
eodemquc modo e 23), cum sit A= GG'G": 

27) G'G'G"G"+ G"G"GG+ GGG'G' = tnn+nl + lm~tf- m'm'- «V 

=^p'p"+p"p+PP'-qg- q'g' -q'Y- 
Adnotemus adhuc, e formulis 22), 24) recte disposilis per theorema 

§i 10. erui sequentes : 



GGa = la-\-n'ß-\-m'Y 
GGji = n'a -\-mß + l'y 
GGy = m'a+tß+ny 

G'G'a'= la' +n'if+m'y 
G'G'if= n'a' + mß'+iy 
G'Gy= mW+ffl'+nr' 



t _tt 



GGa = pa + q"a'-\-q'ä 
GGa' = q"a-\-p'a' + qa" 
GGa" = q'a + qa' -\-p"a 

G'G'b = pb+q"b'+q'b" 
G'G'b' = q"b+p'b' + qb" 
G'G'b" = q'b+qb'+p"b 

35» 



tt^rt 



ttLit 
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G"G"a" = la" +n'ir+my' 
G"G"(r ---. H'a"-^mii"+('/' 
G"G"y" - m'tt"+eir + »'/" 



U € =^pc + qc-\-qc 
(j (m c = q c + pc -\-qc 
(j (w c = q c-rqc -{p c . 



Quorum exempli gratia prima, qiiarta, septima alterius systoiiiatis per dictum 
thoorema ex liis fluuiil, quas e formulis 22), 24) eligimus: 

f/ - ß . GGa-\- ß' , G'G'a'+{r, G"G'W' 
m' = y,GGct + y,G'GV-\-y'.G"G'W\ 
siniiliquo modo reliquae 28) eruunlur. 

E 28) rursus per idem theorema lil: 

29) / / + nn' + mW = G' « a + G" a' a' + C"V/"«" 
mtN+ Ff f n'n' = G' ß ß + G''fi' ft' + G"*irir 
nn 4 m'm'-\- 1 1 = G' y y +G''yy + G"'y"y" 

p p + (i'q-v qq = G' aa+ G' b b+ G"' c e 
p'p'+ qq +q"q"= G' a a +G'H' h' ^ G''* cc 
p"p"+ qq' + q q - 6VV' + r;'V/7/'+ G"*cV'. 
||,)uii)us aliae variae addi possunt. Similia tbrmularum systemata e formulis 
23). 25) derivare licet. Quae tarnen ex anteccdentihus etiam fluunl ope 
theorematis generalis sequentis. Comparatis ciiim inter se formulis 12) et 16), 
quarum alterutris, advoccitis insuper 4), coefricientes suhstitutionum et ipsas 
fi. G\ ü" determinare licet, sponte prodil 

theorema, 
..e qnalibot i'ormularum propositarum derivari posse alteram, si 
in locum quantitatum 

A, B, C, 

A, B', C, 

A", B", C", 
G, G', G" 

substituantur respective sequentes: 

BfC'—W'C CA"— CA' A'B"-A"B' 

A ' A ' A 

B"C-BC" CA- CA" A"B-AB" 

A ' A ' A 

BO—B'C CA'— CA AB'-A'B 

A ' A ' A 

1 1 I 
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Qiide e. g. etiam pro A ponendum ^* Quod potet rcciprocum 

esse, id est, ubi illa in hncc abeant, simul etiam baec in illa 
mutari."^ 

E quo tbooreniate niemorabili formulae inventae alteram statim ei n^- 
spondentem adiungcre licet. Oucmadmoduin formulae 22) et 23), 24) et 25) 
per iheorema illud alterae ex altoris derivantur. Cui tarnen negotio singulis 
casibus supersedemus. 

Per substilutione.s propositas e formulis 12) fit: 
[Ax. + By + Cz] w + [Ä'x + ß'y + 0*z] tv'+ [A*'x + ß"// + ^'"-s I '''" 

-= ö«/+ 6Vw+ G"s''e; 
per easdem substilutiones e formulis 16) sive ex aequatione illa per dicfuin 
theorema altera sequitur aequatio ei respondens: 

30) [(ß'C- /i"C') X -h ( TM"- CM') // + {A'Ii*'- A**IV) z\ w t 
[i^B**(: - HC**) x+^0*A-CA") y^{A**B -AB'') «jir'-r 
[{BC -B'C) x + {CA' -CA) y + {AB' -A'B) z]ir'' 

.-^ A [|- + ^^ + ^] = ö'G"ä/+ G'^Gs'ii+ GG'8'v 

Ita per easdem substilutiones binas simul ci'fici videmus transformationes. 

14. 

Postquam antecedentibus relaliones praecipuas et elegantiores, (|uai' 
inter quanlitates quaesitas et datas locum habent, collegimus, iam sine ne- 
gotio idque variis modis ex iis ipsi incognitarum valores fluunt. 

Formulis 26), 27), 17) quantitatum Gff, G'G', r;"(?" summam, summam 
productorum e binis, ipsarumque productum exhibuimus, unde aequationeni 
cubicam assignare possunius, cuius quantitates illae radices sint, eaeque radices 
diversae. Quae per formulas allegatas, advocata 21), fit: 

31 ) x^— x' [t+m + n] + x [mn + nl+ Im - /'/'— w'w'- n'n] 

sive etiam: 

32) x"- x' [p +p'+p"] +x[p'p''+p''p +PP'- qq - q'q*- q'*q'*] 

-[ppT-pqq-p'q'q*-p''q''q*'+^q'q*'] = 0; 
quas aequationes etiam hunc in modum repraesentare licet: 

33) {x — l)(x— m) {x — n)— IH' {x — t)— m'm* {x—m) — n'n' {x — n) 

-2/'mV = 
34) {x -p) (x — pO (x — p") — qq {x —p) — q^q' {x — p') — 9"^" {x — p") 

-299V = 0. 
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Quae e formulis 18), 19), 21) in hanc abeunl: 

35) x^ - x^ [AA +BB+CC+ A*A'+ B^B'+ C'C'+ A''A''+ B''B''+ C'C'] 

^x\(B*'C- BC^'f + (CM - CA'^y + {A^'B - AB'^f + 
^{BC --B'Cy +{CA' -C'Ay +{AB' -A'Bf 

-[^(ß'C"-JB"C') + fi(CM"-C'MO + C(^'ß"-^"ß')r = 0. 
A cuius aequationis cubicae resolutione totum maxirae problema pendet; 
quippe cuius inventis radicibus GG, G'G', G^^G'', quadrata coefficienlium sub- 
stitutionum propositarum rationaliter exprimuntur, unde ul ipsi earum eruantur 
valores^ tantum radicis quadraticae extractione opus est. 

Eligamns e. g., ut valorem ipsius aa eruamus, e formulis 7), 22), 

23) sequentes: 

aa+ «'«'+ a"a" = 1 

GGaa+G'G*a'a'+&*G*'a''a'' = / 

aa a'a' a^*a^* _ mn — W 



GG ' G'G' ^ G"G" AA 

quarum postrema etiam hunc in modum repraesentari polest: 

G*G*G*'G*'aa + G''G''GGa'a'-^ GGG*G'a'*a" = mn- W. 

Cui addatur prima ducta in —GG{G'G'^G**G*'\ secunda ducta in GG; prodit: 

[G*~ G^ {G'G'+ G'^G") + G'G'G^G*^ aa = C/- G' (G'G'+ G"G") + iw« - /'/', 
unde cum sit 

GG+G'G'+G'^G'' = l+m + n, 



obtines: 



^ (GG-m^^GG-n^-rV 
"" " iGG-&G')^GG'-&'ffO 



In lücum aequationis tertiae etiam haec substitui potest, e 29) petita: 

G*aa+G'*a'a'+G''*a''a'' = ff+w'iw'+wV, 

qua iuncta primae ductae in G*G^G**G^* et secundae ductae in —{G*G'-G**G*% 
obtines 

{GG^G'G'){GG-G''G'')aa = (G'G'-/)(G"G"-0 + »»'»»'+»'«', 
sive 

^^ ^" iGG^G'G'XGG-^ff'G") 

Utrique aulem ipsius aa valores inventi e 26), 27) facile inter se conveniunt. 
Hac ratione, cognitis ipsis GG, G'G*, G*'G'*y quadrata coefficienlium 
quaesitarum nanciscimur per formulas sequentes: 
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37) aa = 



_ (GG—mXGG—n)—PP 



a'tt' 



tt"a" = 



ßß = 

ß'ß' = 
ß"ß" = 



n = 



yY 



yllyl' 



(ßG—G'G^ (GG—G"G") 

jCfG'—ni) (G'G'—n)—PV 

(fl'G>—G"G"^ (fl'G-GG) 

(G"G"—m) (G"G"—n)—PP 

(G"G"- GG) (G"G"- G'ff) 

(GG-n) ( GG—l) —m'nP 

(ßG- G'G') (GG- G"G") 

(G'G'—n) (G'G'— - m'm' 



{G'G' 
(G"G"- 



■G"G")QS'G'—GG) 
n)(€?'G"—t)—m'm' 



(G"G"— GG){G"G"- G'G') 
(GC— 0(GG— >«)— n'n' 
(GG—G'GO (GG- G'G") 
(G'G'—l)(G'G>—m) 



n'»' 



(G'G 
(G"G'- 



G"G'XG'G'-GG) 
t)(G"G"—m)-n'n' 



(G"G"-GG) (G'G"- G'G) 



aa = 



bb = 



cc = 



a*a' 



b'b' = 



c'c> 



a"a" = 



b"b" = 



c" c" 



— (GG—f/)(GG—f/')—qq 



(GG-G'G)(GG—G'G") 

(GG-p') ( G'G—p")—qq 

(GG'—G"G") (G'G—GG) 

(G'G"-p')(G'G'-p")-qq 



(G'G'- GG) (G'G'— G'G) 
(GG-p"^(GG-p)-q',f 



(GG—GG)(GG-G"G'') 
(G'G-f^') (GG'-p) - tfq' 



(GG— G'G") (G'G - GG) 
(G'G"—p") (G'G'-p)- q'q' 

(G'G'-GG) {G'G' -G'G) 
(GG-p)(GG-p') —q"q" 
(GG-GG) (GG—G'G") 

(G'G'-p) (GG—p') — q"q" 



(G'G' 
(G'G'- 



G"G":)(GG'-GG) 

p)(G"G'-f)-fq" 



(G'G"— GG) (G"G"—GG) 



Uti quantitatem aa sab alia forma 36) exhibuimus, ita eliam reiiquis formaiii 
sinoilem assignare licet, cui, cum in promtu sit, supersedemus. 

His invenlis, ipsas coefficientes quaesitas per extractionem radicis qua- 
draticae eruimns; signa antem radicum non omnia pro arbitrio assumere licet. 
Videbimus enim, non modo aa, sed etiam producta aß, ay, ope ipsaruin 
GG, G'G', G"G", rationaliter exprimi posse, unde patet, signo unius e quan- 
titatibus a, ß, y pro arbitrio assumlo, reliquarum signa determinata esse. 

Producta illa aß, ay, ßy eorumque similia ex antecedentibus facile 
invenimus. Exempli gratis, ut eruatur productam ßy, eligimus e 7), 24), 
25) sequentes formulas: 

ßy+ ßy+ li"y" = 

GGßy+G'G'ß'y'+ G"G"ß"y" = l' 



ßy 



+ 



GG^ 



/f'y _ m'n'—lP 



GG ' G'G ' G'G" ~ A ' 

quarum poslremam, cum sit A = GG'G", rursus ita exhibemus : 

G'G'G"G"ßy+G"G"GGß'y'+GGG'G'ß"y" = tn'n'-W. 

Qua addita primae ductae in —GG{G'G'+G"G") et secundae ductae in GG, 
prodit : 

{GG-G'G'){GG-G"G")ßy = l'{GG-t)-\-m'n', 
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sive _ r(GG — r, + m'n' 

' '^ ~ (GG-G'G' 'GG-G'G", ' 

Hac ratione scquens nancisciimir forniularum systoma: 

o^N i., V:GG-l. ^u.'n- i 

■5 ; .'V — ■gg-gt,''(:g-g"G"j 



a'a" = 



,^T;C-/);-rV'v" 



• '^' ~ G'G''-G"G" G'G'—GG 






GG—G'G". GG-G'G" 



q-G-G'-p -7'v" 



^ / 



ya = 



'f<' = 



yi.f.ii -_ 



rC'Ur-l -i-m'n' 



y I 



■tt ff 



G"G"- GG (G"G"-G'G 



y \ 



m'rGG-ml-,-u'r 



IGG - G'G*l ,GG - 6"G'; 
m'G'G'-tn-^nr 



&C" = z 



a'*a^ 



a*(r—G"G" yi'G'—GG] 

qy;-G"^P,^^r," 

G'G'-GG' G'G'—G'G' 
7 S'^-V -'/ 7 



^'/^ = -T7^ 



6"G'- r;"6"^ GV-GG) 

m'G"G"-nO--n'r 
'G"G"—GG^ G'G"-GT/ 



h"b - 



GG ~G'G'\ [GG G"G"^ 

q"SrG'' ^p \--q"il 
GTm'-G"G"^ G'G-GG 

^ # ■ y"*»f A"t . f ^ ff 

e.*C= V 6^ - l>,-qq 



ßG—G'G') GG- G"G" 
frG'G'—n-'-rm' 



ff't^' T;Y;'-r;'7;"^ g'G'-gg\ 



aa' = 



«'V 



;/^r;"r;"-//.~/w 



iGG-G'G'l ßG-G"G" 

G'G'-G"G", G'G'--GG 
/./•' = '/ > f. - /) . -y./ 

■ 1/ Cjr — I./Ci .ff (.f — ig U • 



G"G''-GG G"G"—G*G'^ 
K\ liis formulis videmus. delerminatis signis ipsarum a. ct\ a" et a, b. c, 
rtliquarum etiam signa detenniiiata esse. Ncque illa oinniiio pro arhitrio 
jissumere licet, ubi, ul siipra feciinus 10;, slatuere püicel ^ = 1, c^l; quippe 
«Jim facto etiam e quantitatibus a. «% «" nee non e quantitatibus n, /;, c 
Milium si^-ruim per sigiia duarum reliquarum detemiinatur. 

Adnotemus adhuc. quo metbodorum . quibns uti licet, varietas demon- 
'^trctiir. oiiinia. qiiae ad resolulionem problematis neccessaria sint. etiam e 
fnriniilis 2&) peti potuisse. Eliganius e. §. aeqiiationes tres prinias allerius 
<y<temati!j. qiias ita exbibeinus: 



m 



u. 



= l-G(ra-\- »',:?+ ,„, 

= «'«+>-GGf;,y+ l'y 

= fH'«+ l',i^:n-GGy, 

e ijuibus. eliminatis u, (i, y per rcgulas notns, primuni oblinonius: 

/ - (iG m - GG '» -GG - VI' 7- GG) - m'm' ,m - GG) - n'n' '» - GG> 

+ 2l'm'fi' = 0. 
qiiao aequatio cubica. e cuius resolutione GG prodit, eadcm est atque illa 
5upra inventa 33 \ Eadem nielhodo e reliquis formulis 28 inveniuntur G'G', 
G"G" eiusdem aequatioiiis cubicae radices esse. 
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P<HTO ex aequation« secuodt et tertia seqiiuntur propörtionea: 

azßiy SS amzaßtaYss 

e tertia et prima: 

ß;y:«s=ßp:ß7:P««s 

{n — GG){l--GG)'^m'm'im'n'^Vll—GG)iVrnf^n'{n^GG)i 

e prima et secunda: 

y : a: ß s» yy: y «: yß =3 

Q—GG){m^GG)^n'n'in'V^m'{m^GG)im'n'^V{l^GG)^ 
Unde etiam: ^^ an .,.. 

{m—GGXn—GG)'^in'i{n—GG){l—GG)^m'm'iil—GGXm-^GG)^^^ 
Jam Tero est 

{m—GGXn^GG) + (n—GG){I--GG)+(i—GGXm^GG)-^l'l'^m'm'—n'n' 
aequale differentiali expresuonis : 

— (:r ~ OG) (x _ G' G') (o? — G'' G'O, 
secundmn x sumto^ siquidem post differentiatioaem xszCG ponitur^ 
ideoque etiam aequale expressioni 

(GG— G'G') (GG^ G" &'). 

Unde cum sit 

«a + ßß + 7y CS 1, 

*^ ■" (GS— G'G')(GG— G''G'0* 
quod cum 37) couFeuit; eademque ratione etiam leKquae fbrmulae 37) ia« 

Teniuntur« 

Invento ««^ e proportioDibus assignatis fit: 

aß = n^{GG-n) + l^m^ _ 

^ {GG—G'G'){GG—G"G''y 

quod cum 38) conTeuit^ cuius reliquae formulae eadem methodo inve- 

iiiri possunt« 

15- 

Postquam antecedentSbus completam problematis resolutionem de- 
dtmnS) sequentia adiuDgamus, quibus quaestio nostra haud parum iHustra* 
tur, eaque adeo ad problema nptum et tritum de iodagatione axium prio- 
cipalium superfioiei secundi ordiuis reTOcatur» 

E substitutiotiibus enim propositis per formulas 13) faoile proban- 
tur aequationes sequentes: 

GraOe*t Joanuü d. M . Bd. YIIL Ht. 3. 36 
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30) As '\-By +Cx SS Gaa + ö' i ^ . + 0^<f «" 

Aw •{•A'w'-\-A"w"ss Gat + Ö'a'a +ö'Vi/ 

uptle etiam per theorema (. 10; 
40) {Ax'^By}'Czy-^iA'x-\-B'y-^C'zy+(A''x'^B''y+ C"z)» 

= GGsS'^G'G's's'+G''G"s"s'', 
(Aw+ A'w'-h A" w" )» + (B w; + B'w'-^- B"w" )» -f. (Cm; + C w;'+ C"w" y 

= GGtt+G*G'uu + G"G"vv, 
quas aequationes etiam ita repraesentare licet: 

41) lxx + myy-^nzz + 21' yz + Im'zx + In' xy 

^m;k» 4-/9'i<;'zü' + ;t)^'M;"tt''' + 27w'w"H- 2^'u/*w-{-2f"wuf' 

= GG^f + G'G*UM + G" G"t/w. 
Quoties Ter» substitutiones propositae praeter aeqiiatioiH» 

edam aegnatiombiis 40) sive 41) satis&eere debe&t^ substiiiitiones illae^ 
sicuti quantitateft GG^ G*G'y G*' G^' determiaatae sunt. Quod cuti^ Uem 
9kty ac si prbponeretur^ ellipsöidas^ quae ad axes coordinatanim orthogo- 
Bales relatae per aequationes exprimunturt 

(^jF + By + C;r)^ + (^'ar+B'y+C'5;)* + (-^''a?+B''y + C'^z^ ^KK 

ad axes principales referre^ problema ad mdagationem axium pmcipalnim 
bmarum ellipsoidarum reTOcatum est^ qaae in utraque ellipsoida fiiint 

je wr jr 

— ) g7> g^^ ^^ quanun situ substitutiones adhibendae indicantur« 

Quo melius natura et situs ellipsoidanmi perspiciatur^ adnotemus;^ 
alterius tria punota esse^ qaorum coordinaiae respectiye sin^ posito 
tatis causa Jr=l^ 

. . B'O' — B'^a (?A"—0'A' A'B*' — A"B^ 
pnmi: -^ -, - — ^ ^ A > 

B"C — B O* CA —Cj^f' A^'B —AB'' 
secundi: ^ f 2 ^ S ' 
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BC' — WC CA'— CA AB'^A'B 



tertii; 



« 1 41 



üsque terminari diametros tres inter . se oomugatas, quas patet perpendiou* 

lares esse tribus planis, qaae aequatiombus defimtmtiir: 

w<dp+By-f-C«=rO, A*x-^B'y^CzssfO, A"x-\-B"y-\-a'z=iO% 

alterius superfidd tria punota asngnari posse, qaoninl coordinatae sunt, 

. . B'C'—B^C B"C^BC" BC—B'C 
pnnu: — ^ , ^ » " Ä » 

,. CA"^0"A* CA— CA" CA'— CA 
seouDdi: ^ , 2 "> S » 



^ ^, A'B"-'A"W Af'B—AB»* JW—A'B 
tertii ; — 



I»* 



l^uibus punctis teraainiuitur ^H^m^ri superficiei tres inter se conlugatae^ 
quas patet perpendiculares esse .planis : 

Aw'\'A'w'f\^4''w''=0^ Bw+B'iu'+B''w''siO, Cw^aw'+a'w''=iO. 
Uode adeo problema revocatuio est ad ifidagatiouem axium prindpaliiiiii 
superfioierum^ quamm diametri tres inter sß ooniiigatae dantur. 

Simili modo vel etiam e 40^ -— 41) fet Aeorema $i 13« probantur 
aeqnatfones: 
42) ftB'C^B'^CO a? + {CW^^^'A^ y ^JiA'B'''^A''B')zf + 
[{B''C — B C'O ^ + {C'A^ CA") y + (A"B — A B") %f + 
[(ß(r ^B'C)ir + (CA^ ^aA)y + (AB' ^A'B)xY 
as G' & G" G'rss +jG''G''G G^s^ + GGG' G^s^'s", 

[(B'C''^B''C^w+ {B'^ C-^BC')w'+ (Ba^B'Cyw'J + 

[(Ä'B"-- A"») i^+ Ia'' S^AB'") m^+ (AB'^A'B) u/J 
CS G'&O^G''ttl'\' &^&'GGuu + GQG'G'^v^ 

quibns et ipsis siBlttlim iiüitnniQi ell^psoidarum coutiuetiir reductio ad ases 
earum principales. 

lam transeamus ad problema initio . propositum de transfonnatione 
dapli^ integraliS| cuius seluilonem sine calculo de quaestiohibus anteceden* 
tibus deducimus. 

(4S0Ot iieq. frox.) 



■^ 
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20- 
Memoire sur la courbure des surfaces. 

( Par Mr. Poisson « Paria. ) 



L 

di l'on (ait passer diffiärents plans par un m^ine point d'une surface courbe» 
les rayons de courbure relatifs A ce point ^ de toutes les sections planes 
de ta surface, auront entre eux des rapports ind^pendants de sa forme 
pairticuliere 9 et qne Ton doit placer au rang des plus beaux tbooremes 
de la g^om^trie modeme# Farmi toutes les sections normales^ il 7 en 
a deux que Ton appele sections principatesj et qui repondent, Pune au 
plus grand et Pautre au plus petit rayon de eourbure. Euler i\ fait voir 
que ees deux sections sont toujours perpendiculaires Pune a Pautre; ea 
prenant pour la courbure d^ine Ugne^ une fraction qui ait lunit^ pour nu« 
m^rtteur et son rayon de courbure pour denominateur^ ii a aussi demon« 
tr^ qne la courbure d'une section normale quelconque est egale ik la somme 
des deux courbures principaleS) multipli^es respectiv^tnent par les carr^ 
des Cosinus des angles que leurs plana fönt avec celui de la section dont 
il s'a^t; d^ou Pon condut que la somme des courbures de deux sections 
normales^ qui se ooupent a angle droits est une quantit^ constante autour 
de diaque peint de la surface« Quoique Euler ent donn^ l'expression 
g^iSrale du rayon de courbure d'une section oblique, ü n'a cq^endant 
pas remarqu^ le rapport tres» simple qui existe entre ce rayon et celui 
de la section normale^ fSedte par la meme tangente A la surface. C'est 
Meunier qui a montr^ que le rayon de la section oblique est la projec» 
tion sur son plan^ ^^ rayon de la section normale; ensorte que le prei» 
mier de ces deux rayons de courbure est ^al au secoud, multipli^ par 
le Cosinus de Vangle des deux sections auxquelles ils r^pondent, et que 
lea ceroles osculateurs de toutes les sections passant par une m£nie taiw 
genta A la sur&ce> sont situ^ sur une qphere qui a pour rayon celui da 
cerde Bormak Ce theoreme Joint A celui d' Euler, renfiorme la tfa^orie 
gdofbnlke de la eourbure des surfaoes^ qui se trouTC ainsi r^duite A ses 
^l^ments les phis simples ; car ü suffit de connoitre, en chaque point d'une 
surfiaice quetconque* les directions et les courbures des deux sections prin« 
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cipales^ ^poiHf en oonofaire inun^diateiiieDt^ la oourbiire äe toute aotre mo» 
üaä normale oo oUi^e« 

Monge a consid^r^ cette th^rie aous un aatre pcwit de irue» ü 
a nomm^ lignes de eourbure d'une sur&oe^ les Kgnes pour lesquellea les 
normdes fk eette surfisiGey en deine points eons^tifs^ Tiennent se ran- 
oontrer^ et centree. de eourbure de cette mfetne surface^ les pointa de 
renoontre des normales sucoessives» U a fiut roir que aur toutes les sur« 
faeesy il exfate deor s^ries de lignes de eourbure qui se ercHsent u angle 
droit; les normales men^ par tous les points de cliacune de oes l^nes^ 
forment des surbces dereloppables qiu se conpent auum A angle droit et 
divisent l'espaoe en filets quadrangulaires qui ont leurs bases sur la surface 
donn^; les arrStes de rebroussement formoit deux surfaces distinctesi ou^ 
plus g^n^ralement, deux nappes d'une m^me snr&ce qui est le lieu de tous 
les eentres* de eourbure de eeHe que Ton considdre. Monge a determin^, 
pour toife les points d'une hurface quelconque, les direotions rectangulaires 
des deux lignes de eourbure > lesquelles directions coincident avec edles 
des seetions prineipales^ de sorte que les rajons de eourbure de oes deux 
lignes que Moiyge a aussi determines^ ne sont autre diese que le plus 
grand et le plos petit rayon des seetions normales« Sur une surface 
donn^e^ il peut exister des pointa particuliers pour lesquels ees deux 
rayons^ et^ par cons^quenti tous les autres^ sont 4gaux entre eux; Monge a 
nomm^ ees points des embilice^ et il en a determin^ la position sur Tel« 
lipsoide par exempley ofä ils sont an nombre de quatre# La sur&ce de la 
sph^ est la seule dont tous* les points jodssent de cette propri^t^; car 
on d^montre que si les rayons de eourbure sont tous ^gaux autour de 
ehaque pmnt d'une surfaee, ils ne varierout pas ncm plus en passant d'un 
praort it un autre de cette memo surface, qui sera parcons^quent spherique. 

n. 

Les fii^oremes aittr la eourbure des surfaees que nous renons de 
n^peler, supposent ^videmment que les taugentes k toutes les seetions faites 
par le point que Ton conuddre, sont dans un memo plan, ou, autrement 
dit, qo'il n'y a en oe paint qit'un seul plan tangent; mais il existe des 
points sur eertaines surfeecb, o^ le [)4an tangent est unique et oa cepcn* 
dant ces th^remes n'ont pas lieu» En ees points singuUerSi la direction 
des lignes de conrbnre n^e^t point indeterminee comme dans les ombilics ; 
mais leur nombre est plus grand que deux: il peut ötre quatre, aix ou 
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toait antre oombre pahr; et ie rajFOii de «mirbiipe d^mie secHon nöFmale 
est susceptible de plusieim maxima et minima^ 4aiA le nonibse total 
Ott toi^un i%ai k oelu! des lignet de couiinirer 

Cette exception h la tbi$one g&i^rale n'aveit pas eooore 4A^ re- 
marquee; die ne ae rencontre pas dttis le cas dea auriMes du seooiid 
d^re; mais eile peut se pr^enter assez frequemmeat dans d'autrea aur- 
faoes; et pour eo. denner im exemple^ il adffit de eonsid^rcg la aurfisMie 
engendr^ par une paralnrie^ tonnaiit autoor de son aze^ taadis q» soa 
parametre yarie par degv&i iMeuMbleSy de tdle sorte qu'il aoit uae £oniv 
tion denn^ de l^aogle d^crit h chaque inrtantw Crtte esp^ de parabc^ 
Itfide aura pour plan tangent wdqiiey au «enmet de sa gÄi^ratrioe^ le 
Mao perpendioulaire A son axe; les «eotioDS iientiales ea ee poiot aeroot 
les pMitions racoessives de cette cotorbe; leHfa rayons ^ oourbure va« 
rieroat suivant la mSme kü ^e soa pttriam^tre, et pourroiit^ ccmsequem- 
meflt passer par aut^t d'altenatives de m^xi/num et de mininmm cpie 

l'ea Toodra^ 

Mais quoiqae la loi de variatioa des oonrbiirea aooaales seit ainsi 
taat-ä«Sdt arlritraire autour de oertams pointe des sui^M^ea, nt^anmoias 
les courbores obliques a'eni deduiroat toii|Ottra par la regle ordiaairei et 
le th^or^me de Meuaier s'iqppliquOTa eacore h oes poiats, poiar les» 
quels eelui d' Euler n'aura plas Ueu^ 

J'ai ^ GurieuK d^examiaer oe que devi^iattit les fernmles giioAm 
rales daas ces aas d*exeeptioa» La diffiouUi^ d'aaalyse qu'elles preseateat 
alors tieat ä ce que les diffiSreuces partielles d^uae foaolioa de plusiaura 
quantit&(| qiu r^poadeat mx, valeurs ^vaaouissaates de ces Fariablasy peureat 
depeadre des rapports que Von ^tablit eatre eea n>emes Tariables a^aat 
(ju'elles s'^Taaouisseat« Elle s'tSclaircit eompI^teiaeat| ea renspla9aat deux 
des coordoaa^es rectangulaires que les ijDrmules reaferment, par des coor- 
doaa^'^polaires ; et l'oa trouTCi de^OMte maaidre, que ces fontaules soat 
effecHvemeat susceptibles y daas certains cas , de plus de deux maxima 
ou minima j auxquels r^pondent ua pareil Dombre de «Cgaes de oouri>ure9 
qijd se croiseat ea ue lyi^e p(»at et se eeupeat sous des aagles aigus« 

II ^lait B^cessaire de 4)onsiderer ces cas partieuliers^ pour comple» 
ter la theorie de la oourbure ^ks surfaoes; mais avant de aous ea occu- 
per^ aous dleaa dabord rapprier les foriaulas goMb^Jei et les eoas^queacea 
qai ea out ^t€ d^duües«- 
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in. 

Soit jiMB (¥1. 3.) la sectiou cl'une surface par im plan oblique qui 
coupe le plan tangent au poiet M auinint la droite ClUD; par le poinf 
M et par im point M^ de la meme * oourbe AMBy infiiuiKient voisb de 
My menona iea plana nomaux ä eetto coorbei cea deux plans se oou« 
percmt suivant une droite O N perpencBculaire au • plan cjUique et qui rcan 
contre ce plan au centre de courbure de la courbe AMB. Par le 
point M Devons aussi une normale iKT iV a la sur&ce. Cette normale et la 
droite 02V se renoontreront en un certain point iV^ puisqu'elles aont toutes 
deux comprises dans le plan perpendioulaire u la courbe AMBy qu'on a 
mene par le point M. Appelons ^ la longueur de MN\ ^^ le rayon de 
courbure MO de Isl courbe AMBy et 6 l'angle OMIV, inolinaison de la 
normale a\ la surface aur le plan oblique; nous aureus 

1. f 1 == f cos«^ 
en Sorte que pour connaitre le rayon de courbure d'une section quel« 
conque^ il s'a^ra de calculer la valeur de ^^ ou d'une distance compt^ 
sur la normale« 

D^signons par x, y^ Zy leA trois coordonn^es rectangulaires du p<^t 
M; ar + ^Är> y + ^J> « +.Ö5, serdnt Celles du point M^s et si Ton repre« 
sente pas Bsj l'^I^ment MM' de la courbe AMBy et par »^ ß^ y, les 
angles que fait sa direction avec les axes des x^ y^ z^ on aura 

^ = cos«, gf = cosß, ^=:oosy. 

Le plan normal ü cette courbe en ce point My aura pour ^quation: 

2. {x' ^x) B X -{- iy' '^y)By ^ {xf —z)d z ^ 0, 
x'j y\ 2/9 ^tant les coordonn^ courantes» En la diff^rentiänt par rap« 
port d Xy yy Zy dxy dyy dzy OU obtiendra une seconde ^quation^ savoir; 

3. {x'—x) d^x + (y'^y)dy + (z'^z) d^z = Bs% 
qui appartiendra ^galement ii Tintersection OiV des deux plans norm«ux 
cons^cutifs; ensorte que cette droite sera d^termin^e par les ^quations 
(2.) et (3.). 

D'un autre cdt^, si Ton considdre z comme une fonction de j? et 
yy donnite par l'^quation de la surface^ et si Ton fiiit 

Bz dz ^ t n 
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les eipiations de la normale MN seroiit 

x'y y'y z% d^gnant encore les coordona^ Gourantes» Ces ^quattom 
tisfont, eomine cela doit etre, h l'^quation (2.) du plan normal; m lea 
eombinant aveo I'^quation (3^*)^ on d^terminera les coordonn^ ^^ y'f s\ 
du point IV commun 9ux deiix droites MN ei ON: de oette mani^r^ 
on trouve 



, , Pda* 


^J 


«5*» 


*^— *=- D ' 


y—y^' 


D * 


en feiaant, pour abr^ger. 






D = 


- S*^—'pd*x-^^8*y» 


Oo aura, «i m^o ten» 






^« = (of'- 


-?^r + ir'- 


-XT + (*'- 


il en resnUera douc 


*\ ». 




5, ? 


= '^^c 


+ />' + n 



zfi 



Je diiF^^rentie compl^temeut la valeiip de d<; oe qui donne 

et^ par cons^quent^ 

Les dii$^rentieUes secondes de :r^ ^^ z, qui d^pendent de la oourbnre de 
AMBj ayai^t disparu de la valeur de Z}^ celle de ^ ne oontiendra plus 
que leurs difR^rentielles premieres^ qui sont relatives h sa dlrection^ et des 
fonctions de x et y^ provenant .des dilFerences partielles premi^res et se» 
condes de z; par consequent, si Ton fßit tourner le plan de la courbe 
AMB autour de sa tangente CMDy la formule (5.) ne changera pas de 
valeur; et la droite MN ^tant ainsi iiidependante de Tangle f^ on voit^ 
en faisant « = dans l'^quation (l.)^ que cetta drpite est ie rayon et N 
le centre de courbure de la section normale« Cela pose^ si Ton donne 
ensuite une valeur quelconque u Tangle € dans cette ^quation^ on voit 
aussi qu'elle coutient le theor^me de Meunier^ relatif aui^ couil>ures des 
sections obliques, que Ton a cite plus haut« 

IV. 

Maintenant, faisons. 

ö'-z B^z &*z 



nous auroDS 



ax*~"' Saröy^^^ dx'~^^ 
3/)=: i 3jr+ ^^^y, dy zzz.tdx-^tdy; 
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et si I'on substilue ces valeurs dans celle de D, et celle ci dans la formule 
(5.), il en resultera 



6. p = 



rco8*a-j-2*co8aco8/^4"'^o»V 



en ayant egard aux valeurs de -^ et -J-' Si Ton mel la valeur de 8z dans 
celle de c/«^ on aura, en möme tems 

ds' = {i+p')8x'+2pq8xSy + {^+q')dfj\ 
ou, ce qui est la möme chose, 

7. {i+p'^)cos^a + 2pqcosacosß + {i + q^')cos^ß = 1. 
Generalement , les quantites p^ q, r, s, t sont independantes de la direction 
de la tangente CMD; en excluant les cas parliculiers oü cela n'a pas Heu 
et donl il sera question ci-apres, il suffira donc, pour determiner le maximum 
ou le minimum de q, d'egaler a zero la diiTerentielle de son denominateur, 
prise par rapporl a cos» et cos/?^ et de joindre a cette equation, la differen- 
tielle de Tequation (7.). On aura, de cette maniere, 

(rcosa + «cos/y)sin«öa = -'{tcosß+8COsa)s\nß8ß, 
[{i +p^)cosa+pqco9ßjS\na8a = — [(l4-9')cos/?+p^cosa]sin/y5/3; 
d'oü Ton tire 

Q rcoRa + *co»/9 (1 -f- p*) co a« + pqco^ß 

ti:o»ß-\-sco%a (i +g*)co8/? + p^cosa 

On obtiendra donc requalion d'oü dependenl les valeurs extremes de (f, en 
eliminant cosa et cos/9 entre les equations (6.), (7.), (8.). 

COR U 

Pour effectuer cette elimination, je multiplie par -; — ^, les deux 

membres de Tequation (8.), puis j'ajoute Tunile a chaque produit; en Faisant 
ensuite disparoitre les denominateurs et ayant egard aux equations (6.) et 
(7.), il vient 

tcosß+scosa = —}^{i +p'^+q'^)l{i + q'^)cos ß + pq cosa]. 

En operant de m£me sur Tequation (8.)? apres avoir prealablement renverse 
les fractions qui forment ses deux membres, on trouve 

rcosa + *cos/y = — |/(l+p' + gr')[(l + p^) cos a+pq cos ß], 

Ces deux equations sont la mdme chose que 

Crelle's Journal d. M. Bd. Vni. Hft 3. 37 
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En les multipliant membre a membre et reduisant, on a finalement 

10. (rt-OP - [(1 +q')r-2pqs+{l +p')<]p v(l -hp'+q')-^ d 4 p'+ qj = 0. 
Cetle equation elaiU du sccond degre, il s'ensuil quc dans le cas ge- 
neral que nous examiiions, le rayon de courbure d'une seclion normale n'est 
susceptible que d'un maximum et d'un minimum^ qui pourronl dtre, en grandeur 
absolue, deux maxima ou deux minima^ lorsque la courbure de la surface 
changera de signe autour du poini donne AL 

V. 

En observant que 

coB/J dy 

cosa dx ' 

on pourra meltre requation (8.) sous la forme: 

m 

Elle servira a delerminer pour chaque point M de la surface, les directions 
de ses deux sections principales; mais si Ton veut connoitre celle de ces 
deux sections qui ropond, seit au plus grand, seit au plus petit rayon de 

courbure, il faudra meUre ^ au lieu de -^—^ dans Tune des equations (9.), 

et y subslituer successivement les deux valenrs de (> tirees de Tequation (10.). 
Pour conclure facilement de cette equation (10.), Pangle des deux 
sections principales, on fern coincider le plan des x e\ y avec le plan langent 
en M, ou seulement avec un plan parallele; on aura alors f;=0 et 9 = 0: 
ce qui reduira celte equation ä 

12. aC+^^ 1^-1=0. 

ax s dx 

Or, si Ton appele ^ et ^ les angles que ces deux sections fonl avec le 

plan des x et z, les deux racines de cette equation seront tang^ et tang^'; 

on aura donc 

tang^tangS' = —1; 

ce qui montre que les deux sections principales sont perpendiculaires Tune 

a Tautre. 

Le plan des x ei y etant tangent en M a la surface, les angles a 

et fi relatifs a une section normale quelconque, seront le complement Tun 

de Tautre, et la formule (6.) se reduira a 

— = rcos^a + 2«sinacosa + /sin'a. 

e 
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Si Ton donne les valeurs de () qui repondent a trois sections particulieres, 
elles serviront ä delerminer les trois quantites r, s, t, et, par suite, la courbure 
d'une seclion normale quelconque. Mais 11 suffira de deux rayons de cour- 
bure pour delerminer tous les autres, lorsque ces deux rayons seront ceux 
des sections principalcs. En effet, on peut prendre les tangentes a ces deux 
sections rcclangulaires, pour axes des x et des y; alors fune des deux 
quantites tan;*^ et lange' sera nulle et Tautre infinie; et comme on a, d'apres 
requatiou {\2,)^ 

tangC+tang^ = -^, 
il s'ensuit qu'on devra avoir 8 = 0. II en resultera donc 

— = rcos^« + /sin'«: 

par consequent, si Ton designe par li et R' les rayons de courbure principaux 
qui repondent a a = et a egal ä un angle droit, on aura 

±- 1-/ 
d'ou Ton conclul, pour un angle a quelconque, 

equation qui renferme le theoreme relatif aux courbures des sections normales 
que nous avons cite plus haut. En designant par (j' le rayon de courbure 
d'nne section perpendiculaire a celle qui repond au rayon (j, et changeant 
Tangle a en son complement, nous aurons 

1 _ ßiu'a coa'a^ 

et en ajoutant celte equation a la precedente, il vient 

J_ , JL _> 1,1 
q'^ e' " Ä "^ Ä" 

ce qui renferme aussi un theoreme connu. 

VI. 

Quelle que soit la direction des axes des coordonnees, on conclura 
de Tequation (10.), dont R et R' sont les deux racines 

1,1 ^ (l+y')r-2pgi + a+p')< 

RR' ~ (l+p'+g')«' 

37* 
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t. 1 



d'oü Ton tire 

(l+;»H97(i-^y=[(l+9')'--(lV)'r+4[Mr-(H/,')*][;,9/-(l+9'>]. 

Pour quo les deux courbures principales, et, par consequent, celles de toutes 
les autres seclions normales soient egales aulour du point M, qui sera alors 
un ombilic, il faudra donc que le second membre de cetle equation soil nul; 
or, je fais, pour un nioment 

pgr-(l+/)« = pqU, 

pqt-{i + q^)s = pqV; 
il en resulle 

(l + 9^jr-(l+p^)/ = {\+q'')U'-{\-\-p')V; 
requatiou equivalente k R = K deviendra donc 

[(l+9^)l/-(l+j9^)Fr + 4l/F = 0; 
et comme on en deduit 

il s'ensuit que la condilion R = R' ne peut dlre remplie, a moins que les 
quantiles U et V ne soient separement nulles. Cela etanl, l'equation (11.) 
devient identique; ce qui devoit arrlver, puisque toutes les sections normales 
faites par le point M sont, dans ce cas, des sections principales. 

Je dis de plus qu'il n'y a que la surface de la sphere qui satisfasse 
en tous ses points a ces conditions. En effet, les equalions U=0 et K = 
sont la mäme chose que 

P dp idq^ _ Q 

i-\-p^ dx q öx ' 

_ö^_ i dp _ r. 



^+fl*dy p dy 

En les integrant et designant par X une fonction arbitraire de x^ et par Y 
une fonction arbitraire de y, on aura 

d'oü Ton tire 

Au moyen de ces valeurs, requalion 5^ = g^ peul se reduire a la forme 

1 dx 1 er 



Pour qu'elle subsiste, il faudra que ses deux membres soient une mSme con- 
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stante arbitraire que je representerai par -«-• On aura donc, en integrant et 
designant par a et 6 deux autres constantes arbitraires, 



Je tire de la les valeurs de X et Y; je les substitue dans Celles de p et q, 
et celle-ci dans requation 6z = pdx + qdy; il vient 

rj _ (g — a?)c?a?+( 6 -y)c?y , 

en integrant et designant par c une nouvelle constante arbitraire, on aura donc 

{x-af + iy^by+iz^cf = (T; 
ce qui est Tequation generale de la sphere. 

VII. 

Les diflerentielles des equations i4.), prises par rapport a x^y^z^p^q, 
appartiennent aux points oü la normale menee par le point M^ peut Stre 
rencontree par des normales consecutives. Les equations differentielles sonl 

13 \ox+pdz = {z'—z)dp, 
^cy + qcz ^ {z'—z)dq; 
pour que la rencontre ait lieu, il faudra donc, en eliminant entre elles z'—z^ 
que Ton ait 

14. (6x+pdz)dq = {6y + qdz)cp; 
par consequenl, celte dcrniere equation est celle des lignes de courbure, que 
Ton a precedemment definies. Or, en y substituant pour dz, dp, 6q leurs 
valeurs, eile coincide avec fequalion (11.); il en resulte donc qu'en chaque 
point de la surface, les directions de ces lignes sont les mdmes que Celles 
des sections principales. 

Les equations (13.) peuvent s'ecrire ainsi: 

[l+p'^ — {z'--z)r]8x = [{z''-'z)8—pq]dy, 
[l+9^-(V-«)/]c?y = [(z''-z)s^pq]ex; 
en les multipliant membre a membre nous aurons donc 

15. i+p^+q'^[{i + q')r^2pq8 + ii+p')t]{z'-z) + {rt-8')(z''^zy=^0', 
en appelant (> la dislapce d'un cenlre de courbure au point M, on a d'ailleurs 

9' = {x'-xf + (y'--yf + {z'^zyi 
et si Ton elimine x'—x, y'—y, z'—z, entre ces deux dernieres equations, 
jointes aux equations (4.), on obtient Tequation (10.); ce qui montre que les 
rayons de courbure d'une surface, suivanl la definilion de 3Ionge, sont les 
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rayons maximum et minimum des seclions principales. En eliminant x^ y, « 
entre las equations (4.) et (15. )? et requation de la surface donnee, oti aura 
en x'y y\ z^ requation du lieu de tous Ics cenlres de courbure. 



VIII. 

Lorsqne le point M sera un ombilic, requation (14.) equivalente a 
Tequation (11.) sera identique; quelle que seit la direction determinee par le 
rapport de 6y ä Bx, la normale iMN au point M sera donc rencontree par 
la normale consecutive, et les droiles menees par ce point dans le plan 
tangent, seront toutes tangentes ä des Ügnes de courbure. Mais parmi toutes 
ces lignes en nombre infini, il y en aura une ou plusieurs qui se distingueront 
des autres par une propriete particuliere. 

Observons d'abord qu'en gcneral, aucune normale SIN n'est rencontree 
rigoureusement par une autre normale MiNi^ quel que rapproches que soienl 
les points de la surface M et Mi auxquels elles repondent: en appelant A 
leur plus courte distance et a la longueur de la droite MMj,^ ces deux quan- 
tites seront du meme ordre de grnndeur, pour une direction quelconque de 
MMi ; et ce qui caracterise une ligne de courbure, c'est que, dans sa direction, 
le rapport de A a a devient infinimenl petit en möme lems que a. Or, cela 
aura lieu dans toutes les direclions autour de Mi si ce point est un ombilic; 
mais il y aura une ou plusieurs directions de AfJ/j , pour lesquelles le rapport 
dont il s'agit sera infiniment plus petit que pour toutes les autres; en sorte 
que, suivant ces directions particulieres, il existera un rapprochement infiniment 
plus intime que dans lout autre sens, entre les deux normales consecutlves 
3IN et il/iA'i, Sans qu'on puisse dire, cependant, que ces deux droites se 
rencontrent rigoureusement. 

Pour le faire voir, on designera par t une fraction qu'on supposera 
d'abord tres-petite et ensuite infiniment petite, et Ton prendra x+ih, ff + t^^ 
pour ce que deviennent x ei y relativement au point Mi\ h el k etant des 
quantites indelerminees, dont le rapport dependra de la direction de MMi. 
Par les regles ordinaires, on calculera la plus courte distance A: on pourra 
developper son expression et celle de a^ suivant les puissances de i; et Ton 
en conclura, en serie convergente, 

A' 

— ^ = (p^+itp+fu)+ etc. 
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q), yf^ CO etc.. elant des quantites independantes de i. La premiere sera une 
fonction de /^ k, p, q, r, s, t; la seconde contiendra, en outre, les differences 
partielles du 3"'*' ordre; la troisieme, celles du 4'"*' ordre, etc. 

Cela pose, lorsque la fraction i deviendra infiniment petite, le rapport 
de A ä rr sera generalement une quanlite finie, egale a (f; mais si Ton de- 
termine le rapport de k et A, de maniere que Ton ait (p = 0^ la valeur de 

A* 

—^ sera infiniment petile, du m^me ordre que i; or, celte equation ip — O 

ne differera de requation (ll.}i qu'en ce qu'elle renfermera -r- au lieu de 

-^\ il s'ensuil donc qu'une valeur infiniment pelite du 1" ordre de — r est 

la propriete generale des lignes de courbure. Si, au poinl M^ la quanlite 
(p est nulle pour toules les valeurs de // et k^ la propriete dont il s'agit aura 
lieu dans loutes les directions aulour de ce point; mais on pourra disposer 
du rapport de k a li, pour rendre nulle la quantite y*; et pour les directions 

qui en resulteront^ la valeur de ~-V sern infiniment pctite du second ordre. 
Cetlc equation «// = sera du 3'"" degrc par rapport a -r-; il y aura donc 

une ou trois directions particulieres, pour lesquelles la valeur de — — sera 

infiniment petite par rapport a sa valeur dans toutes les autres directions. 
On verra de möme ce qui arriveroit, si la quantite ip s'evanouissoit pour 
toutes les valeurs de h et k; et ainsi de suite. 

Je n'enirerai pas dans le detail de ces calculs, dont la longueur seroit 
toute la difficulte. J'en ai indique les resultats, parcequ'ils sonl propres a 
concilier ce qu'on trouve dans l'ouvrage de 3Ionge et dans les develop- 
pements de geometrie de M. Dupin, sur le nombre des lignes de courbure 
qui passent par un ombilic. Suivant Monge, ce nombre est infini; et, en 
elFet, toutes les lignes qui se croisent en un tel point, jouissent, comme on 
vient de le dire, de la propriete generale des lignes de courbure. Selon 
M. Dupin, ce nombre est limite; ce qu'on doit entendre seulement des 
lignes particulieres, dont on vient d'indiquer les directions, et qu'on peut 
regarder plus specialement comme des lignes de courbure, ä cause du rap- 
prochement plus intime des normales consecutives dans ces directions. 
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et reciproquement 



IX. 

Maintenant, designons par u le rayon vecteur de la projection du 
poitit quelconque M sur le plan des x el y, et par & fangle que ce rayon 
fait avec Taxe des x, de sorte qu'on ait 

a; = ficos^, y = vs\nS: 
On conclut dela 

^ = gii cos S^ —pu sin f>^ 

p = -TT- COS i> -TTö- sm {r 

'^ du u d& ' 

q = Tr-sini?-1 — 37J-C0S1?. 

^ du u oö' 

En differentiant successivement cette valeur de p par rapport a u et ä S-^ 
on aura de mdme 

rcosi^+«sin^ = -5-FC08^ ^ ,,. s\nir+-^ ^-äSiniS^, 

' au u duoO' u o& ' 

«iicosi^— rwsini^ = -5-^orC0Si^ ;r^i-sini^— ^-siui/ ^ttCOSö^,- 

dud& u o& du u da" 

d'oü Ton tire 

ö'ä ,^ 2 ö'a . ^ <j. , 1 ö'a . ,^ 1 ö» . ,« 2 ö« . ^ ^ 

r = ^?r-rC08M^ -TT— n'sSina'cosa'H — i-rrsisin t^H •5- sin er -] — «5^ »mir cosö', 

CM M dudä' * u du* u du u du* ' 

« = -;^-r8intrc08t^H t? — «-sfcoa u* — am iSrj : -tttt; sin Cr cos er T^-siniTcostr 

OM u dudO'^ u dx^ u du 

i -»To-Ccos* i?" — 8in* !?•) . 

u d&^ ^ 

En operant de mdme sur la valeur de q, on retrouvera cetle valeur 
de «^ et Celle de t^ savoir 

ö'» . , « , 2 ö'» . ^ ^ , 1 d'a , ^ , 1 ö» , « 2 ö» . ^ 

< = -5-f ßin'cr -^ -___ 8in o* cos t^ -i — $ 3«-« cos' o* H -5- cos u' = ^-ssiniT'cos 9. 

du' u dudö' tt dir u du u^d& ' 

laquelle se deduit aussi de la valeur de r, en y augmentant & d'un angle droit. 
Lors donc que Ton voudra employer les coordonnees polaires dans 
les formules relatives ä la courbure des surfaces, il suffira d^y substituer 
ces expressious de p^ q, r, s, t, el de mettre ticos^ el «sin^ a la place 
de a; et y dans requation de la surface donnee, qui fera connoltre ensuite 
la valeur de z en fonction de u et &. 
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Si I'on transporte rorigme Jes coordonn^es au point M^ et que Pen 
prenne le plan tangent en ce point pour oelui des jr et y^ il iaudra fiedre ii =sO 

apräi les diflG^rentiations relatives A Hi ce gut fera ^vanouir « et ^ • Pour 
un point tr^-voisin de M^ la valeur de z tir^ de T^quation de la sur» 
face 9 pourra s'exprimer en une sÄ^ie conrergente^ ordonn^e smvant les 
puttsances de tf ^ et qoe je rqiresenterai par 

(a.) « s= ^«•+(pV+(p^'ii* + etc; 
9» ^'y 9'^ etc. 9 etant des fonctions de <&# Relativement au point M^ on 
aura p = et f^^s 0; et les valeun pr^dentes de r^ s^ t, ne d^pendront 
que de (p et deviendrout 

(4. ) h = ll (co8«d—8m«Ä)—|^ sin Ä oos^, 

De plus, 11 faudra faire 

cos ft = cos3, cosß aas sio'^, 
dans la formide (6.); d'ou il r^sultera 

poui* ie rajon de eourbure de la section normale qui r^ond & Tangle &• 
Or il peut arrrrer deux cas trös diff^rents que nous dions sucoessivement 
exaniin»« 

X 
Dans Ie cas g^n^ral, P^quaiion de la sur face <^tant donn^e en co- 
ordonn^es reotangulaires Xj y^ x^ la raleiur de z qu'on en d^duit peut se 
d^velopper^ poiur un point tres roisin de leur origine, en une s^rie ordon* 
n^e suivant les piiissances de jr et y; et si cette origine est un point de 
la surface, et que le plan des jr et y seit tangent en ce point^ la s^rie 
commencera par des termes de seeonde dimension^ de sorte que I'on aura 

z = /jT* -f- gxy + Äy* + etc. ; 
/f ff 9 K ^to« ^tant des coefBciens constants« En mettant dans cette s^e^ 
au lieu de x et y^ leurs valeurs i/ cos <& et u sin ^^ eile sera ordonn^e sui- 
vant les puissances de u^ comme la prec^ente ; et en les comparant l'une 
h Pautre^ on en conclura 

(rf.) (p c=/cos'Ä + ^sinaco83 + Äsin*^, 

Crdle't Journal d. M. B4. VUI. Hft. 3. 38 



294 20» Poisson, mdmobrt mir la courbure des suifaaet, 

Oa aara'dono 

QU, ce qd est la memo chose^ 

Je d^igoe par a un angle constant; je &is Si^sza-^w, et je d^termine a 
en ^galant k z^ro le ooefBcieDt de Bm2ws it en r^ulte 

(Ä— */)8in2a + ^co»2a = 0, 

= /+ h + [(/— Ä) C0B2ir -f*^ 8in2aJ cos 2£i;; 



i 

1 

d'ou ron Ute 



et^ par cons^quent^ 

1 = /+ Ä + ,r(g'+ (j-m cos2w, 

tf est a dire 

en faisant, pour abr^ger^ 

On conchit de lä que^ dans le cas que nous examinons^ les courbures des 
sections normales sont misceptibles d'un seul maximum et d'un seul m/* 
nimum, qui r^pondent ä w nul et w ^gal a un angle droit, et ont pour 
mesure P et JRT« Leur direction , dans le plan tangent, e^ determm^e 
par Pangle a, et la courbure d^une autre section quelconque s'en d^uit 
par la formule (e.) qul coincide avec oelle du No. 5« 

Dans ce mdme cas, les raleurs de r, ^9 '> seront ind^pendantes de 
Tan^e d et se reduiront ä 

r = 2/, s=zg^, t=2h, 
en vertu des fcmnules (ß.) et (i2.)» Mais fit la surface que Pon considdrey 
est donnee direotement par une ^quation en z^ Uy d^ et que Ton ex- 
prime la valeur de is qui s'en d^duit, an mojen de la formule (a*)» ^ 
ponrra arrivier que Te^q^tression de (f> soit diSi^ente de la formule {d.^. 
Cette quanüt^ sera seulement assujettie 4 la condition de ne pas changer, 
lorsqu'on augmente Tang^e <& de quatre angles droitsi et, cons^quamment, 
eile pourra ^e une fonetion quelconque de cosinus et sinus de <& et de 
«es multiples. Or, quand eile diffl^rera de la formule (d.\ les valeurs de 
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r, ^1 tf relatives k l'origiae des ooordonn^^ et d^uites des formules (b.), 
d^endront de l^angle 9^ o. i. d. ^ de la direction de la seoticm normale que 
Fbn oonsiddre; et^ dans ce cas singulier^ le rayon de oourbure f, donn4 
par la formule (c.)^ sera susceptiMe ^un ou plusieurs maxima' et d*im 
pareil nombre de minima , qoi ne r^pondroat plus ä des seetions rectan« 
gulaires. Leg Ugnes de courbure seront en pareil noinbre; et il est &ofle 
de prourer cpfelles r^pondront toujoars aux courbures maxima ou minima. 
En effet, P^quation (I40> qui ezprime la nature de oes lignes, esi^ 
comme on Ta d^fi dit^ äquivalente A F^ation (ll.)? laquelle se r^duit 
k V^ation (120f lorsque le plan des ar et y est taogent d la suriace; 
or^ en fieusant iisrsO^ apres avoir diffi^nti^ les valeurs de x et y^ on a 

ce qui change F^qiiation (12«) en Celle-» ci: 

^8in*<& + (r-i-^«)sin^00S'!>— ^C08*3 = 0; 
et en y substituant les fbrmnles (i.) k la place de r^ s^ f, die se r^duit k 

d'ou il r^ulte que les directions des, lignes de oourbure coinddent avec 
les maxima ou minima de la fonction (f>^ ou^ d'aprSs requation (c*)^ avec 
les plus grandes ou les moindres couii>ures des seetions normales» 

XI. 

Pour donnw un exemple du cas singuUer que noun venons de 
Signatar^ seit n un nombre entier et positif^ et prenons 

z =5 n* sin/1 •&, 
pour P^quation de la surfieice^ en coordonn^ polaires# St Pon designe par 
i un des nombreft 1^ 2, 3 • • » • 2iz, et par v le rapport de la circonfe- 
rence au diam^tre^ les directions des lignes de courbure pa^^sant par le 
point My origine des coordonn^^ senont d^rmin^i d'apres ce qui pr^- 
cdde. par la formule 

_ (2f-.i)n . 
" '- 2/1 ' 

ensorte que deux lignes cons^üves se couperont sous un angle ^gal k — • 

Deux de ces lignes de courbure qui feront entre dies un angle ^gal 
k nc^ seront donc le prcdongement ISme de Pautre; si n est pair^ elles ne 
formeront qu'une seule Ugiie; si /> est inq^^ on les regardera comme 
deux lignes distinctes, dans lesquelles les normales k la sur£GM)e renoon* 

38» 
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trerant^ de deiix c6t6i &ttkea!bB^ la normale au point ilf que Pen conii« 
d^; et^ en ayant ^gard aux s^nes de la courbure, die sera im maximum 
pour l'mie de oea Ugnes et im minimum pour Tautre. De oette mani^ 
le nombre des minima sera 4gal ä cdui des maxima, et les l^es de 
courbure qui aboutiasent au peint My aeront eo nombre pair^ ^al k n 
ou 4 2/1, seloa que n sera pair ou impair. 

Bami le cas de A s= 1, T^quation de la sur&oe en coordono^ ree- 
taii^gulatres sera 

les Taleurs de r, s, t$ qm repondeut k jpssO et y'ssQ se pr^senteront 
sous la forme %i elles dt^pendront du rapport qu'on ^tabUra entre x et y 
avant que ces deux Tariables s^^vanouissent} et il en sera de meme, dans 
tous les Gas pareils« 

XU. 

n nous roste k faire Toir, pour complSter oette throne , que lors 
memo que les oourbures des sections normales ne sont plus li^es entre 
elles par la ibrmule (e^j et cpi'ellaspeuvent, aucontraire, sesucceder d'une 
manidre quelconque^ ceUes des sections obliques s'en deduisent n^anmoins 
par la m^e regle que dans le oas g^n^raL 

Pour cela, je iais toumer les axes des x ei y^ d^un angle a dans 
le plan tangent en Mf de sorte que Tun de ces axes vienne coindder 
avec la tangente MD k la seotion normale que Ton consid^ y et Tautre, 
avec la perpendiculaire k oefte tangente« En d^signant par x' et y\ les 
coordonn^ relatives aux nouveaux axes, et supposant que MD seit celui 
des x\ on aura 

x' = ircosa-f-ysiDtt, 

y' SS X wid — yco%a. 
Je fiiis toumer les axes des y^ et Zy d'un angle i, dans le plan petpen» 
diculaire k MDj les nouvelles coordonn^es ^tant d&ign^ par z^ et y^ 
nous aureus 

z^ =: z cos£ -f- y' sine, 
y^ s= zsine — y^cosi» 
En ^liminant y^ entre ces quatre ^quations^ il vient 

X s=s a/cosa — y, sinACOs« + s^sinasine» 
y = x^smcc + yt cos« cosf — z^ cos^sinc^ 
z SS y^ sinf *|- z^ cos€« 
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Au mojen de ces Taleun de x, y, z^ et des fbrnmles 

iicoB^ssjr, usnk9=syy «/•Ä=Ä*-f*y% 
les quantit^ u^ tinQ, cm 9$ qui entrent dans r^quation (a.), pourront a'ez« 
primer en fonctions de x^, Yxf ^f ^ die deriendra T^quation de la eur« 
fiioe rapport^e aux nouveaux axes de ces eoordoon^es rectangulaires« En 
faisant y^s=0, on aura Fequatiim de la seotion oblique^ tangente k MDp 
et doot le plan> paasant par cette droite^ est indin^ sur le plan tangent^ 
d'un angle ^gal au compl&Qent de«. Pour oetteTaleury^^^O^nousaurons 

ueos^ =s x'cos«*!-^;' ünetBiaf^ 
u sind SS5 x^ sin« — 2^ cos« sin e, 
;s'co8£ = ü^(t> + u^(P' + tt*^''+ etc.; 
d'ou Ton d^duira 

«^ cosfi = yx'* + /ar'* + Y'x'^ + etc. ; 
Y» y^ 7^' ^^^« ^tant des ooefficiens constants^ dont le premier sera ind^ 
pendant de f^ et repr&ientera ce que <p devient, quand on jr met a au 
lieu de &• Or ^ si Ton ai^elle fi le rafon de courbure de cetjte section 
oblique correspondant au point My on aura, d'apres la formule relative 
aux courbes planes^ 



fx^ 



ou Ton fera x^ssO aprds les diflR^rentiations ; on aura donc 

et si l'on appelle ^ le rajon de courbure de la section normale pas^ant 
par la meme tangente MD, ou ce que devient ^^ quand on fait e:=0| 

il en r^ultera 

_ 1 

et, par cons^quent 

J, = fCOSf, 

pour une valeur quelconque de ej ce qui coincide avec V^quation (1«) du 
No. 3.9 comme U s'agissoit de le d^montrer. 
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21. 

Über die Function 

X 1 

^o(p + -Ä'8in2(p-f--^sin3^ + etc. 

(▼od Bhi« Th. Clausen za VSndieD«) 



£. 



sei 



/(^) « siD9 + ^sio2<p + ^ain3<p + ...., 



so wird 

d/(9) == (oos^ + i^ 008 29 + f oos3 9+ . . . .) d^ s= — Gog^^n i 9) ^ 9> 

es ist foIgKch 

/(9) ^ — 91og2--/lo|^sbi<p.d9* 

Barch die yoa Euler „EinL in d. Anatysis desTJnendfichen, 1. Bd. 
p. 212." gegebene Eatwickdung vod log sin 4 <P findet man, wenn man 
9 SS /KV setzt: 

/(,*^) = - » [2 log(|±p + /*log(2+/*) (2-ft)M] 

+ 10,18367 61416 47425 7783 fi 

+ 16884 33438 71681 3992fi< 

+ 161 64129 14041 6710 /t* 

+ 4 05393 12590 1026 ft^ 

+ 13899 08016 2251 /t" 

-f 554 78514 1157/t« 

+ 24 19820 8008 fi" 

+ 1 11849 3601 fi« 

+ 5386 6481 /*« 

+ 267 5281 fi« 

+ 13 6101/*«* 

4- 7059/*" 

+ 372/t*' 

+ 20/*" 

+ 1 M*. . 
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Ferner ist d(^ — ^) = Iog2oo8|(pdip|i welches mit den Euler sehen Coef- 
ficienten folgende Reihe giebt: 

/(1~m)« = -»logg^^ + »Mlogd +fi)(l-ft) 

— 4,10559 92168 75984 346/« 

— 24473 06438 15894 761 /*« 

— 461 12396 26688 867/*» 
■— 21 64821 59256 484/*' 

— 1 35419 24607 264 /t» 

— 9734 00380 887 ^" 
~ 759 56000 699 ft** 

— 62 60461 e95 ft'* 

— 5 36777 080/*" 

— 47425 »79/*« 
~ 4290 633 /t*' 

— 395 701 /*'» 

— 37 078/** 

— 3 521/**' 

— 338/** 

— 33 /*" 

— 3/*" 

Mit diesoi Reihen habe ich die numerischen Werthe 6et Function für 
alle Grade mit 10 Decimalen genau berechnet; mit der ersten Reihe von 

bis 7» und mit der zweitan die übrige Hälfte. Die Eigenschaft» dalli 
gab dann eine TÖlUg sichere Contrclle der Rechnung. 
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Tabula Amctioiiis 

gin(p + 1| 8m2 (p + 5; sinS (p + ~ rin4^ + etc. 



<P 



<P 



(f> 



1« 


0,0B810 89657 8B3816 


46" 


0,96635 68056 019737 


91' 


% 


l&aea 16^>36 868417 


47 


99018 96199 816730 


92 


3 


90680 33346 070624 


48 


99496 81070 437S16 


93 


4 


2iW 68496 595340 


49 


99789 14835 921383 


94 


$ 


SOOIO 01867 673SS6 


50 


3^00079 06246 088728 


95 


6 


9410S 94993 930966 


61 


00356 3n51 275813 


96 


7 


37904 48996 248711 


52 


00601 «9690 24888S 


0? 


8 


41466 84SS8 S83392 


53 


008IA 71091 603273 


98 





44788 82448 133546 


54 


OO909 24898 08U85 


99 


10 


47997 87600 759437 


55 


01152 88653 676000 


100 


11 


5088154582 478208 


56 


Om7 96681 906413 


391 


1% 


53698 81772 687339 


57 


Oiar» 99915 121934 


192 


n 


58960 00676 333467 


58 


01440 87954 373551 


103 


14 


58887 S8744 810590 


69 


OM80 88103 388069 


104 


16 


81990 81441 558918 


60 


0149416064 096586 


105 


le 


83578 06509 2f76799 


61 


0148106826 638056 


106 


n 


65757 07136 4673U 


09 


0144209772 968533 


107 


la 


67834 10611 110970 


63 


0U77 78755 389387 


108 


19 


69814 92718 5in45 


64 


(H288 02109 994148 


100 


ao 


71704 68060 853119 


65 


OU75 08025 543860 


|10 


ai 


73508 03707 488140 


66 


01037 83008 1907^1 


111 


72 


75229 17487 92701) 


67 


00876 72541 874170 


112 


2S 


7687192890 636796 


68 


00699 80646151755 


113 


S4 


78439 79708 739298 


80 


00486 30989 1(81536 


114 


ts 


79935 98860 001609 


70 


00967 84Ö89 248066 


116 


96 


81363 45946 743617 


71 


1,00007 290U 484501 


liO 


af 


82724 94162 748459 


72 


0,99736 46913 984148 


117 


28 


84022 96788 042658 


73 


99442 73189 917486 


118 


99 


85259 89315 174475 


74 


99129 42957 990051 


119 


90 


86497 91310 538927 


75 


98795 89450 ^149 


12p 


51 


87550 07989 967908 


78 


98449 51648 835026 


121 


82 


88675 31618 261641 


77 


98069 64319 548803 


122 


93 


89038 42722 915068 


78 


97877 69144 634762 


123 


34 


90000 11162 336120 


79 


97266 79063 611523 


124 


35 


015U 97068 370285 


80 


96837 48S52 025917 


125 


36 


92375 51661 005353 


81 


96390 02250 255100 


126 


37 


96192 18090 30129? 


6? 


9592172888 948467 


127 


38 


93966 31898 073661 


83 


95U1 91364 690848 


128 


39 


91690 21809 900054 


84 


94941 88253 866654 


129 


40 


95374 10166 388513 


85 


9U24 93535 494182 


130 


41 


96016 13421 306093 


86 


03891 36612 998123 


13L 


42 


96617 42573 05U69 


87 


93341 46334 981743 


132 


4S 


97179 (^55 029069 


88 


02775 51015 056496 


133 


44 


97701 97589 710157 


89 


02199 78450 782809 


134 


46 


0,98187 21510 502034 


90 


0,91596 55941 772190 


135 



z ^ 

0,90984 10306 997438 M" 

80358 67901 354674 137 

80714 &4691 518095 138 

89057 OSCm l^SOQO 139 

88987 18975 331^ |40 

87702 42394 787791 141 

87009 96188 881217 142 

86992 09588 898263 14s 

85666 84859 961023 144 

84838 88913 190(68 145 

84077 89716 975558 148 

83314 17557 874617 147 

89538 39001 298715 148 

81750 34901 319890 149 

80950 41811 004819 im 

80138 91991 999967 16I 

79315 88490 987364 152 

78481 57801 977500 153 

77636 20674 656417 154 

76779 90919 06U978 15s 

75913 06766 229615 168 

75035 69805 000900 i57 

74148 06489 706471 US 

73950 33046 891441 t» 

79342 71481 300127 180 

714)5 39585 198908 ifii 

70498 55941 652921 182 

68582 38933 235527 183 

68617 06745 751907 i6| 

67682 77376 064353 |85 

68899 68896 748299 IG8 

65727 98161 774098 187 

64747 834U 826213 168 

83759 41879 486013 109 

02782 90004 144910 170 

61758 45627 074131 |7i 

60746 25095 957139 172 

59726 45169 590485 173 

58809 22372 338555 174 

S7664 73088 487484 175 

56623 13566 483232 176 

A5S74 59993 068620 177 

S4610 28147 253925 178 

63457 34104 335400 179 

0, 52388 93539 615938 180 



0,61314 23082 181909 
50233 35248 530008 
49146 48446 117842 
48053 78978 831790 
40955 36040 375556 

46851 40^7 58M78 
44742 00073 656188 
49827 48961 338288 
42507 789M 013279 
41383 14698 740257 

40353 70738 980243 
39119 61218 854692 
37981 00633 387587 
36838 03109 488549 
35690 83278 4906M 

345S9 55337 987899 
33384 33496 044469 
32925 31898 711016 
31069 04636 820175 
29898 45737 458835 

28726 89173 520410 
27554 08863 130428 
20378 18673 071033 
25199 32420 972565 
24017 638n 668850 

22833 96769 480906 
21046 34780 608996 
20457 01555 299961 
19365 40700144409 
18071 65786 986756 

16875 90651 619251 
15678 27902 961649 
14478 91918 217725 
13977 95848 514702 
12075 53120 325880 

10871 77137 578061 
09666 81283 745087 
08460 78023 928416 
07253 83406 927997 
06040 06087 297737 

04837 66227 403644 
(^628 71199 460140 
02419 36287 570748 
01909 74789 759607 
0,0000000000000000 



München 9 den 3. März 1832, 




22. Gudtrmannf Potenzial • Functionen Taf. IL 301 



ft; 


log. €ef. k. 


D. 


log. ein. k. 


D. 


log. Sdn0< k. 


a 


2fiM 


0,989 7388 68 


4310 78 


0»967 1071 67 


436930 


9^997 3702 92 


52 64 


2,901 


0^960188141 


4316 81 


0^967 8440 07 


4369 94 


%997^48 


52 48 


02 


80 0003 2t 


4310 08 


67 9810 U 


436819 


8807 89 


52 38 


03 


010919 08 


4810 411 


68 4179 30 


436814 


8860 22 


62 23 


04 


«46» 99 


4310 98 


60 8648 44 


4968 09 


3012 46 


82 11 


OS 


618962 96 


4317 Ol 


69 2917 62 


4389 08 


9964 67 


62 01 


2,906 


0^982 3269 97 


4317 07 


0^980 7386 66 


4366 98 


0^997 4010 88 


5192 


07 


Ol 7887 08 


ai7tt 


001666 63 


4368 83 


4068 90 


5101 


08 


03 1804 18 


4317 17 


00 0024 46 


4368 88 


4120 31 


tt71 


09 


03 022132 


4117 22 


010393 34 


4308 03 


4172 02 


6162 


10 


04 0638 63 


4317 27 


014702 17 


4368n 


4223 04 


6150 


2|911 


0^964 46SS 80 


4317 32 


0,9619130 04 


4308 72 


0,907 4276 14 


6140 


12 


04 9173 12 


4817 S7 


02 3189 60 


4868 07 


4326 54 


6130 


13 


06 3490 49 


4317 tt 


Ol 7868 33 


4368 01 


43n84 


6119 


14 


66 7807 92 


4817 47 


09 2230 96 


4368 67 


4429 08 


6100 


15 


06 2125 39 


4317 62 


63 0606 61 


4366 61 


4480 12 


5100 


2,916 


0^866 0442 91 


4317 68 


0^964 0974 03 


4368 40 


9,997 4631 12 


60 88 


17 


07 0160 49 


43n03 


04 6342 40 


4368 41 


4582 OU 


80 79 


18 


07 6078 U 


4317 68 


64 «710 90 


4968 36 


4632 79 


50 68 


19 


079996 79 


43n73 


06 4079 20 


4868 31 


4683 47 


60 67 


20 


68S7U52 


4817 78 


06 0447 56 


4368 20 


4734 04 


50 48 


2,921 


0^968 8031 30 


4317 83 


0,966 2616 82 


4368 21 


9,997 4784 62 


50 30 


22 


09 2349 12 


4317 68 


06 7184 03 


436810 


4834 91 


60 28 


23 


00 6687 00 


4317 03 


07 1552 19 


4366U 


4866 19 


6017 


24 


70 0884 98 


4317 98 


07 6920 89 


4968 08 


4836 36 


60 00 


25 


90 6302 91 


4818 09 


00 0288 35 


4368 01 


4986 44 


49 90 


2,926 


0,970 9680 93 


4318 06 


0,966 4666 36 


4367 96 


9,997 5036 43 


49 88 


27 


713999 01 


4318 13 


08 9024 32 


4307 91 


6085 31 


49 78 


28 


71 8867 U 


481818 


69 3392 23 


4307 86 


5136 09 


49 00 


29 


n 2676 81 


4318 23 


69 7760 00 


4307 81 


518177 


40 68 


30 


72 0803 64 


4318 87 


70 8127 89 


4887 76 


8834 36 


40 40 


2,931 


0^973121181 


4318 32 


0^970 0496 66 


4387 71 


9,907 8983 04 


40 39 


32 


78 6630U 


4318 37 


710863 36 


4367 06 


6338 23 


49 28 


33 


73 9018 61 


4318 42 


71 6231 U2 


4307 81 


6302U 


4918 


34 


76 4186 03 


4SI8 47 


719698 02 


4367 60 


543169 


49 09 


35 


n848S40 


4318 82 


72 366618 


4367 61 


6480 78 


48 99 


2,936 


0^978 280)92 


4918 67 


0,972 8333 68 


4367 40 


9^997 6529 77 


48 90 


37 


76 71S2 4B 


4318 02 


73 270116 


4307 41 


6678 67 


48 79 


38 


70144110 


4818 67 


73 7068 60 


4387 38 


6027 46 


48 68 


39 


76 6780 77 


4818 71 


741436 01 


«987 31 


587014 


48 60 


40 


77 0078 48 


4818 70 


74 6803 22 


4387 20 


67M74 


48 60 


2,941 


0,9n4397 24 


4318 81 


0,076 0170 46 


4387 21 


8^ 5773 24 


48 41 


42 


77 8710 06 


4818 86 


78 4687 70 


488717 


682166 


48 30 


48 


78 3084 91 


4318 91 


70 8604 86 


486713 


6809 96 


48 21 


44 


78 7363 82 


4818 86 


70 327198 


488107 


691810 


48 12 


45 


791672 77 


4319 OD 


70 7639 06 


4387 00 


6066 28 


48 02 


2,946 


0^979 6991 77 


4319 OS 


0^977 2006 07 


4888 97 


9,997 6014 80 


47 03 


47 


890110 82 


481910 


77 0873 05 


4306 93 


6062 23 


47 82 


48 


80 4029 92 


481914 


78 0739 97 


4388 88 


6U0 06 


47 74 


40 
50 


80 8949 06 

81 3266 2S 


4319 19 


78 6106 86 
78 9473 68 


4366 63 


6167 79 
6306 43 


47 04 
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22. Cudtrutatin, Poltnzial- Functionen Taf.tl, 



k. 


log. gpr« k. 


D. 


log. Gin* k. 


D. 


log. San0* k. 


D. 


2,950 


0^981 3268 25 


«»0 24 


0,978 9473 68 


«30P78 


0,997 6205 43 


«7 6« 


2,951 


0,9Bi 7587 40 


«S10 20 


0,979 3840 46 


«360 73 


9,997 0252 97. 


«7 46 


62 


82 1906 78 


4310 33 


79 8207 20 


«366 09 


6300 42 


47 35 


53 


82 0226 U 


«319 38 


80 2573 88 


«366 6« 


6347 77 


47 20 


54 


83 Ü54S49 


«310 43 


80 6940 52 


4366 69 


6396 03 


47 16 


55 


83486492 


4310 47 


81 1307 11 


«306 5« 


.0442 19 


47 07 


2,956 


0^983 9184 39 


4310 62 


0,981 5673 65 


«366 40 


0,097 0489 20 


«0 98 


57 


84 3503 91 


«310 67 


82 0040 15 


«300 46 


0536 24 


40 88 


58 


84 7823 48 


«310 02 


82 4406 60 


«306 40 


8563 12 


40 70 


59 


86 2143 09 


«310 60 


82 8773 00 


«366 36 


6029 91 


40 68 


60 


85 6462 70 


«8ti9 71 


83 3130 35 


«366 31 


0670 59 


4060 


2,961 


0;986 0782 40 


«310 7S 


0,083 7505 66 


«36620 


0,907 0723 10 


«6 50 


62^ 


86 5102 12 


«310 80 


84 1871 Ol 


«366 21 


6709 09 


46 42 


63 


86 9422 02 


«310 86 


84 6238 13 


4366 17 


0810 U 


46 32 


64 


87 3741 86 


«310 80 


66 0604 29 


«366 12 


0662 43 


«6 23 


65 


87 8061 75 


«310 0« 


86A970 41 


«366 08 


•0906 60 


«6 1« 


2^966 


0,968 238160 


«310 98 


0,986 0336' 49 


«366 03 


0,997 0964 80 


«6 06 


67 


88 670167 


«320 03 


86 3702 52 


«366 96 


7000 85 


«6 96 


68 


89 1021 70 


«320 06 


86 8068 60 


«365 04 


7016 80 


45 86 


69 


m 5341 78 " 


«320 12 


87 2434 44 


4365 89 


7092 66 


45 77 


70 


89 966190 


4320 17 


87 6800 33 


«366 86 


7138 43 


«6 68 


2,971 


0,9«) 3962 06 


4320 21 


0,088 11G6 17 


«366 80 


0,997 7184 11 


45 58 


72 


90 8302 28 


4320 26 


88 5531 97 


4^75 


7229 69 


46 51 


73 


91 2622 53 


4320 30 


88 9897 73 


4366 71 


7275 20 


45 40 


74 


91 G9«2 ^3 


4320 35 


80 4263 43 


4365 60 


7320 60 


45 31 


75 


92 1263 18 


4320 39 


89 8629 09 


4365 62 


7365 91 


45 23 


2,976 


0,992 5583 57 


4320 44 


€^990 2994 71 


4366 67 


0,097 7411 14 


45 13 


77 


92 99IH Ol 

1 


4320 48 


00 7360 28 


4366 52 


7456 27 


45 04 


78 


93 4224 49 


4320 53 


Ol 1725 80 


4366 48 


750131 


44 96 


79 


93 8545 02 


4320 57 


016091 28 


«366 43 


7540 26 


44 86 


80 


94 2865 50 


4320 62 


02 0456 71 


«366 39 


7691 12 


«4 77 


2,981 


0^994 7186 21 


«320 60 


0,092 4822 10 


4366 34 


0,007 7635 89 


«4 08 


82 


95 1506 87 


4320 70 


92 91^7 44 


4365 30 


7680 57 


44 60 


83 


96 5827 57 


«320 76 


93 3552 74 


4365 25 


7725 17 


44 50 


84 


96 0148 32 


«320 79 


93 7917 99 


4365 21 


7709 07 


44 42 


85 


96 4469 11 


«320 8« 


Ot 2283 20 


4365 17 


7814 09 


44 33 


2,986 


0^996 8789 95 


4320 88 


0,994 6648 37 


4365 12 


0,997 7858 42 


««2« 


87 


97 3110 83 


4320 92 


95 1013 49 


«366 08 


7902 66 


««10 


88 


97 7431 75 


«320 97 


05 5378 57 


«366 03 


7946 82 


««08 


89 


98 1752 72 


«32101 


95 9743 60 


«364 99 


7990 88 


«3 98 


90 


»6073 73 


«32100 


06 4108 59 


«364 95 


• 8034 86 


43 88 


2,991 


0^909 0394 70 


«32110 


0^996 8473 53 


«36« 90 


0^997 8078 7« 


43 80 


02 


99 4715 89 


«323 1« 


97 2838 43 


«30« 80 


8122 5« 


43 72 


93 


99 9017 Q8 


«321 10 


077203 20 


«304 81 


8166 26 


«3 62 


94 


1,00 3358 22 


«32123 


98 1666 10 


«30« 77 


«200 88 


«3 6« 


95 


00 7679 48 


432128 


08 5932 87 


«364 72 


8263 «2 


«3 40 


2,996 


1,091 2000 72 


«32132 


€^099 0297 60 


«SO« 08 


9^097 8296 88 


«3 38 


97 


016322 01 


«»130 


99 4662 28 


4364 6« 


834024 


«3 25 


98 


02 0643 41 


«321 «1 


60 9026 91 


«36« 60 


8383 6(1 


«3 19 


99 


02 4964 81 


«321 «6 


l/X» 3391 50 


«364 56 


8420 60 


«310 


31,000 


02 0286 26 




00 7756 0$ 




8409 79 





22. €udermannf PäimxiiJ^FmwlionM Titf. Ih 303 



k. 


log. toUk 


D. 


log. Gin« lu 


D. 


log. Song« ]:. 


D. 


SfiOO 


l/ÜttSM» 


432140 


1,000 7756 0« 


4364 61 


0,997 8489 79 


«8 01 


3,001 


l/nSSOOTTS 


433100 


1/01313060 


«36« «b 


6^987 8613 80 


«8 08 


02 


00 792^29 


«33168 


010466 02 


«J6««2 


8666 73 


«3 8« 


OS 


012260 07 


«83100 


02 0849 44 


«394 38 


8698 67 


«3 77 


04 


Ol 0672 48 


433106 


02 6313 83 


4364 34 


86413« 


«3 66 


05 


00 06011« 


432170 


02 9678 16 


«360 39 


868« 08 


«168 


3,006 


1,000 0210 00 


«321 7« 


1^003 3913 46 


«36« 30 


9,997 8726 60 


«3 01 


07 


O0«U« SO 


«331 10 


03 8306 70 


«364 31 


8709 11 


«3 41 


08 


00 3060» 


«32183 


04 2ri70 90 


4364 16 


8R1162 


«2 34 


09 


00 810120 


«32107 


04 7036 07 


4364 13 


8853 86 


42 26 


10 


07 3600 07 


«32191 


rj6 1399 19 


«36« Oi 


889613 


42 10 


3,011 


1,007 0824 00 


432190 


1,006 5763 27 


436« 0« 


0,997 8938 28 


«2 00 


12 


081140 0« 


«323 00 


06 0127 30 


«36« 00 


8080 36 


42 00 


1§ 


08 6406 04 


4322 01 


06 440130 


«363 90 


9023 36 


4198 


14 


08 0790 07 


«322 08 


06 8066 36 

• 


«363 01 


9064 28 


«193 


15 


09 41U06 


«33212 


07 321916 


«369 87 


9106 11 


«17« 


3,016 


1/109 8436 18 


«323 10 


1,007 7583 00 


«303 08 


9,807 9147 86 


4167 


17 


10 2767 3« 


«313 31 


081916 86 


«300 78 


9189 52 


4160 


18 


10 7070 6« 


«332 30 


08 6310 64 


«963 7« 


9331 10 


4149 


19 


U 1401 79 


«032 39 


09 0674 38 


«368 70 


9277 69 


4141 


20 


U 0724 08 


«333 33 


09 6038 08 


«063 60 


9314 00 


41 33 


3,021 


1,012 0046 '41 


4323 37 


1,009 9401 7« 


«363 68 


9,997 9356 33 


41 26 


22 


12 4368 78 


«323 41 


10 3766 36 


«363 68 


9396 68 


41 17 


23 


12 8691 19 


4322 46 


10 8128 9« 


«363 6« 


9437 76 


4108 


24 


15 3UU04 


«323 49 


11 2492 «7 


4363 60 


9478 83 


4100 


25 


13 7330 1« 


«332 63 


U6865 97 


4363 40 


9019 83 


40 92 


3,025 


1,01« 1668 iOf 


«323 58 


1,012 1219 42 


4363 41 


9,997 9660 76 


40 84 


27 


14 8961 2« 


«333 02 


13 6583 83 


43(i3 37 


960169 


4f)76 


28 


16 0303 80 


«322 06 


13 9946 31 


43G3 33 


9642 36 


4U67 


29 


16 4626 62 


«323 39 


13 4309 6« 


4363 39 


9683 03 


40 60 


30 


16 8919 21 


«323 74 


1> 8073 83 


4363 36 


0723 62 


40 51 


3,031 


1>016 3271 90 


«323 78 


1,010 3030 08 


4363 31 


0,097 9764 1> 


40 43 


32 


10 7694 72 


«322 82 


10 7399 38 


436317 


9804 66 


40 36 


33 


17 1917 60 


«322 80 


|6 1703 «6 


4363 10 


9844 91 


40 37 


34 


17 0240 40 


«322 90 


16 0136 68 


4363,09 


9686 18 


40 10 


35 


18 0663 29 


«33^94 


16 0488 66 


4363 00 


9936 37 


40 11 


3,036 


0,018 4880 23 


«323 98 


1,0|6 4861 71 


«303 00- 


9,997 9966 48 


40 03 


37 


18 0209 20 


4323 02 


16 9214 71 


«363 96 


9^998 0006 61 


30 9« 


38 


19 3632 22 


«323 00 


17 3677 67 


«362 92 


0046 46 


99 87 


39 


19 7866 27 


4323 10 


17 7940 60 


«362 88 


0065 33 


39 79 


40 


30 2n9 37 


4323 14 


18 T3(0 48 


«362 86 


0126 fl 


39 71 


3,041 


1,030 G601 M 


^3-23 18 


1,0*8 6066 "% 


1302 81 


9,998 0164 83 


39 63 


42 


21 <1R24 60 


4323 21 


IS^ 1029 .13 


«362 77 


0204 46 


30 66 


43 


31 6147 89 


4323 25 


19 630100 


4362 73 


0244 01 


39 47 


44 


21 9471 1« 


4323 29 


19 0764 02 


4362 60 


0283 48 


A9 39 


45 


32 3794 44 


4323 33 


30 4117 31 


4363 66 


0322 67 


30 31 


3,046 


1,022 8U7 n 


«323 37 


1,030 8479 95 


4362 61 


9,998 0362 18 


39 34 


47 


33 2441 14 


4323 41 


312813 66 


4362 67 


0401 43 


39 16 


48 


33 6764 66 


4323 40 


31 7206 13 


4362 63 


0440 68 


39 09 


49 


34 1087 99 


«323 40 


32 1567 66 


4362 40 


0«79 67 


39 OU 


50 


34 6411 48 




33 6930U 




0518 67 
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304 22. Gudtrmann, Fotiwdal-Punoiiontn Trf.U. 

ft^ log. (Sof. k. O. log. C^in. k. D. log. Sang. k. D. 



S,050 


1,084 64U 48 


4323 68 


1,022 6030 16 


4362 49 


6^988 0618 67 


96 92 


iM>si 


2/mgn8Qi 


4329 87 


1,029 0102 60 


4362 41 


9^808 0667 88 


98 86 


62 


25 4068 47 


4323 60 


29 4655 01 


430187 


0686 44 


38 10 


53 


2S 8388 18 


4323 64 


29 9017 36 


4362 99 


0636 20 


38 70 


54 


26 2906 82 


4323 68 


24 9379 72 


4988 30 


0679 90 


38 61 


55 


26 7029 40 


4323 72 


24 77«K01 


4302 26 


0712 61 


38H 


3>056 


1,087 1353 22 


4328 78 


1,026 2104 27 


4362 22 


9,998 0751 06 


98 46 


57 


27 5676 96 


4323 80 


26 8466 49 


4362U 


0788 61 


98 98 


58 


28 0000 78 


4329M 


26 0828 67 


496214 


0827 89 


98 91 


59 


28 4384 61 


4823 87 


96 5190 81 


496210 


0866 20 


98 28 


60 


28 8618 48 


4329 01 


26 9552 91 


4962 06 


0004 49 


96U 


3,061 


l/l»2972 39 


4323 96 


1,087 9914 97 


4968 05 


9,988 0912 58 


98 07 


62 


29 7296 34 


4323 99 


27 8276 99 


496190 


0880 66 


98 00 


63 


30 1630 33 


4324 02 


28 2638 98 


436195 


1018 65 


37 09 


64 


30 5944 36 


4324 06 


28 7000 93 


«36101 


1056 68 


97 86 


65 


310088 41 


432410 


291362 84 


496187 


1094 49 


37 78 


3,066 


J.0814I62 61 


4324 14 


1,029 5724 72 


486104 


9,998 1132 21 


37 68 


67 


318916 66 


432418 


30 0086 55 


496180 


1168 90 


37 0» 


68 


82)210 83 


4324 21 


30 4448 35 


436176 


1207 52 


37 66 


69 


82 7566 04 


4324 25 


30 8810 11 


436172 


1245 07 


37 47 


70 


331889 29 


4^24 29 


31317183 


436168 


1282H 


37 40 


3,071 


1,098 6213 57 
84 0537 90 


4324 32 


1,091 7539 51 


436166 


9,998 1919 94 


37 38 




72 


4324 36 


92 1885 16 


466161 


1357 26 


37 24 


73 


34 4882 26 


«32140 


32 6356 76 


436157 


1394 60 


9718 


74 


34 9186 65 


4324 43 


99 0618 33 


4361 53 


149168 


9710 


75 


36 35U09 


4324 47 


33 4979 87 


436150 


1468 78 


37 03 


3,076 
77 


1/)65 7835 5G 
36 2160 07 


43MS1 
4324 55 


l,On 9341 37 
34 9702 83 


436146 
436142 


9,996 1506 81 
1542 70 


36 96 

36 88 


78 


36 6464 61 


4324 58 


34 8064 25 


436138 


1579 64 


90 81 


79 


37 0809 19 


4324 62 


96 2425 64 


436136 


1616 46 


96 79 


80 


37 5133 81 


4324 66 


35 6786 90 


436131 


1653 IS 


96 65 


3,081 


1,037 9458 47 


4324 69 


1»086 U48 30 


436126 


0,996 1689 63 


96 88 


82 


38 3783 16 


4824 73 


36 4409 57 


496124 


1726 41 


96 61 


83 


98 8107 89 


4324 76 


36 9810 81 


436120 


1768 92 


96 44 


84 


30 2432 66 


4324 80 


97 4232 Ol 


436116 


1799 36 


96 97 


85 


38 67n46 


4S24 84 


97 850318 


436119 


1835 79 


96 20 


3,086 


1,010 1082 29 


4324 87 


1,038 2064 30 


496109 


8,9981872 02 


96 22 


87 


40 5407 16 


4324 91 


38 7316 40 


496106 


1908 24 


96U 


88 


40 9732 06 


4324 94 


901676 46 


436102 


1964 99 


96 07 


89 


414057 01 


4S24 86 


99 6087 47 


4900 96 


1090 46 


96 01 


90 


41838109 


4325 02 


40 0388 46 


4300 96 


2016 47 


35 93 


3,091 


1,042 2307 00 


4325 05 


1,040 47S9 40 


4360 91 


9,998 2062 40 


95 67 


92 


421032 05 


4325 09 


40 0120 32 


4300 66 


2086 27 


35 78 


93 


43 138714 


4395 12 


41916119 


4360 84 


2124 05 


96 72 


94 


43 60» 96 


4326 16 


411812 03 


4360 81 


2160 77 


95 66 


95 


44 0007 42 


4325 20 


«2202 64 


4360 77 


2195 42 


95 67 


3,096 
97 


1/M4 4332 62 


4326 23 


1,042 6661 61 


4360 73 


9^998 2290 99 


96 60 


«4 8657 85 


4326 27 


49 0026 94 


4360 70 


2266 49 


95 44 


98 


46 29B8U 


4326 30 


43 6886 04 


4960 66 


230103 


36 36 


99 


46 7808 42 


4325 34 


43 06tt 70 


4300 63 


2387 28 


35 28 


3,100 


461633 76 




44 4006 32 




2918 56 





22. Gudermann, Potenzial 'Functiontn Taf.ll. 
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k. 


log. Cof» k. 


a 


log. Otn. k. 


D. 


log. %Wi%. k. 


D. 


3,100 


1,046 J6S3 76 


4325 37 


1/M4 4006 32 


4360 59 


9^23n86 


95 22 


MOl 


1,046 6996 tt 


4326 41 


1,044 8366 91 


4360 86 


9^008 2407 78 


95 16 


02 


«7 0284 53 


4335 44 


45 2727 47 


4360 52 


2442 94 


95 08 


OS 


47 4609 97 


432548 


45 7067 69 


4360 40 


2478 02 


96 00 


04 


49 69)6 «6 


4835 51 


401448 47 


4360 46 


2513 02 


94 94 


05 


46 3160 66 


4325 55 


46 4808 91 


4360 42 


2547 96 


94 87 


3,106 


1/M6 7S66 61 


4325 58 


1,047 0169 94 


«360 38 


6^908 2582 83 


34 80 


07 


461912 06 


4325 02 


47 4529 72 


4360 95 


9617 03 


94 79 


06 


69 6B7 70 


«325 65 


47 6600 06 


4360 91 


9652 38 


94 66 


00 


10 0663 36 


4325 66 


48 9250 97 


4360 98 


2687 02 


M80 


10 


10 4669 01 


4325 72 


48 7610 65 


4360 24 


272181 


94 52 


3,111 


1^010 0214 76 


4325 75 


1,040 1970 89 


4360 21 


9^996 2756 U 


94 45 


12 


61 3640 61 


4325 79 


49 633109 


«360 17 


270088 


94 39 


13 


617866 29 


4325 82 


60 069126 


«360 i« 


2824 97 


94 32 


14 


«2 210SU 


4325 85 


50 805140 


«30010 


2689 29 


34 24 


15 


53 6617 97 


4325 89 


60 941190 


«960 07 


2893 53 


34 18 


3,116 


lj05S0643 86 


4329 92 


1/)51 3771 57 


4360 09 


9,666 2927 71 


34 11 


17 


53 5169 78 


4825 96 


51 813t 60 


4960 00 


296182 


94 05 


18 


53 9495 73 


4325 99 


52 240160 


43S0 97 


2005 87 


93 98 


19 


54 382172 


4335 08 


52 6851 57 


4359 93 


9029 85 


33 90 


20 


54 8147 75 


4328 06 


53 12U60 


«359 90 


3083 75 


33 84 


3,121 


1,065 2473 81 


4326 09 


1,053 5571 40 


«359 87 


9|998 3U97 80 


33 78 


22 


65 6790 90 


4336U 


53 993127 


«369 89 


9U197 


33 70 


23 


561126 03 


433618 


54 439110 


«359 90 


9166 07 


33 64 


24 


56 5452 19 


4326 19 


54 86SO0O 


«359 77 


9198 71 


93 57 


25 


56 9778 38 


4326 23 


55 3010 66 


4369 79 


9232 28 


33 51 


3,126 


1,067 4104 60 


4326 26 


1,065 7370 30 


4359 70 


9^996 3365 79 


33 44 


27 


57 6430 66 


4326 29 


661730 09 


«359 88 


3299 29 


93 36 


28 


58 2757 16 


4326 33 


60 6089 75 


«359 63 


3332 59 


33 31 


29 


68 7063 48 


«326 36 


57 0140 38 


«359 60 


9965 90 


33 2« 


30 


59 1409 84 


4326 99 


57 4008 98 


«389 58 


9909 1« 


93 17 


3,131 


1,059 5716 23 


4320 42 . 


1,0S7 9188 54 


«359 53 


0^906 3432 91 


33 11 


32 


60 0062 65 


4326 40 


58 3698 07 


«389 «9 


9465 42 


33 03 


33 


60 4869U 


4326 49 


58 7887 58 


«389 46 


9408 «5 


32 97 


34 


00 8715 60 


4328 52 


69 2M7 02 


«389 «3 


353142 


93 90 


35 


61 3042 12 


4328 56 


59 6606 44 


«359 39 


3564 32 


32 63 


3,136 


1,061 7368 68 


4326 60 


1,060 0965 83 


«359 36 


9^906 3597 15 


32 77 


37 


62 1695 27 


43M62 


60 5325 19 


4369 39 


9629 92 


32 71 


38 


62 602169 


4326 09 


00 9694 52 


4369 29 


3662 63 


32 63 


39 


63 0648 55 


4396 69 


OL 4043 81 


«369 28 


9605 26 


32 57 


40 


63 4675 24 


4398 72 


618103 07 


4359 23 


97X7 83 


33 51 


3,141 


1,006 900196 


4326 75 


Ij062 27l62 30 


«359 90 


9^998 9760 34 


32 46 


42 


64 3398 71 


432618 


09 7121 80 


«999 17 


9799 79 


32 38 


43 


64 7666 40 


4396 82 


68 J460 66 


«36913 


98» 17 


12 92 


44 


65 1982 31 


4396 86 


69 58M60 


438910 


9857 49 


32 25 


45 


65 630916 


4926 66 


04 0198 90 


4380 07 


3889 74 


32 19 


3,146 


1,066 0636 04 


4996 91 


l/)64 4557 97 


4350 04 


9^908 392193 


32 12 


47 


66 4962 95 


432994 


64 8917 00 


4989 01 


9054 06 


33 07 


48 


66 9289 69 


4326 98 


05 9270 Ol 


4388 97 


3096 12 


31 99 


49 


07 3616 87 


«917 01 


65 76M9B 


4988 9« 


40181t 


31 93 


50 


67 7943 68 




66 1903 92 




496004 
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log-Sof. ft. R log. Cuitfc D. log. 2aiig..K D* 



3,150 


1,067 7901« 


4327 04 


1,0061998 92 


4358 01 


0,998 4060 04 


3167 




1^009 2270 92 


4327 07 


1,066 6342 83 


4350 88 


^998 400101 


6100 


S2 


68 6607 90 


4327 10 


67 0711 70 


4358 65 


4113 71 


3171 


53 


69 0925 00 


4327 14 


67 6070 55 


4358 61 


4145 46 


3160 


54 


60 5252 23 


4327 17 


67 942P 37 


4358 76 


4ini4 


3161 


55 


69 9579 4U 


4327 90 


es 3788 15 


4358 75 


4208 75 


3155 


3,156 


1,070 S906 60 


4327 23 


S,068 8146 90 


4358 72 


9^998 4240 30 


3149 


57 


70 0233 82 


4327 20 


09 25415 61 


4358 09 


4271 79 


9142 


58 


712S6100 


4327 20 


69 68t'>4 30 


4358 65 


4303 21 


3136 


59 


716806 38 


4327 32 


70 1222 05 


4466 62 


4334 57 


9130 


60 


72 1215 70 


4327 35 


70 558157 


4358 59 


'4366 87 


3194 


3,161 


1,072 5543 06 


4327 SO 


1,070 90«0 16 


4358 56 


9^998 4397 11 


91 17 


62 


72 9870 44 


4327 42 


71 4298 72 


4358 53 


4428 28 


9111 


63 


73 4197 86 


4327 46 


71 8667 25 


4358 50 


4459 39 


9106 


64 


73 8525 30 


4327 48 


72 3015 75 

• 


4358 47 


4400 45 


30 90 


65 


74 2852 78 


4327 51 


72 7374 22 


4350 44 


452144 


30 91 


5,166 


1,074 7160 29 


4327 54 


1,073 1732 65 


4350 41 


0,998 4552 36 


30 07 


67 


75 1507 83 


4327 57 


73 OrJ91 06 


4358 37 


4583 23 


90 80 


68 


75 5835 40 


4327 60 


74 0449 43 


4350 14 


4614 00 


30 79 


69 


76 0163 00 


43^7 63 


74 4807 78 


4350 31 


4644 70 


30 67 


70 


70 4490 64 


4327 66 


74 0166 00 


4358 18 


4675 45 


90 62 


3,171 


1,076 8818 30 


4327 69 


1,075 3524 37 


43S8 95 


91998 4706 07 


90 60 


72 


77 3146 99 


4327 72 


75 7882 62 


4358 22 


4736 63 


90 40 


73 


77 7473 72 


4327 75 


76 2240 84 


4358 19 


4767 12 


90 44 


74 


78 1801 47 


4327 78 


76 6599 03 


4358 16 


4707 56 


90 97 


75 


78 6129 26 


4327 81 


n 0?»S7 18 


435013 


4827 93 


90 31 


3,176 


1^079 0457 07 


4327 84 


1,077 53U 31 


4358 10 


9,098 4850 24 


30 26 


77 


79 4784 91 


4327 87 


77 9673 41 


4350 07 


4688 50 


3ul0 


78 


79 0112 79 


4327 90 


78 4031 48 


4358 04 


4018 60 


90 14 


79 


80 3440 69 


4327 93 


78 8380 52 


4358 01 


4940 83 


30 07 


80 


80 7768 63 


4327 96 


79 2747 52 


4357 08 


4878 00 


30 01 


3,181 


1,081 2006 59 


4327 09 


1,079 7105 50 


4357 05 


9,900 5008 91 


29 96 


82 


81G4H58 


4338 02 


00 1463 45 


4357 02 


5030 87 


39 89 


83 


82 0752 61 


4328 05 


00 582136 


4357 00 


0000 76 


20 03 


84 


82 5080 66 


4328 08 


61 0179 25 


4357 06 


5090 60 


29 76 


85 


82 9488 75 


432811 


61 4537 10 


4357 83 


5130 35 


20 70 


3,186 


1,083 3736 86 


4328 14 


1,081 8894 03 


4357 00 


0,998 6156 07 


29 66 


87 


83 8ÜC5 00 


432017 


02-3852 73 


4347 77 


6187 73 


29 50 


88 


64 2393 18 


439610 


02 7610 49 


4357 74 


6217 32 


20U 


89 


04 0721 38 


4390 U 


03 1968 23 


4357 71 


6246 85 


20 47 


00 


05 1040 61 


4326 86 


63 6325 93 


4357 68 


5276 32 


29 42 


3,191 , 


1,065 5377 07 


4326 29 


1,094 008161 


4357 66 


9,900 «305 74 


39 36 


92 


85 9706 10 


4328 32 


64 5(m 26 


4357 62 


6335-10 


29 90 


93 


06 4034 48 


4338 3(5 


64 0398 88 


4307 50 


Sie) «0 


90 H 


!^ 


06 8362 83 


4338 38 


65 3756 47 


4357 56 


5303 64 


29 rt 


95 


87 2691 21 


4>28 4i 


84 8114 03 


431(7 43 


5422 62 


29 13 


3i196 


1,687 7019 61 


4328 44 


1,096 2471 57 


4357 50 


9,908 5451 05 


29 07 


97 


88 1346 05 


4328 46 


66 6829 07 


4357 48 


548102 


29 02 


98 


88 5676 51 


4326 49 


67 1186 5S 


4357 45 


5510 04 


20 »5 


99 


60 01)06 01 


4336 62 


87 5543 99 


4357 42 


5536 99 


28 or 


3,200 


60 4333 53 




07 9801 41 




6567 88 
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it. 


log. 6of. 3t. 


D. 


log. 6 in. k. 


D. 


log. Sonfl. k. 


D. 


3,200 


1,009 4333 SS 


«328 66 


1,087 9801 U 


«357 30 


0,008 5567 88 


28 84 


3,201 


tfieoamc» 


4328 58 


1,088 4258 80 


«357 36 


0,908 5596 72 


26 76 


02 


00 299066 


4328 61 


88 8616 16 


«375 33 


6625 50 


26 72 


03 


9U 7319 27 


4328 64 


89 2973 40 


«357 30 


5654 22 


28 67 


04 


91 1647 90 


4328 67 


89 7330 79 


«357 27 


6682 89 


26 60 


OS 


91 5976 67 


4328 70 


901688 06 


«357 2« 


67U49 


28 5« 


3,206 


1,002 0306 27 


4390T2 


1,090 6015 30 


«357 21 


0^908 5740 03 


96 40 


07 


92 4633 99 


«338 TS 


91 Ot02 61 


«357 16 


5788 62 


28 44 


06 


•2 8062 74 


«326 T8 


•1 4759 70 


«357 1« 


5796 96 


28 37 


09 


•3 329162 


4328 81 


91 9116 86 


«357 11 


6825 33 


28 32 


io 


93 7620 33 


«328 84 


92 3473 98 


«357 10 


585366 


26 27 


3,211 


1,094 19«9 16 


«326 86 


1,092 78U08 


«35T07 


«^588192 


26 21 


12 


94 6278 02 


4328 89 


93 2188 15 


«3ST0« 


6910 13 


28 16 


13 


9S 0606 92 


«328 92 


93 6645 20 


4357 02 


5038 28 


28 10 


14 


96 4036 83 


4328 95 


94 0902 21 


4356 90 


8966 38 


26 04 


15 


•S 9264 78 


4328 96 


94 5259 20 


«366 06 


6004 42 


27 98 


3,216 


1,096 3593 76 


4329 00 


1,004 9616 16 


4956 03 


0,988 0022 40 


27 93 


17 


96 7022 78 


4329 03 


05 3973 <J9 


«356 00 


6050 32 


27 87 


IS 


•7 2251 79 


4329 06 


05 8329 99 


«356 88 


6078 20 


27 82 


19 


•7 6580 85 


4329 00 


96 26H6 87 


«356 85 


6106 02 


27 76 


26 


98 0909 94 


432012 


96 70tt72 


«356 82 


6132 T8 


27 71 


3,221 


1,008 5239 06 


«320 1« 


1,097 1400 64 


«356 70 


0,008 016140 


27 64 


22 


08 9568 20 


4329 17 


•7 6757 33 


«366 76 


6180 12 


27 59 


23 


99 3807 37 


«329 20 


08 011« 00 


«356 7« 


6216 72 


27 54 


24 


99 8226 56 


«329 23 


08 4470 82 


«356 71 


6244 26 


27 48 


25 


1,100 2556 70 


«329 2S 


08 8827 62 


«356 66 


6271 T« 


27 42 


3,226 


2,100 6885 04 


«329 28 


2,009 3184 21 


«356 66 


0^6209 17 


27 37 


27 


Ol 1214 32 


«329 31 


99 7S40 80 


«356 62 


6326 S« 


2T22 


28 


015543 63 


«329 33 


2,100 1897 40 


«356 60 


6852 86 


2T2T 


29 


Ol 9672 96 


«329 36 


00 6254 09 


«356 57 


6361 12 


2T21 


30 


02 4202 32 


«329 30 


010610 68 


«356 5« 


6«08S< 


2T IS 


3,231 


1,102 8531 71 


«329 U 


1,1014067 20 


4366 52 


•^6435 40 


2T11 


32 


03 286112 


«329«« 


Ol 9323 72 


«356 49 


6462 60 


2T06 


33 


08 7190 56 


«329 4t 


02 3(i80 21 


4356 46 


6480 66 


26 90 


34 


04 1520 03 


«329 50 


02 8036 67 


4356 4« 


6516 64 


26 95 


35 


04 5840 52 


4329 52 


03 2303 U 


«356 41 


6543 50 


26 88 


3,236 


1,106 0170 05 


«329 SS 


1,103 G749 52 


«356 38 


0^6576 47 


26 83 


37 


06 4508 60 


4329 58 


04 llOS 90 


«356 36 


6507 30 


26 T9 


38 


06 «38 17 


4329 60 


04 5462 26 


«366 23 


6624 09 


26 T2 


39 


05 1187 TS 


«329 63 


Ol 0818 50 


«356 30 


6650 81 


26 67 


40 


OO'MOfril 


4329 66 


05 4174 80 


«356 27 


66n46 


26 61 


3,241 


1,1071827 07 


48^88 


MM 8631 16 


«356 26 


9^ 670« 00 


26 57 


42 


07 6156 TS 


4829 71 


06 2887 4t 


«356 4B 


6720 66 


26 61 


43 


OB 0186 46 


4329 T4 


06 7248 63 


«966 16 


6757 17 


26 46 


44 


08 4816 20 


4329 TS 


•7 159962 


48i6i7 


6783 63 


26 40 


45 


08 9145 96 


«329 79 


07 5955 99 


«856 M 


6610 03 


26 36 


3,246 


1,109 3495 TS 


4820 81 


1,106 0312 13 


«356-11 


9^998 6636 38 


26 31 


47 


09 7805 56 


«329 8« 


08 4668 25 


«356 09 


6862 69 


26 25 


48 


10 2135 40 


4829 87 


08 9024 34 


«356 <I6 


6888 94 


26 19 


49 


10 6165 27 


4329 89 


09 3380 40 


«356 04 


6915 13 


26 14 


50 


11 0795 If 




69ns6«s 




69U27 
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k. log. Cof. ft. D. log. ein. fc D. log. 2ai^. ». D. 



3,260 


1,U1 0796 16 


4339 «2 


1,109 7736 43 


4366 01 


9,998 694117 


96 09 


3,351 
52 
53 
54 


1,111 sns OB 


4329 91 


1,110 2092 44 


4350 98 


9,908 0967 30 


20 06 


119166 01 


43390 


10 6448 43 


4366 96 


0998 41 


26 99 


»6704 99 


4330 00 


110004 39 


4366 93 


7019 40 


96 93 


12 8114 99 


4330 02 


11 6100 32 


4366 91 


7046 33 


96 89 


55 


U2445 01 


4330 06 


11 9516 23 


6355 68 


707122 


26 83 


3,256 


],1U 6776 06 


4330 07 


1,112 3872 11 


4355 86 


81,996 7097 06 


26 78 


57 


14U06 U 


433010 


12 8237 96 


4365 83 


712183 


96 73 


58 


14 6466 23 


4330 13 


13 2563 79 


4355 80 


7148 66 


16 08 


59 


14 9786 36 


433016 


13 8939 59 


4365 78 


7174 94 


86 63 


60 


16 4096 SO 


4330 18 


14 1296 37 


4366 73 


7199 87 


16 67 


3;261 


1,116 8116 08 


4330 20 


1,114 5651 12 


4355 72 


9,998 7226 44 


16 53 


62 


10 3766 88 


4330 23 


16 0006 85 


4365 70 


7260 97 


86 46 


63 


10 708611 


433016 


15 4302 54 


4356 67 


7270 43 


36 42 


64 


17 1416 37 


4330 28 


15 8718 22 


4356 66 


730186 


16 37 


65 


17 5746 64 


4330 30 


10 8073 86 


4365 02 


7327 21 


26 32 


3,266 


1,118 0076 96 


4330 33 


1^116 7429 49 


4366 60 


9^988 7362 64 


25 28 


67 


18 4407 27 


4330 36 


17 1785 09 


4356 67 


7377 81 


26 21 


68 


18 8737 63 


4330 38 


17 6140 66 


4366 66 


7403 03 


16 17 


69 


19 3068 01 


433040 


18 0496 21 


4366 62 


7438 20 


16 12 


70 


19 739B41 


4330 43 


18 465173 


4366 50 


7453 32 


16 07 


3,27i 


1420 1728 84 


4Jy)45 


M18 0W7 23 


4365 47 


9,998 7478 39 


26 02 


72 


20 006919 


4330 48 


19 3662 70 


4356 46 


7603 41 


94 97 


73 


210389 77 


4330 60 


19 7918 15 


4366 42 


75» 38 


94 92 


74 


214720 27 


4330 63 


20 2273 57 


4365 40 


7663 30 


94 87 


75 


il90S0 80 


4330 65 


SO 6628 97 


4365 37 


7610 17 


94 81 


3,276 


1,122 3361 35 


4330 68 


1,121 0084 34 


4356 35 


9,998 7002 99 


24 77 


77 


nnutti 


4930 60 


915339 09 


4356 31 


7627 7« 


94 71 


78 


23 20t2 63 


433963 


119896 01 


4366 30 


7062 48 


34 07 


79 


23 63ni6 


481006 


»4060 31 


4356 27 


78ni6 


24 02 


80 


24 0703 81 


4330 08 


«8105 58 


4356 25 


T701 77 


34 67 


3,28t 


1,124 (S034 40 


4330 70 


J,I23 2700 83 


4356 22 


9,988 7716 34 


94 62 


82 


24 0366 19 


4330 73 


13 7116 05 


4366 20 


7760 86 


94 47 


83 


36 9096 91 


433076 


241471 25 


4365 17 


7776 89 


24 49 


84 


25 8016 07 


4390 77 


96 6820 41 


4865 16 


7799 76 


24 88 


85 


26 2357 44 


1390 80 


16 0181 57 


4355 11 


7824U 


94 92' 


3,286 


1,126 0868 24 


433Ü82 


1,126 4636 69 


4356 10 


9,99S7848 46 


2410 


87 


27 1019 06 


4330 85 


16mi79 


4366 08 


78n73 


2413 


88 


27 6949 91 


4310 87 


36 3016 87 


4356 06 


7696 96 


24 18 


89 


27 9060 78 


4330 89 


16 700191 


4866 09 


792114 


94M 


90 


18 401167 


4330 91 


37 1956 96 


4365 01 


7946 20 


94 09 


3,29] 


M2<) 8342 »9 


43^0 94 


1,127 9611 96 


4354 98 


9,908 7909 37 


94 04 


92 


29 2073 63 


4380 97 


IS 0886 94 


4364 96 


7999 41 


93 09 


93 


29 7006 60 


41S0 99 


28 102190 


4364 93 


8017 40 


23 94 


94 


30 1336 49 


433101 


28 9670 83 


4364 91 


804134 


13 90 


95 


30 5086 60 


48310! 


29 3731 74 


^64 89 


8006 14 


13 04 


3,296 


1,130 9997 64 


4331 06 


1,129 8U86 07 


4364 86 


9,9i»8üa9 08 


93 80 


97 


314390 60 


413109 


30M4148 


4364 84 


8112 88 


23 76 


89 


318869 09 


4331 11 


30 6796 32 


4364 81 


8130 03 


1310 


99 


32 2990 80 


433114 


31 1161 13 


4354 79 


8100 33 


23 06 


3,300 


32 7321 93 




318606 92 




8183 99 
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k. 


log. Sof. k. 


D. 


log. @in. k. 


D. 


log. Zm^. k. 


D. 


3,300 


1,132 7331 03 


4331 16 


1,131 5506 92 


4354 77 


9,998 8183 9D 


23 6t 


3,301 


1, 133 K»3 (JO 


4S31 18 


1,131 0860 69 


4354 74 


9,998 mtrj 61) 


23 56 


02 


33 5f»«27 


4331 20 


32 4215 43 


4354 72 


8231 16 


23 51 


03 


34 1015 47 


4331 23 


33 8570 14 


4354 09 


8254 67 


23 47 


04 


34 4AM 71) 


4331 25 


33 2«04 84 


4354 67 


8278 14 


23 42 


05 


34 8977 95 


4331 27 


33 7279 51 


4354 65 


8301 56 


23 36 


3,306 


1,135 33fJ0 23 


4331 SO 


1,134 1634 15 


4354 61 


9,<)98 8324 92 


23 33 


07 


35 7614)53 


4331 32 


34 5«)88 78 


4354 60 
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23. 

Auflösung der Aufgabe im 2ten Bande dieses Journals 

S. 99. No. 14. 

(Vom üenn^toL JF. A. Forstemann za Daoxig.) 

A^ufgabe» Aus der Gleichung 

vro a^^ a^ •••• a^ von einander verschiedene gegebene Gro« 
fsen sind^^ x zu finden« 

Hat man eine Methode^ Gleichungen von der Form 

wo X^^ X^ •••• radonale Functionen von x (oder selbst von mehreren 
Unbekannten) sind^ rational zu machen, so kaim man die obige Aufgabe 
ab geloset betrachten« Langst war ich im Besitz einer solchoi Methode^ 
glaubte aber nicht, dieselbe für neu halten zu dürfen* Die Auflösung, 
welche im vorhergehenden Hefte dieses Journals von obiger Aufgabe ge- 
geboi ist, veranlalst mich, hier meine Methode nntzutheilen» 

1. Es sei zunächst die Gleichung 

rational zu machen« In so fern jede Quadratwurzel zwei einander ent- 
gegengesetzte Werthe hat, kann man in dieser Gleichung die beiden 

/-X, + /*-X,=:0 und /"-S, — /"Xa = 
begriffen denken, mit welchen die beiden 

— /'-X,—./"-X:, = und — /*X, + /*X,= 
beauebungsweise zusammenfallen würden« Die Auf][;abe, die Gleichimg 
V^-^i 4* /^^a s= zu lösen, ist also in der allgemeineren Aufgabe begriffen, 
die Gleichung (/^X, + /"X.) . (y^X, — /"X,) = ü 

aufzulösen. Diese nimmt aber, wegen der Formel (flr-f-Ä)(o— Ä)=a= — b% 
die Gestalt an AT,— -X, = 0, 

und dieses ist die gesuchte rationale Gleichung. Die gewöhnliche Methode 
fuhrt auf dieselbe, man mag /"X^-f- v^-^* = 0> ^^ V^^^ — /"XaSsO 
zu Grunde legen« 

2. Auf gleiche Weise wird die Gleichung 

/•x,+v^x.+ /-X3 = o 

rational, wenn man statt derselben setzt: 

CreUe's Journal d. M. hC. YUl. Hft. 9 41 
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xi)rx,-^x,-^x,) = o. 

So kommt die Aufgabe, diese Gleichung rational zu machen, auf die Bil- 
dung des Products der vier Factoren 

zurück; und dals die*GIeichung lyirklich hiedurch rational gemacht Werden 
kann, hangt mit von dem Umstände ab, dals das Product dieser vier Fac- 
toren nur gerade Potenzen der Buchstaben a, byC enthält« Dies Produot 
ist namHch -. ö* + ä*+c*~2ö*ä* — 2ö*c«— 2Ä*c». 

Die gesuchte rationale Gleichung ist daher 

Xl + Xl + Xl^2X,X^^2X,Xs-^2X^X, ^ 0, 
wie man auch nach gewöhnlicher Methode findet. 

Wendet man dies Resultat z* B« auf die Gleichung 

/^:r+v^(l+jr) + V^(3+ar) = 
au, so ergiebt sich die rationale Gleichung ^x^-^Sx — 4 = 0^ woher 

r = |.(— 2+v^7) oder a?= |.(— 2— /7). 
Diese beiden Werthe sind beziehungsweise die Auflösungen der Gleichungen 
irar+v^(l+a?)— vr(3+a?)=0und iTar— ^(l+ar)— v^(3+ar)=0j die beiden 
Gleichungen V"jc+vr(l-f.x)+/"(3+jc)=0 und /"ar— /*(l+x)+/'(3+dp)=0 
sind dagegen unauflösbar» 

3. Man kann sich folgendermalsen, ohne die Multiplication auszif- 
fuhren, überzeugen, dab das Product der vier Factoren 

ö + Ä + ^f a+Ä — c, a — Ä + c, a— Ä — c 
nur gerade Potenzen von a, ä, c enthalten kann, so wie auch, dals es 
symmetrisch fSr a, b, c sdn muls. 

1) Verwandelt man b in — &, so gebot der ersto Factor in den drit- 
ten, der zweite in den vierten über, und umgekehrt der dritte in den er- 
sten, der vierte in den zweiten« Es hat also das Product denselben Werth, 
man' lege dem b einen gewissen Zahlen werth, oder den entgegengesetzten 
bei« Ähnliches findet sich für c, und endlich selbst für ü} denn verwandelt 
man a in — a, so wird der erste Factor zum Gegenthdl des vierten, und 
imgekehrt aus dem vierten das Gegenthdl des ersten; femer wird der 
zweite zum Gegentheil des dritten, und umgekehrt« * Aus dieser Eigenschaft 
des Products und daraus 5 dals nur gerade Potenzen bei Veränderung der 
Basis ins Gegentheil ihren Werth nicht findern, lafst sich beweisen, j^ies 
Product könne nur gerade Potenzen von o, b und c enthalten« 
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2) Auf gleiche Weise aberzeugt* man sieb, weder die Yertaiiscluiog 
von a mit eiuem der Buchstaben b und c,, noch die Yertauschung dieser 
letzteren unter einander könne das Product ändern , . dasselbe müsse also 
für a, b, c symmetrisch sein« 

4. Allgemein kommt das Ratiopalmachen einer Gleichung von der 
Form /•-X, + /:X. + /-X3.... = 0, 

sie habe links so viel Glieder als sie wolle, auf die Bildung des Products 
aller der Factoren zurück , die in der Form a + b + c ».^^ enthalten sind, 
wenn ntimlich die Anzahl der Buchstaben a, & • • • • der Anzahl von Glie« 
dem in jener Gleichung gleich genommen wird. Von diesem Producte 
kann jedesmal bewiesen werden, es müsse für alle Buchstaben symmetrisch 
sein (nur das Product der Binome a-^b und a — b bildet hievon eine Aus-* 
nähme), und könne dieselben nur in geraden Potenzen enthalten« Aus dieser 
letzteren Eigenschaft ergiebt sich, daCi wirklich, wenn man in dem Producte 
statt or, b, • • • • nach der Reihe setzt ^^i , Z*-^, , • • • • , die Quadratwurzeln' 
wegfallen. Femer erhellt,, wenn die Zahl der Wui'zeln in der Gleichung, und 
also auch die Zahl der Buchstaben in dem Polynome a + b + .... ^=:n ist, 
so müsse das Product vom 2'^'ten Grade in Bezug auf tf> 6 •••• sein. 

5« Wenden vrir dies jetzt auf eine Gleichung von der Gestalt 

an, und bezeichnen die Anzahl der links stehenden Glieder mit /i, so wird 
das nach 4. zu bildende HüUsproduct in Bezug auf a, b, .... vom 2'^'ten 
Grade sein, und folglieh, wenn man statt. a, b . . . . setzt /^(^i-f*^)» 
v^(a«+^)9 • • •• ^io^ Gleichung vom 2'"^ten Grade entstehen. 

So muls sich also für die Gleichung, welche zu diesem Aufsatze 
Veranlassung gegeben, da sie Wurzeln enthalt, als Endresultat eine ra- 
tionale Gleichung vom 16ten Grade finden ; oder also für die 32 Gleichun- 
gen, welche in der Form 

V^(«t+^)± /'(a,+x)+ /'(a3+a?)± i^(flr,+x)± /"(a,+jr)± /"(o6+^) = 
begriffen sind, muls x sechszehn Werthe haben« Hieraus kauu man schlie- 
£ien, dals im Allgemeinen 16 von jenen Gleichungen auflösbar, 16 andre 
unauflösbar sein wearden# 

Nach S. 140. des vorhergehenden Heftes soll die rationale Endgleichung 
nicht vom 16ten, sondern vom 22sten Grade sein. Das Räthsel dieses Wi« 
derspruchs zu lösen, möchte eine nicht uninteressante Aufgabe bilden. 
Danzig, den 5. März 1832. 
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24 

Aufgaben. 

1. JliS seien a, c das eine^ b und d das andre Paar gegenüberliegender 

Seiten 9 und p, f die Diagonalen eines Vierecks , \^elche8 einem Kreise 
eingesclirieben ist^ so ist nach dem Ptolemaischeo Satze bekanntlich 

p^ s=: ac -{^ bd. 
Man soll nun zeigen, dals umgekehrt , >venn für jene sechs Linien eines 
Vierecks diese Gleichung Statt findet , um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werden kann« Förstemauu zu Danzig« 

2« In einen hohlen , unten verschlossenen Cyiinder, dessen Halb- 
messer =^r^, sei ein massiver Cylinder von dem Halbmesser r bis zur 
Höhe a versenkt; beider Axen sollen ziisammenfaUen« Der massive Cy^ 
linder drücke mit der Kraft M auf ein in dem hohlen befindliches Flui^ 
dum. Welche Relation muCs z^vischen M, a und {r' — r) statt haben, da- 
mit die GapUlar-Attraction dem Hindurchpressen und Ausströmen der Flüs- 
sigkeit zwischen den cylindrisohen Wänden widersteht? 

Data zu einem Beispiele« Das Fluidum sei Öl, beide Gelin- 
der von polirtem Stahl, ö = 24% r'=4''' Par.-Linien, ill = 70 Pfund, 
und die Beobachtung habe gelehrt, dafs zwischen 2 parallelen polirteii 
Stahl -Ebenen, deren Abstand =:0^'^25 ist, das Öl sich 11^'^ 5 iiber das 
Niveau erhebt« v. Steinbeil zu München. 



Druckfehler im sechsten Bande« 

S. 159. Z. 4. !. Maaffl der Krümmung. 

— tf)l. — '2. T. u. ftt, seipo 1. eine. 

— — ist in der mit A) bezeichneten Gleichung auf der linken Seite des Gleich- 

heitszeichens der Nenner: <2^VC(l-fp'-f 9*) hinzuzufügen. 

Im siebenten Bande. 

- 140. Z. 14. St. I ei A \. I et D, 

1 1 

_ 141. In dem Keltenbruche für V"97 st. 2^ -^ 1- 2+-^- ^ 

o— etc ■ o — ete. 

— 217. Z. 6. ▼. u. 1. a* cosar* st. a^cosx*. 

— 218. — 8. V. o. 1. (-— Ji^csinx + fac^'nCx+y)) st. (— {fecsinj + {ac sin Cir+>'). 

— — — 10. T. o. I. hünxhxny st. & sin a sin/. 

— 219. — 3. V. o. l. +r8in(|;j + (jp) %%. rBin(i — (f\ 

^ 221. -^ 6. T. o. I. ~r-T St. ^ 



n — r-f- 1 ' 7i+r — 1* 
_ — _ 8, ▼. o. 1. [r_(r — 2)] St. [r— (r — 2). 

- 222. — 6. V. u. 1. ^—_ St. ^ 



{cd — wf {x — vf 

- 223. -14. T. O. l. l!^J!^ sl. -prjJ^—r-. 

'^ — — 17. T« 0. 1. niedrigere st. niedrigem. 
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25. 
De transformatione integralis duplicis indefiniti 

I fonnam simpliciorem ^ — ^/.^ ^\ — tüt-- — :-s« 

(CoBt diiKrt. 19. tom. YIIL lib. 3.) 
(Anct C. G. J. JacoH, jaot matli. Regiem.) 



» 



/: 



Froblema IL 

Jr roponitur^ integrale duplex indefinitum 

d^ dtp __^_ 



^4-£co89>+Csin 9)4.(^'4. B'cos tp +C' sin q>) cos v4-(^"+B"cos<3p +(?'5in (p) sin ^^ 

per substitutiones: 



C08^ 

sin 9 



ß — ß* co8^ — ß"ünri 
a — a' COS1J — a^ninti 
y — y* coÄi; — y^siniy 



ff — a' cos^ — a'^sini;; 

transformare in hoc simplioius 



COS^ 

sinv^ 



af "-^V cos & — c'siöi^ 



a — b cos & — c sin & 
a#/_»^^co8 ^— c^^sin & 
a — icosi^ — c sint^ 



/ 



G — G' cos 17 cos & — G" sin 17 sin ^ * 



9t 



16. 
In formulis paragraphi 10« in locum cpiantüatum 

a ß y 

a' 0' y 

ponamus respectiye: 

a — iß — iy 



,// 



/«' ß' y 



ia 



// 



ß" 



»// 



a a' 


a" 




b b' 


b" 




c c' 


c" 




- 


-ia' ■ 


-ia" 


ib 


b' 


b" 


ic 


c' 


c" 



desigoante i quaDtitatem üuagioariam V^ — 1: prodit fonuularum sjstema 
sequoDs: 

43) «« — ßß— yy= 1 



»'«'— ß'ß' — y'y':= — 1 
9." et"— ß"ß"— 7"y" = — 1 
Cnll«'« l««nal 4. M. Bd. TOL Hft. i. 



aa--a'a'—a"a"=^ 1 
bb—b'b''^b"b"^ — 1 



42 
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»'a" 


'— 3' ß"— y'y" = 





a"» 


-ß"ß -7"y = 





» et' 


— ßß'— yy = 





» et 


^afal —a"»"^ 


1 


ßß 


— ß'ß' — ß"ß"= 


— 1 


77 


y' y' -ü^y^yss 


— 1 


ß7 


— ß'y' — Ö'Y'« 





7* 


— y'«' —yv» 





• ß 


— «'ß' — «"ß"=s 







ß/y'/_ß«y'-= 


« 




ß"y-ßy" = 


— «' 




ßy' -ß'y = 


— a." 




y' «"—/'«' = 


-ß 




y"« — y«"«» 


ß' 




7 «' — y« =s 


ß" 




«/ß"— «'^ß'=s 


—7 




«"ß — «ß" = 


7' 




«ß' «'ß — 


t' 



bc 
c a 
ab 



b'c'—b"c" = 
c'a'—c"a"^ 



a"b"^ 



-a'b'~ 

- b b — c c 
-b'b' — cV 
.b"b"—c"c" 

a'a"--b'b"^c'e" 
a"<t—b"b - 
aa' — bb' — cc' 



aa 

a'a' 

a"a" 



c"c 



b'c"^b"c' s= 
c'a"—c"a' =a 
a'b"^a"b' zs. 







1 

— 1 

— 1 





a 

— Ä 
— c 



b"c —bc" ^ — o 



c"a 
a"b 

bc' 

c a' 

ab' 
.11 



ca" — 
ab"^ 

b'c — 
c'a = 



b' 
c' 

a" 
b" 



^a'b = 

« (ßY'— ß"yO + ß (/ «"— y" «0 + y («'ß"— «"ß') = i 

tt {b'b"-^ b"c') + ß' (*" <? — Ä c") + a" (b c'—b' c) = 1. 
Quae omnes e sex ptimis utriusque tjrstematis sequuntur. 

Ope harum formularum nancisdmur aequationes identicas : 
44) («— «'co8»— «"»mii)'= (ß— ß'oo»n--ß"8in»j)*+(y— y'co8n-y"8ini))» 
(a— Ä cos a— c sin ^)»= (o'— 6'eosb— c'smbf'\'ia"—b"cw»—c"uad)\ 
unde slmul ponere licet: 



45) co.(p = ß-ß';o':n-ß"fir.n 

. ^ y — y'cosi? — y'' sin 17 

^ a — a^ CÜS17 — a'' sin 17 

E quibus nauciscimur per 43): 

46) ft — /Jcosr/)— ysinqp = 



€08^ 



a' — Ä' cosi> — </ sin & 
a — 6 cosi?' — c sin i^ 

a^^ — h'^ cos 1^ — e'^ sin tl^ 
a — 6 cos ö" — c Bin& * 



-^ CQSW — 



f • 



ccsqp — T^sinq^ss 



a— acosT? — a sinif 

cos 17 
a — a cüsiy— a'siniy 



smi? 



a — ß coMp — y sing? =s ■ rrr 



sini; 



a — a cosV' — a'%in\p = 
6 — b'coBip — b"sin\ff = 



— 6cos^— csini^ 
1 

a — b cosi^ — c sini^ 



fr • 



^ ^ a — 6 costr — c sintlT*' 



unde 



47) cosi? 
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cosd 
sind' 



c — c^ cos y -~ c^^sin ^ , 
a — a' cos V' — a'^sin \ff ' 



g^ — /?^cosy — y^siny 

a — ß cos y — y sin y 

a'^ — i^' cos cp — y'' sin cp 

Sinti = 5 2^ ^ r-^ 

a — p cos 9) — • / sin ^ 

quod rursus suppeditat aequationes identioas: 

48) (^*— ß cos (p — 7 Bin ^)^ = («'— ß'co8(p— y' 8ra(p)^+(«''— ß^'oos (p— y"sin (p)^ 
(ö — a'cosrf/ — a'^mk^if = (6 — b'owxf/ — ä"8ui\^)*+ ( c — c' cos^ — c''sin\//)% 
quae etiam e 43) probantur« 

Fonnulas 45), 47) etiam e formulis I)^ 5) primi problematis den- 
rare licuisset, praeter mutatiohes indicatas posito ibidem : 

atque: 

• ^ I £ /> 

= — isinx^/ 

s /sind. 

Fauca adbuc, quae ad substitulionum propositarum naturam pertinent, ad- 
iiciamuS) quod in altera fecisse sufficiat« 

E formulis 45) , advocatis 43) 9 brevifatis causa posito: 



• 

21 = - 

X 


-icos(p, 


z ^^ 
X "^^ 


-/sin<P 


— = _/C08-^, 


tu 


9 "~" 


/ cos n j 


S 


/ sin ff 


il=: /COsd, 


V 

T 



sequitur: 



49) ßß+yy = «'«'+«''«" = aa- 1 = W, 

e/^\ /5 >«^ I • >* ^^ — «a'cosi? — «''sinw 
50) ßcos(p + 7sm(p == ; ' jy- ' 



a' sin tj — a" cos ij 



unde posito: 



ycostp — ßsm(p = —- jr^j 



51) ß = ^cos(p' 
7 = Jsin(P' 
aequationes 50) in has abeunt: 



^ cos n' 



«" = J sin ))', 



52) cos(^'— (p) = 5 — Y ^ 

quibus addi possunt^ quae facile sequuntur: 

53) 1 - C08 ((P'~ <p) == (« - <J) A±p(i:rJLi 

^ v^ T-/ V /^ — dcos(r; — 1?0 

1 + cos((?)'- <p) = (« H-^ 1 00,(^.-1?') 

tangi((p'— <p) tangiCi, — .)') = « - i, 

42* 
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f[iiarum postrema anguli ir^ (p alter ex altero iacile computantur ; e qua etiam 
patet^ quod in introductione diximus^ substitutioiii Uli formam oreari poase : 

Cetenim ponere lioet: 

54) «=MC^, ^=taDg^, «— * = tang(45«— lÖ- 
£ 52) fit: 



cos(p 
sin (P 



ß — a cos y^ cos (17 — iyO+ »in y^8in(^ — rf) 

a — a* C0S1? — a" sin ly 
y — a sin y ^ cos (iy — lyQ — cos y^ sin (ly — lyQ 

cjuibus oomparatis cum 45)^ prodit; 

55) ß' = a 008 (p' cos if' + «io tp' muij' 
ß'' = a cos (p' »in r} — sin (p' cos f} 

y' = a sin (p^ cos i|^ — costp'sinii' 
y'' = ft sin <p' sin »i' + cos(p'co8if', 
quae iunctae 51) monstrant, quomodo coefficientes illae novem substitutio«- 
nis, qua utimur^ per quantitates tres €ty <P\ t! exprimantur« ObsarFO 

porro, in ellipsi^ cuius excentricitas = — = «ui^9 designare posse angulos 

n — ff anomaliam excentricam^ ^4*''^ — ^' anomaliam veram« 
Differentiata prima ex aequationibus 46) ^ obtinemus: 

a" cos ri — a' sin 7i 



(ßsin^ — 7C0S(p) d^ 

(ä' sin y\) — «''cos 4^)d4/ 
unde cum sit: 

ßsinip-— 7 cos(p 



(a — a' cos tj — «'' sin r;) 

c cos & — b sin & p q 
a — b cos & — 6 sin ^ * * 



ä-öll 



p// 



a^cosi; — a'sinij 

a — a'cosfj — a''sin;7 

c cos ^ — b sin & 



prodit: 



^ ^ a — fc cos V — c sm v" ' 



56) d(p 



dn 



dyp 



d& 



a — a'cosi? — a"sini?^ ^^ "~* a — 6cosi9" — csiniJ* 

Observo porro^ eam esse naturam coefiBdentium substitutionum proposita« 
rum^ ut generaliter valeat 

Theorema, 
^^datis aequationibus: 






w 



w 



Ii, 



af — Vu — c' V 
a^^b u — cv^ 

a — hu — cv ' 
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fieri vice yersa: 



a—ßy —rz 
a^ßy^yz 



6_&/|||/_(//|C^/ 



t; 






\a—a'w'—a^*w'^\a^ bu^ cv) = 1^ 



simulque: 

porro fieriy quae sunt inter differentialia partialia relatio« 
nes memorabiles: 

\ds'J\d7^/ \ds''J\ds^/ (a— «'s'— a'V')* 

\du/\JV/ \dv)\du) {a~bu — cv)^^ 

Jam ad eas venimus relationes^ quae inter coeffidentes substitutio- 
num propositanim loGum habere debent^ ut transformatio iiltegralis dupii« 
ck iudicata succedat* 

Quem in finem in formulis paragraphi !!• in loctim qiiantitatam^ 
quae expressionem transformandam afficiunt^ 

^, B, C, A', B^, C, A"y B'\ O' 

ponamut sequentes: 

Ay iB, iCy iA\ — B', — C^, iA",'^B'\ ^C'\ 

in quibus rursus /=/' — 1* Quo facto^ ubi etiam, uti indicavinuis, loco 



«', «", ß, 7; 


b, c. 


a'y a" 


ponuntur 

laf, laJ'y —iß, —ly; 


ii, /<?, • 


-/o% —ia'% 


formuhe 12) in has abeunt: 






57) ^ SS Geca - 


-G'«'* - 


'G"a,"e 


— B = Gßa — 


• G'ß'Ä - 


■ G"ß"c 


— C s= Gv« — 


-G'y'Ä- 


-G"i'c 


— ^'=s G«a'- 


-G'«'*'- 


-G"afc' 


B' = Gßo' — 


G'ß'Ä'- 


• G"ß"c* 


Cm G70'- 


-G'y'i'- 


- G'*y"c' 


— ^"s= G«a''- 


-G'afb"- 


.G"<»."c" 


B"= Gßo''- 


- G'ß'b"- 


- G"ß"t;" 


<7"ä Gya"- 


• G'ib"- 


- G"i"c", 
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quibus aequationibus novem iunctis aequationibus duodecim^ a quibus for- 
mulae 43) pendent, octodecim coefGiGientes subsfitutionum et tres quanti- 
tates Gy G'y G'' determinantur. 

Ope aequatioDum 12), adhibitis formulis 46) , prodit aeqiiatio: 

58) ^+Bco8y + C8in94-(-rf'+B'co89+C'»iny)co8V^ + (-4^'+ß''co8y+C''8iny)8m 

^^^ G — G' cos ri cos ^ — G'^tm tj 8in -d* 

""^ (a — a' cos ri — a"^8in 17) (a — h cos tU* — c siniU') ^ 

unde e 56) obtinemus transformatioDem quaesitam: 

''^^«/^4-£co89>+C8in9 + (^H£'co87+C'8in9>)co6V^f (^'H£^^cos9-frC'8iD9)8m 

y\ ai?a^ 
G — G' costj cosö" — G'' sin 17 sintU** 

Aequationem 58) eadenii quam supra indicavimus , ratione etiam e for- 



mula 11) derivare licet. 

Occasione data, adnotemus transformationem memorabilem integra- 
Ks qiiadnjplicis , quae pronus eodem modo sucoedit« E theoremate enim 
paragriqphi anteoedentis htcile probatur sequens 

Theor ema, 
^^designantibus quantitatibus a, ß etc., 6r, G\ G^' idem, quod 
in antecedentibuB, posito: 



y a — a's'^a"^^ 



jjd' — - — ! 

a — 6 M -f* c v 

a — bu -— cv ' 



fieri 

p dy dz Bw' dw'* 

y(l--/*— i*)(l— w'*— m;''') [^+B/+Cz+(^'+By4-C'z)u;'+ (-^''+ 

J(i—:i's'—s''s''){i—uu—vv)lG—&s'u—G''s"vy 

Quod adnotare sufficiat. 

Jam relatioDes colligamus praecipuas inter quaotitates quaesitas et 
data», quae e 43) et 47), quibus illae determinantur, sequantur. Quas 
omnes e problemate antecedente, factis, quas indicavimus , mutatioiiibus^ 
sine calculo desumere licet« 

18. 

Primum e formulis 13) derivamus sequentes^ quibus coefficientes 
utriusque substitutionis alterae per alteras, oognit» ipsis 6r, G\ G"y linea- 
riter exprimuntur s 
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60) Ga = jiet + Bß -{- Cy 

: A'a + B'ß + Cy 
■.A"<t'\'A"ß-\- C"y 

: wi«'4-Bß'+ Cy» 
:A'»''-^B'ß'+C'y' 
zA"a,' + B"ß'-{.a'y' 

z A et" ■{• B ß" -^ C y" 
^G"c'^A' «e"+ B' ß" + Cy" 

Li foravulis §, 13. praeter mutationes 



Ga 

Ga'-. 

Ga". 

G'b ■■ 
G'b'. 
G"b" 

G"c ■ 



Ga = Aa-}- A'a' + A"a" 

. Gß SS Ba + B'a'+B"a" 

Gy SS Ca + Ca*-}- Ca" 

G' a.' = A b •}- A' b' -}■ A"b 
G'ß'==^ Bb-}- B'b' -i- B"b 
G'y'-=. C b •}- O b' ■}• C b" 

G"a,"^ Ac-^-A'c'-}- A"c" 
G"ß"zss Bc-}-B'c'-\'B"c" 
G"y"^ Cc + C'c' 4- 0"e", 



u 



It 



m. 



n. 



l'y m 



n' 



m, 



«, — /', im*f in* 



// 



ponantur 

unde fit: 

61) / = AA-^A'A'^A"A 

m = BB— B'B'—B"B" 

n = CC-^-aC'-^CO' 

l' SS BC — B'C—B"C" 
m'ss CA^CA'—aU" 



Py 



loco 

p* 



P* 



P", 



P f 



9'f 



9f 'r 



.// 



'>"» 



p ^ AA • 
/»'= A'A' 
p"=iA"A"' 



f ^A'A 



// 



n' s= 
Quibtis positis, 



f' a= A"A 

AB'-'A'B'--A"B" I ^'^AA' 



BB . 
'B'B'- 
B"Bf'. 

B'B**' 
B"B- 
BB* . 



CC 
CC 

CC 

CC 

CC 
CC, 



e formuKs 28) obthiemiis: 



GGa. 
GGß 
GGy 

G'G'a' 



62) GGa SS la +n'ß-\-m'y 

= n' a •}• m ß •}- 1' y 
s m'a + l'ß + ny 

= la' +n'ß'-}.m'y' 

— G'G'ß' = n'a' ■}- m ß' -{- 1' y' 

— G'G'y' =:m'«'+ l'ß'-\-ny' 

G"G"a"sz l a" + n' ß"+wiy' 
— G"G"ß"=s n'ct"-}- mß"-\- l'y" 
^G"G"y"t= m'a"-{- 1' ß"+ ny" 



GGa 

GGa' 

GGa" 



s pa ■}■ f"a' -^ 9' a" 

sf"a+p'a'-}-^a" 

Bf'a*+ya'-}-p"a" 

G'O'b =5 pb +9"b'-{-i/'b" 
G' G'b' z=y'b + p'b'-{- fb" 
G' G'b" SS f'b-\-fb' ■\-p"b" 

^ pe-}-g"c'+9'c" 

SS ^'c-\'p'c*+fc" 



G"G"c 
G"G"c' 
G"G"c" 



"c". 



Formulis 57), 60), 62), quae prae oeteris memoratu dignae aimt, alias va- 
rias addere licet, quae ex Ulis ftidle sequuntor, rel etiam e probl^nate 
antecedente derivari poasunt. Quibiu apponendis, cum ia promtu sit, su- 
persedemuB. 

Addimus theorema sequens, quod e theorenurte (. 13. propomto flnit: 



328 ^« C. G. J. Jacobij de transfarmatioM integraüs dupUois Hc. 

Theorem a. 
,,E qualibet formularum inventarum deri?ari potest 
altera ei respondens^ si in locum quantitatum 

A^ B, C, 

^', J5', C, 

A", B"j C'y 

substituuntur respective sequentes: 



B'0'—B"C' 


A » 


A'B"—A"B' 
A 


B" C—BC" 

■ 'A » 


C'-iT- CA" 
A' ' 


A 


A > 
1 


A ■ * 
1 


A 
1 



unde e. g« etiam pro A ponendum ^» Quod patet reoipro- 
cum esse, id est^ ubi illa in haec abeant^ simul etiam haec 
in illa mutari." 

Designamus aqtem rurmis per A expressioiiem : 
A =j ^(BT"— B'TO + B{C'A''^aW) + C{A'B''^A"B% 
quae per mutationes iodicata immutata manet^ unde etiam in hac quaestione : 

63) A = G&&\ 
Ope tbeorematis propositi e formulis 57), 50), 60), 62) statim alia for» 
mulanim systemata derivare licet^ Ita yidemus, poflito: 

P s= B'a'—B''a^{aA''—C'A')co%P — {A'B''—A''B')An<^ 

— [B C^B'C— (CA' — CA) cos(p — {AB' ^A'B)ün<p] 8in>^, 
sequi e 50) hanc: 



«*)/^=/g^g^ a,a* 



G"G cü8 jy cost^ — GG' «in 17 sin ^ * 

Simili modo per theorema idem e theoremate paragraphi aoteoedentis alte- 
rius integraSis quadruplicis transformatioaem pbtinemus» Jam ipsoa in- 
eognitarum valores adstruamus* 

10. 
E formulis §. 14. sequitur, GGy G'G\ G'*G'' esse radices diversaa 
aequationui oubicae »equentis: 
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65) x'— a?» [J^—BB—CC~J'A'+B'B'-\-CC'- -A"A"+B"D"-\- C'fJ"] 

I (^ß'C"—B"Cy— (C'A''—C"Ay— {A'B"-^A"h') 
^ x )—(B"C—BC"f^ {C"A—CA"f + {A"B-^AB"y 
(— (B a — B' Cf + [GA'—C'J)^ + {AB' -^A'Bf 
— [A(B'C"^B"C") + B{C'A"^C"A'f + C{d'B"^A"B")\* = 0, 
quam etiam bis binis modis repraesentare licet: 

66) (x— (*+'")(*+ «) — Vl'(pe—T) + m'm'(:F+ w) + «'«'(«•+ /?) 

— 2Vm'n' — 

— Syy'/' =a 0. 

Inreotis GO, G'G', G"G", naa&iteetis quadrata ooefficieBtiiiin substitatio« 
num quaesitarum per formulas sequentes: 

67) a, a 

VV 



{GG-\-m){GG'\-n)—l'l' I 
{GG — G' G') (G G — 6" G'O 



aa 



— «'«' _ (G'G'+m)(G'G'+n)-l'r 

{G'G'— G"G")(G'G'~ G G) 
_,,,,__ (G^^G^^+m)(G^^G"4-n)-yy 



3ß 



{G"G"— GG){G"G"- - G'G') 
(G G-f«) (GG — + w'«' 



(G G -^G'G') {GG — G"G") 

fi' A' — (f^'G''i-n)(G'G'-l)-{-m'm' 
*" '^ (G'G'— G"G") (G'G'^ 6 G) 

ß»fl//_ (G^^G^^+H)(G"G^^^/)+mW 
*^ "^ (G"G"—GG){G"G"—G'G') 



— bb 



— ec 



a'a' 



77 



y/ 



/#**//. 



y'7 



_ (GG— 0(GG+m) + ii*n* 

(GG — G'G') {GG — 0"G") 

(G' G'-l) (G' G'+ m) + n' n' 

(G'G'— G"G'*) (G'G'— G G) 

(G"G"—l)(G"G'*+n.) f wV 

{G"Q"— GG) (G"6"— G'G') 



(GG4-/)(Gg+P^)-gg 
" (G G - G'G')(G G - G"G") 

(G' G'+ pQ (G ' G'-^- p") - g g 
' (G'G'-^G"G")lß^'-- GG) 

(G"G"-\-p') (G"G"+p") — q q 
* («"G"--G6)(G"G''— G'G') 

(GG + p"){GG-p)-i-q'q' 
■ (GG— G'G'XGG— G^G") 

" " — (G'G'—.G"G''){G'G'—GG) 

(G"G "+p")(G"G"—p)-^ q'q' 

- (G''G''—GG)(G"G"—G'G') 

//«/'— (GG-p)(GG + p04-yV' 
""■ (GG'-G'G'j(GG-~G"G") 

A//A//- (G'G'-p)(G'G'+p O + g'r 
'^ *^ — (G'G'—G"G")(G'G'— Gl^ 

'^ ^ — (G"G" 'GG)(G"G"--G'G'i' 



e'e* 



Producta porro ae<|uentia, oo^qitis ipras GG^ G'G', G" G" ratioualiter 
eruuntiir : 



68) ß-Y _ ViGG-D^^n' 

' ^ ' (GG — G'G') (GG—G' 



•i'G") 

— V c= I'IG 'G'—D^m 'n' 

*^ ' (C G'— G" G") (G' G'— G GJ 

-ß'V'ss: ?'(G"G'^— Zj+m^«^ 

^ '^ (G"G'^^::^^^G5J(6^"— G'G') 
•— V« -^ w'(GG-4-m)-^w'Z^ 

' (GG — 6'G')(GG — 6" 

CfftUe g Jonrnal d. M. Bd. vm. Hft. 4 



/«//— g(GG- p)4-g'c'^ 



oa 



G") 



(GG—G' G') (GG — G" G") 

.y/// q{G' G'-p) + q 'q" 

"" — (G^W^-'G" G") (G'G'— GGJ 
g/^// _ q{G"G"-p) + g'q " 



,11 



(^G"G"'-GG)(G"G"—G'G') 

— t'{GG -\- p')-q"q 

(ßG — 616') (GG— G"G") 
43 



a s=: 



330 



26. C. G. i. Jaeohi, dt tramformatione MegraÜs dupHcis eic. 



7 « —- (G'G'— G"G")(G'G'— GG) 
'y * (G"0"— GG) (G"G"— G'G^) 

''^^ ~" (GG — G'G')(GG— G"G"J 

,„, «'(G'G'+ «) — /'«' 

a (3 =- 



(G'G'— CG'O (G'G^— GG) 

(G"G"— GG) (G"G"— G'Gf) 

(GG — G'GO (GG— G"G'0 

bb^ ^ 9^^(GT, ^ +p-)-(yr/ 

(G' G'— G'^G") (G'G'— G 6) 

(G''G''— GG) (G'^G"— G'GÖ * 



c''c 



— oa' 



€ c 



(G'G'— G^'G'O (G' G'— G G) 

^ ~ (G"G"— GG)(G''G''— G'G') 
In locum formularum 67) etiam has substituere possumufi: 

60^ i^a. — q— G^GQ (/— G^' G^Q — m' m^— n^n' 
' (GG — G'G')(GG — G''G'0 

etc. etc. etc. 

K 67) ipsae coefficieDtes quaesitae per extractionem radicis quadra- 
ticae pri>\eniunt; Signa ipsariini ct^ cl'j a^ b pro arbitrio assumi possunf^ 
«juibus deinde reliqiiarnm signa determinantur per 68) > advocatis aequa- 
tionibiis : 

ö(Ä'c" — Ä"cO + ö'(Ä"c — Äc") + ö"(Äc' — Ä'r) = 1. 

Cognitis coefficientibus substitutionum , ipsae G^ G\^ G*' rationaliter 
exprimnntur ope formularum 60)^ unde de signis ipaarum Gy G'j G" nihil 
arbitrarii restat. Quarum insuper una e reliquis determiiiatur per aequa- 
tionem: GG'G'' = A. 

20. 

Allatis, quae problematis propositi resolutionera oompletam oonoer-- 
nunt, adiiuigimus^ quae sequimtur. 

E formulis 45)^ 60) faciie flumit sequontes: 

-r/i\ 4 \ Ti ^ X n * ^ G« — G^^ COS i? — G"^ c sin f/ 

/ • T^ • ^ a — a'.cos 1? — af'huk »; 

^/ I D/ 0^ \ \ri * ft< Ga' — G'fc'cosi? — G"c'8in?; 
A' + B'cos^ + C »m(p = ; -jiT-. - 

i4"+B''C08(p4-^ «n^ = ; jT-: ^ 

' ^ ' ^ a — a' cos 17 — «"siDT? 

A +-^^50«^^+-«' sin\//=: 



a-^-6 cosö" — csin^ 

G/g — G"/?^cos» — G^^-?^^sIdi» 

a — b costl?' — c sinty^ 

■ ^ ■ ^ O aCOSlL^ C 81111^ 



B +B'co8T^+fl''8in-4^ 



V5. C\ G. J, Jacohi, de trans/oj-mnliont iniegralts duplicu ^1c, 33 J 

undc e 43); 

GG — G ^G^ c os^i»— G^^G^^Mn- ^ 9^ 

Quae formulae^ cum tAi 
has suppeditaot: 

j2\ r ^ 

5^7 



. Z;^ tJi ,__ 

'Jya&G —Q'&QOS^rj — G" G" 8ii^» i^) 



/v ^ g^ 

J V^[(A^A'co^^'{'A"smMfY— (B+ JB' cos V'+B^' sin V)^— (C + C' co8 ^ + (y' sin V)*] 

r d^^^ 

™^y ir(GG~ G'G«^ C08' t?-— O'^G" sin- <^ ^ 

quae integralia etiam hunc in modum repruesentare licet: 

r ^ öy 

J V{1 -(- m 008^ 9 -f" n sin*'^ -^- 2 /' cos qp sin y -f- 2 m' sin y -f- 2 n' cos4jp) ^ 

r ^0VL 

y V^(p4p/ C08* i/^+p'' sin* V; -j- 2 2 cos V^ sin t/; 4- 2 j' sin V' + 2 5'' cos ^) • 

Utraque yidemus per 72) in eiusdem formae integralia transformari , quae 
uontri^r! limitibüs inter se difiere possuiit 

His addimus consideratiönQS «equenfes, quibus theorematum inyen<^ 
torum insignem confirmationem nanciscimur* 

Sit brevitatis causa r 

Ä SS 4^ B cos 9+ CsiD ^ + (^'+B'cos.4jp+ Odaq)) cost^ 4*(-«rf"+ ß^'oos 9} + Q'^mqi) sin t// 
zszA^A'co%\ff'{'A"9\vL\fß-^ (B+fi'cos V+ß''8inV/) cosy + f C+ C'co&V + C'^Wi%p)%inq>; 

proposita aequatione 
eruitur : 

(|5W— (B+B'co8ti^ + B''8ini^)sin^+ (C + C'co8V' + C^'sini;f;cosy 

^ = V[( B + B' cos^ +B'' fiJni^)» +(C+ 0^0081//+ C'sinM')*— (.f + >ir'cos'i/^+^"8inv/)*] 

(|5\ -=— (/i'+B'cos^ + C^ 8in9) stn^ + (^''+B'<eo« f?+ C"8iny)€08 V 

43» 



332 25. C. 6. J. Jafiohi, 4e tranrformmtimu intesraUs duplms ete. 

DfflfereotiBte autein aequatione it rsO, prodit 

sive «nc anleoedentibiis: 

rt ^ ^ ^_^ S>9L. 

Cuiiis aeqoatioius differentialM integrale est aequatio, e cuius illa difieren- 
tiatiiNie nata est^ jR s=s 0^ et facile patet^ integrale esse completum. 

Eodem modo^ proposita aequatione: 

G — G'oosiioosd — Csiniisin^ s= O, 
fit diflfwentiando : 

dn j d& 

G' cos fi Sinti- — G'^sinfi cos-d- • G' sin^cos& ^^ &' eoBUsin^ • 

ex aequatione autem proposita sequitur; 

O'cosjf sind— ö" sinncosd r= /(G'G'cos*u + G'^G'^sin'if— GG) 
G' sinn cosÄ — G"oosn sind = /•(ö'ö'cos^if + Ö"Ö''sin*if -- CG), 

unde aequatio differentialis fit; 

3n .4.^... ^ =« n 

V'(G'C'co8»i2+6''G"»iii*i2— GG) ~ V(G'G'cos»^4.G''G''siii»^ — GG) "> 

cuius igitur integrale est: 

G — G'oosifcosd— G^^sinifsm-^ =3 0^ 
et facile probatur integrale oonipletum esse* Jam quoties per oertw quas- 
dam subsötutiones aequatio difierentiidis proposita in alteram abit, per eas« 
dem etiam integralia earum coropteta in se invicem abire debent, et \ice 
Tersa. Yidemus autem per 72), aequationes illas di£PerentiaIes, adhibitis 
substitutionibus nostris^ in se iovicem abire f per easdem igitur aequatio 
/{ =s O in hanc mutari debet: 

G — G'cosncosd— G"sinf?sind = 0^ 

quod e 58) fieri patet^ 

Alterum, quod adnotare plaoet, hcw) est. E formdia 53): 

tang4(^'— (p)tang4())— )iO = « — ^, 
set^uitur, angulos |((p' — (p), i(ij— ^0 eodem semper tempore cresoere vel 
decretoere, atque utrumque simul quantitate 9 augeri, ideoque ipsos (p, ir 
simul quantitate 2« augeri. Idem de angulis \^, ^ valet« Hinc fit e 59).* 
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J "^J^ R J V, G~ G' co89cos^— G"»nn »in^ ' 

fi nottf autem oakuli integralis praeo^tv fit: 

__^ 1 

"" ViiA+B cos «jp+Csin y)*— {A'-^»«» (p +C »in 9»)«— (^'+B"co» T-f-C'ua ^p)*3 

1 

^+^ dj^ 1 



1 r 



'Inj 9 

2?iy„ G — G^€08i7cost9^'-G''9iiii7 8iD^ ** V(6G— 6'6^co»»tl>~G''G''8in»^t)* 

Quibus siibstitiitis in 73) f€MnnuIae 72) proTemont^ qua» %itiir ambas via 
niaxime direcfa de unica 59) decurrere videmus« 

Ut integrale duplex propositum respectu utriusque angnli (Py yp per 
totam peripheriam exten<£ possit^ expressio R pro nullo valore reali ipfto^- 
mm <Pf ^ eTdue.<?oere debet^ quo casu substitutioiies Bostras sen^er reales 
fieri^ a priori iu introductione compn^tum est« 

Per transformationem Binomm integralium mnplieiuiii) quam for« 
mulae 72) suppeditant, subsfitutiones propositae omnino determinatae aunt^ 
unde transtbrmatio integralis duplicis ad illorum transformationem revooa» 
tur^ quod est probkma notunu 

puemadmodum per theorema $i 18» de transfomuitione integralis du*^ 
plicis propositi alterius integraUs duplicis transformationem deduximuSf ita 
etiam de formulis 72) binoram aliorum integralium simplicium traimfornuH 
tionem derivare licet ^ quam in introduetione adstnoimmu 

Eadem ratione^ qua formulae 72) demonstrantur^ oomprobatur sequens 

Theorema« 
^^Posito 












Vr S3 r 



V = 



a — hu — c i; 
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designantibus coefficientibus Uy ß etc. Idem atque in ante- 
cedenfibus, fit: 

/" dy d z 

_ f es'ds'' 

/^ di0* d w" 

~yv"(l— MW — i;v)[GG— G'G'ttw — CG''i;i^' 

quae integralia duplicia^ adhibitis 61), etiam hunc in modum 
exhibere licet: 

yr\ hybz ___„___ 

Utraque yidemus, uti integralia 72), in eiusdem omnino for- 
mae integralia tt*ansformari, quae non nisi limitibus inter 
se differre possuntV^ 

Per theorema §i 18« ex: hoc tbeoremate duorum afiontm integralium 
duplicium transformationem derivare licet, quibus adsoribendis supersedenMia. 

Dedimii» antecedentibus solutioncm problematis propositi comple- 
tam; siniul dcmonstravimus , eandem analysin, (jua ad solutionem tUam 
usi sumus, problemata maxime diversa aniplecti, duorum integralium qua^ 
druplicium, sex integralium duplicium, quatupr integralium simplicinin trans- 
formationem» 

His alias paucas annectimus observationes , quae cum nuBume ad 
quaestiones cognatas pertineant, et ha» nostras quaeationes aliquantulum 
ilUistrare credtmus, 

2K 

Quaestiones antecedciites solutionem con^letam continent proble* 
matls, ad quod adeo problema propositum revocatur, integrale 

/ ^9> 

•/ V"(/ + m co8^ y -j-/i sin* y 4*2^'co5 9 sin y-f-2/n'8iD<)p-|-2 f»' cosqp) 

per substitutiones 

^ a — a' co8?^— «"sinT^ 

. ^ r — y cos 17 — y^sini? 

sm(p =B ' ~ L, ' 

^ a — a C0S1?— «"siDi; 
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/v 



(ransformare ui hoc simplicius 

^(jL — M C05'' 7; — A sin-" //j ' 

inreniiintiir enim Z/, My N ut radices aequationis cubicae 66); cjiilbus in- 
veutis e 67)^ 68) coefficientes substitiitiouis adbibitae determinantur«. 

Observare coovenit, per substitutionem clusdem formae integrale 
ilhid etiam in banc formam transforniari posse: 

r ^n 

quod quibusdam casibiis non sine usu fit. TrausformaUonem illam, in in- 
troductione probaviinus, realem in modum succedere, quoties expro^i^sio 
sub radicali 

/-+ TW cos'(p + /2sin^(p + 2 /' cos (p sin (p 4" 27w'sin<p + 2'2'eo8(p 
aut pro nuUo valore reali aut pro quatuor valoribus realibus anguli <P eva- 
nescat» Hanc autem transformationem realem in modum succedere^ pro« 
batur^ quoties expressio illa aut pro nullo aut pro duobus tantum valori- 
hv» realibus anguli eFanescat. 

Porro Tidimus antecedentibus^ transformationem illam convenire cum 
problemate geometrico de axibus principalibus superficlei secundi ordinii 
investigaudis« Quo utriusque problematis consensti fit quidem^ ut utrique 
idem sit caiculi decursus^ eadero^ levi mutatione facta^ expressionum ana*- 
iTticarum^ quibus incognitae exhibentur, formatio; quae tarnen ea est mu« 
tatio^ ut nullo modo yalores numerici incognitarum alterius problematis ex 
altero desumi possint^ cum adeo^ quae in altero reales sunt quantitates^ 
in altero imaginariae existant« Aliud autem exstat problema geometrician^ 
quod aiialytice tractatum cum illo ita convenit^ ut nulla omnino mutatione 
facta^ eadem anatysis^ eaedem formulae utrumque absolvant, iidem incogni-» 
tarum ralores prodeant. Quod problema ^ e perspeotiva sive proiectione 
central! petitum^ hoc est: 

9^datis in eodem piano duabus sectionibns conicis, de-- 
^^terminare situm oculi (centri proiectionis) et tabulae 
3,(plani^ in quod proiicitur), ut sectiones conicae pro- 
^^iectae fiant concentricae atque insuper altera circulus«" 
Simili modo alteri problemati de tran^^formando integrali prq)Osito in formam 

dv 



/v 
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respondet proUema geemietrioum hooe 

^datis in eodetn piano duabun secHonibus conicis, deter- 
^minare situm oculi et tabulae, ut utraque proiecta fiat 
yyoirculus.'' 

Quorum problematum aolutionem geomefricam apudCL Ponoele^ Wrum 

nurffioe in quaestionibus geometriois venatnm^ Tidere licet in opere oele« 

berrimo pfDe proprietatibus figurarum ^ ^uae figuris proiectis manent.** 
Froblemata matem iUa geometrioa cum nostris convenire^ fiaoOe 

huoc in modum pateL 

Sint Xf z coordinatee pimeti in plauo figorae propositae, ^^ s'^ 

ooordinatae puncti proiecti in piano tabulae^ üeioile probatur^ int^ utrasqiue 

ooordinatas obtinere relationen sequentis fbrmae: 

quarum ooeffidentet a mtu oouB et tabulae pendent» Ponamus^ in plaao 
^sarum y^ z datum eaie circulumy oimis aequatio ait 

mmikpie ae c ti ten e m oonicam^ eduus aequatio: 

/ 4- myy + nzz -{r 21' yz + 2m' z + 2nry ^ 0. 

Quibus in aequationibus substitutit ?aloribus ipsamm y^ Zy quos apposui- 

mus^ prodeunt aequationes sectionum conicarum» in quas data)» proiiciun- 

tur« Sint coeiTicieDtes »y ß eto« eaadem^ quas in quaestionibus anteciv 

dentibus detorminavirnus^ fit: 

l — y^/^j/zy/ 

l—yy-'ZZ = ^^_^y^>,,/)af 

l + myy + nzz + 2l'yz+2m'z+Qny =• (a^a^s^^a^^s^^^ — > 

unde figurae proieetae aequationibus definiuntur; 

t — s's'—s''s''s=: 0, GG— G'&s's'— G''G''s''s'' = 0, 
€{uae sunt aequationes cirouli et sectionis conicae ei concentricae , ad axes 
principales sectionis corneae relatae« * 

Sint rursus ooSfißoieirtes substitutionis Xy ß etc. ita determinatae^ ut fiat 

ideoque, ut antea, drculus proiectus renasoatur oircuius; iam Toro pona- 
mus^ etiam alterius sectioms conicae proiectionem drculum fieri ; ciüus ae- 
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quatioi siqindem axis ipsarum s^ per utriusque cirouli centnim ponitu 
forma gaudebit: 

unde obtineri debet aequatio: 

lam qiiia 1— yy— ««, l—^'^'—^''^' gfmul evanesoimt, ubi pooitur 
y=sco8(p, «=5ttn<p, simul ponere Beet, ^' = co8)j, ^''sssmij, unde ae- 
qiiado proposita in hano abit: 

/+mcM*^+738iii*(p + 2/^eM9rin(p-f 2m^8m(p-{-2^^o(Mi9 

^^ L — Mcos fi 

"" (a — a' cos 17 — a^sioi^)** 
siquidm : 

P—Q(l+aa) = i, 2Qa = -M. 

Hino^ cum ex aequationibus^ in quas substitutiones propoaitae abeui^: 

Oos(P s=: i- ^ ^ i 

^ a — a' cos iy — a" sin 17 

•^./A «= y — y^cosiy-^y^^sJDiy 

am (p C55 — -— : — j 

aeqoatur 

dfias ^^2 , 

^ a — a'cosijy — flr^'sioiy' 

obtinemus : 

/ ' §jp — / dn 

y^[l^mco%*g>+nsia^<P'{'2l'co$fpBinqf'\-2mfün(p'{'2n'eos q>) JY'{L— M cos fj)^ 

quae igitur transformatio et ipsa e solutione problematis geometrioi atatim 
provenit« 

Neque consensua ille quaeationia geometrioae et aualjüoae tam am« 
mdaria videri debet« Nam oum certis quibusdam coufigurationibua certae 
expressiones analytioae respondeant^ ubi per proiectionem ai^e aliud quod« 
übet histrumentum geometricum configurationem datam ad simplioicrem 
vel magis regulärem revocaa^ simul expressiones aDalytioaa^ quibua oonfi« 
guratio continetury per aubsthutiones idooeas^ quae Instrument! geometrioi 
locum tenent^ in simpliciores transformatas habere debes» E qua obser* 
vatione band raro ab elementis geometricis ad graTiorea quaestiones ana- 
lytioas transitum petere licet ^ qualem antecedentibus indigitaTimus« Ita 
universas de proiectione centrali quaestiones ^ quales Cl. Poncelet in 
opere laudato instituit^ adhibere poteris ad transformationem functioDum 
duarum variabiiium y, Zy quae pw aubstitutionea 

CMle's lounud d. M. Bd. YUL Hft. 4. 44 
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obtineri posrit. Nee non yioe versa ^uamodi transformationen] y uti vidi« 
mii8| ad quaeBtionmn geometrieam transferre lieet. 

(^uod oum neo umi nee degaotia eareat^ generaliter coelBoieiiliiiiii 
Bubstitutionam ngnffioatioiiem geometrioam, qua in proiectione oentrali gau« 
deuty qumi breriter lioe^ exponamus« Unde smgulia oasünis sine Degotio 
ooDstniotioBeB geometrioas^ cpiae oaleulo respondeDt^ enuB^ aicuti in altera 
proMemate geometrioo exempli causa monstrabmius ^ quod Wa analyiioa 
oonttniendi^ negotium inextricabile videbatur» (Cf« Ponoelet TYaitä des 
propriMs projectives etc. pag. 60. notam.) 

Theoria analytica generalis projectionis centralis. 

23. 
Sint igitur^ ut supra, y^ z coordinatae punoti in piano figurae pro- 
positae^ s^y e*^ coordinatae puucti proiecti in piano tabulae; datis aequa- 
tionibuSy quae inter utriusque puncti coordinatas obtinent: 

detenninandi sunt per ooefBcientes «^ ß eto« 1) situs tabulae^ 2) situs centri 
proiectionis s« oculi^ 3) situs axium coordinatarum in piano tabulae* Situm 
tabulae determinabimus per intersectionem eius cum piano figurae et an- 
gulum indmationis utriusque plani« Oculum determinabimus per intarseo- 
tionem plani figurae cum piano tabulae parallelo^ quod ex oculo dudtur^ 
per punctum 9 quo perpendicularis ex oculo in hanc lineam ducta ei ob- 
venit^ et per ipsam hanc perpendicularenu Axes coordinatarum in piano 
tabulae determinabuntur per puncta et angulos^ quibus iDae intersectkiBi 
tabulae et plani figurae occurrunt. 

Aequationes inter coordinatas puncti propositi et prmecti cum im- 
mutatae manean^ coefficientibus «» ß etc. omnibus in constanton arbitra- 
riam ductis^ statuere placet: 

a(ß'y'_ß''y') + ß(y'a''_y'^ÄO + y(«'ß''— «''ßO = 1; 

sit porro brevitatis causa: 

aß'— «'ß= c'\ 



ßv-ß'y= «» 


ry-ßy" = - 


-0', 


y'«"— y"«' — -_Ä, 


7"« — y«"=: 


V, 


«'ß"~Ä"ß's= — C, 


«"ß~«ß" = 


c, 


unde vioe yena etiam: 
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puibas statutis, ex aequationibus 

sequihir: 

. 1 



«'— 6'y_-c'« 



»/ 






ideoqne vioe Tersa: 

a — by — c« ' a— 5y — c« 

Constniatur in piano figurae triangnlum AA*A*\ cuius lateni A*A'\ A''A^ 
AA* dantur per aequattones: 

linde inveniuntur ooordinatae 



ipaiuB ^ ••••'^9 -^ 



ipsiuB ^'•...^, ^ 

Faeile patet, axes ipsarum s'^ s^* esse proieotiones lineamn 
^^y AA'^j ideoque tnitium coordinatarum in piano tabula« 
esse proiectionem puncti A. Porro, lineam A'A" proieotam ii 
infinitum abire» sive designante O centrum projectionis^ pla 
Bum OA'A" esse tabulae parallelum. 

Hinc sequitar^ axes coordinatarum s\ s" lioois 0A\ OA' 
par allelas esse^ ideoque, ubi illas orthogonales statuimus, angulun 
A^OA^' esse rectum, sive oculum in spbaera positum esse, 
ouiiis diameter A'A^'. 

Contemplemur intersectionem oommunem plani tabulae et figurae pro- 

positae« Quae cum sit lineae A'A^' parallele, aequatione exhibetur formae 

a — hy — c% = rf. 

44* 
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Quae aequatio^ Bubstitutb ^arum y^ t raloribusi m hano abit: 

rf(Ä— «'^'— «''O = u 

quae est aequatio eiusdem lineaei in piano tabulae ad axes oaordinatamm 
s'^ y^ rdatae* Sint B\ B^* puncta^ quibus haeo linea axibus ooardinata« 
rum y^ s^' oocurrit^ sit porro P initium ooordinatarum s% ^\ fit: 

unde etittin^ eum tnangula OAA\ PBB' similia sint: 

A puncto ducatur perpendioularis OA'^^ in lineam A'A*'^ fit: 
unde cum ooordinatae ipsorum A\ A^* sint 

prodeunt punoti A^*' coordinatae: 

Ferro nanciscimur: 

Detenninattt puncto ^^^^ et linea 0A^*\ iam yidemus^ oculum O in pen-> 
pheria drcnli situm esse^ cuius centrum A''\ radius OA'^*^ planum lineae 
A*A** perpendiculare« 

Puncta B% B^* in piano figurae propositae etiam considerari possunt 
ut intersectiones lineae B'B^' cum lineis AA\ JLA*'^ unde inveniuntnr in 
piano figurae propositae coordinatae 

ipsius B'.... ^~; — f — ^— 
ipsnis B'\ . • . c.-^, — , i—— — , 
unde, cum Sit: ä/c'+«"c"=:«c, «'4'+«^'4'' = «*, 

fit-- B/B//:==^(6Ä + cc).f^^ 

Alia autem ?ia invenitur: 

B'B''=: ^(PÄ''+PB''*) = .^|=^/-yÄ' + «//«'0, 

quibus vrioribus inter se comparatis, obtinemus: 
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InveDta d^ finea B'B'^ sive inteneotio tabulae et plani figurae propositae 
onmino determioata est. Unde iam omnia, qaae proposita erant^ determi- 
nata mmt praeter angulum inclinationis tabulae et plani figurae propositae» 
Observo autem^ per coordinatas punctorum A^ A^j A*\ quae sunt quan* 
titates sex^ per punotum A^^* in lioea A^A'^ positum^ cuius detemmiatio 
quantitatem aeptiinam requirit^ atque per distantiam OA'*^ oculi a linea 
A'A'*^ quantitates novem «, ß^ etc^ inter qiias iam aequatio^ quae arbi« 
traria erat, statuta est: 

«(ßY— ß"yO + ß(/«"— y'»0 + y(«'ß''— «"ßO = i> 

prorsus determioatas esse« Unde angulus inclinationis tabulae 
et plani figurae propositae arbitrarius manet^ quippe a quo 
coefficientes «^ ß etc. non pendent* Quod etiam fiadli oonsidenn 
tione geometrica patet« Hino simul sequitur^ ex ipsa natura projectionia 
situm oculi absolute determinatum non esse; sed looum eins fore peripbe- 
riam circuli^ cuius centrum in linea A^A^^ positum et euius planum ipai 
A'A^' perpendiculare^ Tel etiam superfidem ounram^ qoae rotatione curvae 
oiroa iineam A'A'' generatur« 

Jam antecedentium applioationem monstremus exenqplo sequente« 

24. 
Problema# 
^^Datis in eodem piano duabus seotionibus ooniciSf de« 
terminare situm oculi et tabulae^ ut utraque proieota Hat 
circulus/' 

S o 1 u t i o« 
Antequam ipsam problematis propositi solutionem aggrediamur^ pauca 
de cbordis idealibus^ quas CK Foncelet appellavit) antemittamus^ ne* 
cesse est. 

Data linea in piano per dua eins puncto^ saepius fity ut puncta ima« 
ginaria fian^ linea reabs maneat. Quod semper acddi^ quoties ooordinatae 

alterius: /> + /y> /'' + ^'/ 

alterius: p — /f, />' — /y', 

designante i rursus /* — 1. Quippe ex aequatione lineae per utrumque 

punctum ductae quantitates imaginariae abeunt^ quae per regulas notat 

invenitur; , . . 

Nee non utriusque puncti centrum invenitur reale • qu&>pe cuius coordina* 
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tae enint p^ p\ Quadratum autem di^tantiae inTenitur aequale quantitati 

Froponantur iam io eodem piano duae ourvae algebraicae^ qoae n pimote 
aiye realia sito unaginaria commimia faabent ; e regulis notif»iiiiig algebrai- 
eis punota imaginaria aemper bioa inter ae coniuncta erun^ ita ati quotiea 
altwiua coordinatae sunt ^ + 'V> Z'^+'V^ ttlterius woXp — i^^ p' — i;^ ideo- 
que lioea utnimque iimgeiis realis fSX. Quam lineam realem^ ommbiis chor» 
dae communis proprietatibus gaudentem^ neque tarnen realiter punota oom« 
munia iungentem^ Gl« Ponoelet ohordam idealem oommiinem vo» 
cavit. Neo non ex iis^ quae supra diximus^ eentrum diwdae idealis reale 
fieri vidimusy quippe cuius coordinatae sunt p^ f. Quantitatem autem 
^{ifq^j'^') Gl« Foncelet semichordam idealem TOcaWty quippe 
cuius quadratum negative sumtum quadratum semidistantiae binonm 
punctorum imaginariorum constituit« 

His antemissis, ad problema propositum accedamus. Sint aeqoa- 
tiones sectionum conicarum propositarum : 

' + ^yy + ''«« + 2/'y« -f 2iw'«4- 2/i'y sss 
^-^ AAyr + v« + 2A'y« + 2/^'« + 2ir> ss 0* 
Quibus in aequationibus substitutis ipsarum y^ z valoribus : 

aequationea duorum drculorum prodire debent« Ut altera proiectio dr- 

culus evadat^ aequationes conditionales obtinemus: 

/«'«' +#iiß'ß' +/iy'7'+2/'ßY + 2/7i'y'ö'+2#i'«^0' = 

/«' V^+/wß"ß'^+/iy'Y'+ 2/'0' Y'+ 2 m'y' V+ 2 n' «"ß'', 
U' a''+m ß'ß''+ n yy'+ /'(ßy'+ß''yO +/n'(/«"+/'«0 +/» Vß"+«"ßO 

= 0. 

Quarum io locum sequentes duas substituere licet: 

+2/'(ß'+/ß'0(/+'yO+ 2m'(y+/7'0(ct'+/V0 + 2/i^(«'+iV0(ß'+^ß") 

+ 2/'(ß'— /ß")(y'— 'VO + 2iw'(y--iY0(«'— /vo + 2/i'(»'— iVO(ß'—iß'0* 

E quibus pafet curvae propositae^ cuius aequatio: 
bioa pimcta imaginaria esse^ quorum coordinatae sunt 
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altenus: ,y . >; , ^-7-7—^7» 

alterios: v:~! ,; » ^,'~! ;, . 
Aequatio Kneee^ quae per illa tranrit^ fit: 

siTe e deDomhiatiombus supra adbibitis: 

a — by — cz = 0, 
quae erat aequatio lineae A'A^'y quam igitur yidemus neoessario ohordam 
idealem oorvae propositae fieri. Simul oentrum chordae ooordioatas habet: 

a* a' 4- a" a" > «' a'-f- «" «" * 

quod igitur videmus eme punctum A"\ Semichordam idealem nandioimur: 

quae ex anteeedentibus est Uuea 0A**\ Ihide yidemuB^ ut ourra preiecta 
fiat ciroulusy oeulum in peripheria eirouli statui debere, cuius eentrum est 
oentrum eertae cuiusdam ohordae ideaüs^ euius radius est semiohorda idea* 
IS^f et cuius planum chordae ideali perpendiculare; tahuiam autem ecd- 
piendam esse parallelam piano per oeulum et chordam idealem ducto. 

Eadem etiam de altera sectione conica proposita Talen^ cdhis pro- 
iectio ut drculus fiat, puncta üla imaginaria in hac quoque siia esse de« 
bent, unde linea per illa transiens fit utriusque seclion» corneae ohorda 
communis idealis« Quae est constructio quaedtaf a CL Poncelet looo 
dtato eadhÜMta« 

Jam ad obserrationes aEas transeamns» 

25. 

OedB dim in Commentatione de singulari quadam duplicia 
integralis transformatione (t. Diarium Crellianum, ToL IL 
pag« 234 sqqOf theorema memorabfle^ designante ^ fiinctionem quamlibet 
integrem raticmalem seeundi ordinis quantitatum cost^i snt^cos^» sin^sin^ 
huiiismodi: 

^ = a+e'cos^+^^'™>>/^co8^*+fl"'sin^'«o(p^ 
. +2&'cosx^+2&''sin^cos<p+2y8invf^8in(p 

+2c'8in^//*cos(p8in(p+2c''cos>^sin>^sUi^+2c'''cos^sfai%/li'Cos^, 

integrale duplex indefinitum 



/* %intfßdf/fd(p 



? 
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transfiMniiari posse in boo simpliciwi: 



/z 



G+G'cosi?» + G"8iii^'co8**+G''«iiiii*Äinö'** 

idqpie per substitutioneB formae 

De quo dieoremate^ obseryo^ prodire theorema §• 20. propositum^ ponendo 

rin%^€08(ps=^) sin ^ sin (p SS ;ey unifoosdssir^^ ainifsinds^^^y 
atqne uisi^er in expressione ipsius ^: 

«^ = Ä' = c'' = c"'=0, 
quo oasu e formului looo oitato traditis fit: 

Fauoa hoo loco de subsütutionibus illis^ de quibus loco oitato brevius actum 
esti addamus« Quemadmodum enim substitutionem: 

^ a — a' cos 17 — a'*a\uti^ ^ a — a'cosii; — a^' 81019 

ad rdationem simplicissimam inter tangentes arcuum i((p — <p')y |(fr — nO 
reTOcayimus^ ita illis quoque multo oomplicatioribus reductionem aimilem^ 
eadem simplicitate gaudentem^ applicari posse yidebimus« Porro monstra- 
Inmufl) quomodo aedecim substitutionis coeiBcientes^ inter quas decem re» 
lationes locum habent^ per quantitates sex commode exprimantur. Reia» 
tiones inter coefficientesi quibus cum in finem utemur^ loco citato demon« 
atratas invenis*). 
Statuatur 

atque eligantur sex quantitatea novae ^^ €*\ t''^^ ^^ ^\ ^'^ tales iit fiat: 

jg-coe>H.5gr8in%^cos(p + -^.8in^//8in(pJ 
+ [«' oo8^ + £^^8in>j/ cos<p + f ''' aiö ^ «n <P]* 

unde cum inter eoefficientes novem relationes sex notissimae looum hu» 
bere debeant^ e quarum numero uni 



^) Quaotitatem arbitrailam, loco citato pst k dei{gnataoi| hie ponsmos ssi« 



25. C. G. J, Jaeohip de trtm^formatione iiUegraUs dupKtis ete. 345 

S'S' , S"»" , 8"' 9"' _ 
MM *T" MM "^ MM ■" ^ 

iam satisfaottim est, e quantitetibiis sex assumtis e', t" etc. unam pro ar- 

bitrio determinare licet , quo facto reliqufie etiam determinatae erunt. 

Statuatur porro: 

«' «' + *" x" + t'" al" = «. 

«'y'+ ?"y"+ 8'"y'" = y, 

unde» cum etiam sit: 

]äf« +10^« +:m* "^ig"* 

M^ '*' m"^ "^ Mf ""Äf'» 
fit) temarum quadratamm stmimatione facta: 



ßß+ 1 := ß'ß' + ß"ß" + ß'"ß"' = ^ßß4-ß.ß. + ß.ß. 

77+ 1 = yy + yY'+y"Y" « ^y7 + y.y. + y.7.» 

ideoque: 

i = ^+ß.ß.+ß.ß. 



MM 



Porro fit« 



^* ßy + ß»v. + ß.y. = ß7 



MM 

88 

MM 



7« + y,«, + y,«, ?= y« 

** «ß+<».ß. + «.ß. = »ß. 



MM 



ideoque : 
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De qiübus formolis sequitur aequatio identica: 

[^ca8f? + ^8in>fC08d^+-^8iiinsindj 

+ [«1 cosif + ß, sinif 008<& + y» «intj »in-^]* 
+ («1 cos>? + ßa sinn cos^ + 7« ^^ sind]* = 1. 
Subatitutioiies propositae etiam hunc in modum repraesentantur (K c, p. 240«): 

S' — a' cos 72 — ß 8jni;co«i^ — y' Ria i? sind" 

COS vt' = — — —5 3 — : a • — S 

^ o — a cos 17 — pF sin 1} cos \r — y sin 17 am tj* 

, ^ 5" — ir"co8W — ä^*ünnco%& — y" sin w cos t?" 

^ ^ <i — a C0S1? — /T sm^cos^ — 7 sini^sintj' 

. , . ^ Ä'" — a'"cos w — /y"sin * cos 1^ — /"'sin iy sin iJ* 

8in\//sm(p t= j '- — "a—^-^ 5 — \. ' * a ? 

^ J — ^a cos?2 — p sini^costr — /sin^siDtur' 

de qiübus per formulas traditas derivantur sequentes: 

JM + S'cmyp + J''8in^// co8(p+ J'''sin%// sin?) = 

^Ä" M^ -^"t" ^ ^*^ 4" /^^i° ^ ^* ^ "f* y *io ^/ »in<> 
^ ' ^ — acos9; — /Ssini^cost?" — ysini/sinö*' 

8^008 \/^ + 6''8in%/^ cosCp + f'^pinv/^ 8in(p = 
Uj cosiy -{"/^xSini? cos^ + y^ sini y s in^ 
A— -a cos i|—-/? sin 97 cos 19* — /sin?? sini^' 

^cos^/ + ^"8in-s//co8(p + ^"8iD\/>sin(p = 

g^ cosi? 4* ßa si° ^ ^"* ^ 4* y» ^^° ^ *'° ^^ 
^ — a cos 17 — /?sm 97 cos & — y sini? siniS' * 

lam ponere licet: 

mC08^+ J^8ln^^co8(p + j^8mv/^8m(p = ^^,,^^^^ 

«'co8v//+ e'' sin %// COS <p + f'''' sin%^8in(P = ^ , ^^ , ^ ^ 

^'C08^// + ^''slU^^C08(P + {'''8lnx^8in(p = i^^/!^^^^ i 

ipiippe in utraque aeqiiatiomim parte sununa qiiadratonim fit = 1. Siini^ 
liter ponere licet: 

^0O8ri + ^sin)|COsÄ+|^8ini)sinÄ = 1^^?^^' 
«I wsfl + ß.8in>)C08^+ y, sinijsiiiÄ = i^t'^t'^u'u' 
«t cos t| + ßa sin y\ cos 5+7« »in t] sinS* = ^ a,//»/^, ,,/,/ ^ 
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uiide iam rdationesi quae iater angulos yp^ (p et yj^ & propositae erant, ad 
relationes inter quanfitates t^ u et i'^ u' revocatae sunt. Obtinexnns autem : 

t r€' coft fff «{* €** sin fff cos (p 4" *'" »in t/^ si n y 

M M4- 5' cos t// + d" siD t/; cos ?> -f- ö'" sin t/; sin qp 

u V cos t// + %'' sin V' cos <]P 4" ^''' sin rp sin qp 

M M-j- d' cosy -pö^i^^^* 9 nh ^'"sia t^ sin y ' 



porro : 



t' «X cos !7 + i^f sin i; cos iS* 4" / 1 sin i; sin i3" 



M itf-|- « cos ly -|" /^wn iy cos i?" + y sin ij sin i?" 

ii' ^^^ Ca COS i; 4* /^a sin ri cosi^ 4* y^ S'" ^ ^'" ^ 
M "^ M4"« cos>y4~/?»inif7cosi^4"y****^' ****^* 

Quapropter relationes illao iutor ^ z/ et ^^^ i/' in has simplicissimas redeunt: 

Quae sunt relationes qnaesitae siinplicissiinae^ ad quas substitutio proposita 
revocatur. 

26. 
Expressiones sedecim coefficientium per qnantitates sex hunc in 
niodum nanciscimur. Ponatur: 

-^=8inZ>' €' = cosD' eosÄ' i' = cosD' sinE^ 

^ = sin ö^ 0" = cos D'' cos E" ^' = cos />" sin E'' 

^ = sin D'" t'" = cos D'" cos E"' C'" = cos D'" sin Ä'", 

ubi propter relationes^ quae inter uovem quantitates illas locum habent, fit: 

sin D' = -- v^Mg (E'"— «0 cotg (£' — £")] 
vmD" rr= _ ^r[cotg(£' —£'0 cotg (£"—£'")] 
%mD'"zsz — v^[cotg(£"— £"Ocotg(£'"— £')], 

quas aequationes, posito 

cos (£'— E") cos (Ä"— Ef") cos (£'"— Ä') = — AA 

ita repraesentare licet: 

♦«"g^'=c^r(i^' *«°«^'-j^^-iö' *«"ß^"-c^^)- 

Quas formulas minus usitatas^ quarum ope novem eiusmodi quantitates^ 
inter quas relationes sex interceduut^ per angulos tres E\ E"^ E'*' commode 
exprimuntur, CK Euler olim adaotayit (y. Diar. Cr eil. Vol. II. p. 183.). 
Sinuii modo ponatur: 

•j^Äsinui Äj =cos-<4f coB-^' «j = cos -^ sin -^' 
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^sxsinB ß^aeosBoosB' ßsSoosBsinB' 

•^ssunC y» CS OM (7 cos C yaSseosCsioCV 

ubi rursus: 

nn^ r= — /•[eotg(C~^^>ootg(^'— BOl 
«n B = — irfcotgC^'— B') ootg(Ä'— C)] 

MB C = - /-[eotgCB'- C) cotg(C— rfOJ, 

tire etiaiUy posito 

co«(^'— BOc«i(B'— C70«e«(O^— -rf') «b —A'A', 
fit: 

lam • fermuUt tvadkis faeOe sequftar: 



.// 






«t-f.r"«,-|- ^"«^ 



" JIIM 

Und«, porito inftuper itf = tang/*^ sedecim ooefficientium exprenioneB ob* 
dnas sequentes: 

«stangfcsinud^^ ß =s tang jx sin B^ 7=stangjEc= BinC^ 
^ = Becft; ^'astangfiBinZ)', ^" = tang/*sinD'', *''' = tangf* am fl 

a' sEs »ee /ti Bin ö' sin-^ + cobD^oob^ cos(JB' — ^') 
ß' = 8ecf*8inD'Bmfi + coBJD'coBBco8(£— B') 
y' =: 8ecft8m/)'BiDC + GO6l>'eo8CooB(£'~C;0 



!/## 
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a" = teoftnnD" nn A-}- cos D" <io»J i:M(E"—A') 
ß" =s= wofismD" smi?+co8l>" co«B co8(Ä" — B') 
/' = secjtt BinD" sin C -j- coaö" cos C cos (E"— C) 

»'" rs seoft siu D^'^sin A-^-ew D"' cos ^ cos (E'"— A') 
Q'" = sec^ sin D'" sin B + cos Z>"'cos B cos (K'"— BO 
y = seo/* sin D''' sin C+ cos Z)'" cos C cos (£'''— C). 
AngiifoB D', D", D'" per differeotias ipsomm F, Bf', Ef", angulos ^, B, C 
per differentias ijpsonim^^, B', C expressimus, unde sededm coefifioientes sub- 
stitationum propositarum per angulum (i et differentias anguIorum£', E'\ E!'\ 
A\ B', C'y quae sunt quantitates sex, expressas habes ; quod erat propositum. 

27. 
Transformatio integndis duplids 

quae per iffiotam sobstitutionem obtinetiir^ et ipsa, sitiüfi franiftforniatia illa 
integralia siinplicis, introductis quantitadbus imagioariis^ ad aliud problema 
algebraicum revocari potest^ quo agitur, per substitutiones :^ 

a? = «^ -I- a's' + Ä^'^" 4- cl'^'s'" 

quae identice effioiaut: 
simul expressionem : 

+ 2e' s'' %*" -f 2 c'' tf ''' y -f- 3 €?''' ^' ^'' 

transformare in hano simpliciorem : 

Gww-^^ &xx^ G'^yy-i^ G'" zz^ 
Statuatur enim: 

= ww + a?ar -f jy Afxt^s^^s^ s's^^ .y'V-f ^'"^% 
unde ponere licet: 

7- = / C081), "^ ^^ i'sinj^ coB'&y -^ 5=3 /wni) sind; 
porro loco qumititi^in} 
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ponatur respective: 

c, — ß', — ß", —a"\ —ib\ ^ib", ^iV'^, — c', —&', - 
et loco (juantitatum : 

^S ß; y^ ^^ «'', ß", y'^ *'', «% ß'"; 7'^', h''' 

ponatur respective: 

-/«', ^'3^, W/, Wj; W«'', Wß'', W/', Wr, WV^', Wß% wy', W^^'; 

nee non loco G', G'', &" ponatur — G', — G", — G'". Quo facto 
aequatio : 

facta divisione per ww^ in hanc abit: 

i 

[^-|-5' co8^ + S*' sin if) cos tj^-j- d'" sin f) sin ^^j^ 

= G+G'cos«)j+ G''8iVt)C08«d+ G'"«in*ij8iVd; 

nee non substitutiones in supra adhibitas abeunt; de quibus cum facile 
sequatur : 

dtp) \d%p/ \dtp/ \dg>Ji [^+^'co8^ + J''8inycos^4-i'''sin7)sioV/]' ' 

obtinctur transformatio proposita: 

Adnotabo^ problematis algebraici solutionem nuper admodum dedisse CL 
Cauchj in Commentatione ^ cui inscriptum est: Sur l'ä^uation ä taide 
de lafuelle on dätermine les in^galites säculaires des mouvements des 
planetes (cf, Exercices de Mathematiques Vol. IV. pag. 140. J^f.); quo 
illo loco problema ad transformationem similem functioim homogenae so- 
cundi ordinis cuiuslibet numeri variabilium extendit. Nee non transfor- 
matio integralis per eandem analysin ad numerum quemlibet variabilium 
et quemlibet ordbem integrationis extenditur. Generaliter enim probatur, 
designante ^ fonctionem quamlibet iotegram rationalem secundi ordinis 
qiiantitatum 

costp, sin(p cos(p, , sin^ sinip, oos<P«, sin(p Äin(p^ fm(p^ co8(P3, . • . , ^ 
sin (p sin (p» .... sin <p„^^ cos (p^ , sin (p sin (p, . • • . sin (p,,^^ sin (p^, s 

integrale (/2-f l)tuplum: 

sin (p^ 910 9^— > 8ID y ^-^ sin rfn^x d <P öqp, . . . . c) <p» 



/ 
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tronsformari po^^e io hoc simplieni»: 

'sin 7f* sin if^'^^ sin y;-^ »lunn-x () V dVi Srj. , . . .dy 



f 



n 



m quo functio c est summa quadratorum expressioniim : 

cosify aiii))cos9},, 8iDi)sint)i0O8i)a, ••••, 8in9}sin)], • • • • sin9}^iC08»)n^ 

sint^sin?}^ siDt)a • . • • sinr}„.^ sintin $ 
singulis in quantitates eonstantes ductis; expressiones autem emn in finen) 
in locum quantitatum coB<p^ sinCpoos^^^etc. substituendae sunt^ uti supra^ 
üractioneB, quarum et donominator et numerator fimctiones lineares ipsa« 
nrm oosi]^ sinYjcostii^ etc. 

Unde transformatio integralis simplicis^ de qua initio locuti sumuS| 
ab E u I e r o olim in Institutionibus caiculi integralis proposita, iam ita am- 
plificata est 9 ut perinde de int^alibus ntapÜB funotionum n variabi- 
lium valeat» 

28. 
Hisce disquisitionibus finem imj>onamu8 proponendo theorema no« 
Tum ac memorabile^ quo etiam tibeoremata $• 20« allegata^ aequatio«* 

nis differentialis 

S^ 

VXiJ'+B'cos y + C sin y)^+ (-4"+B" cos fp + C" sin y)^— (-rf+Bcosy + Csin (fY ] 

d%p 

V"[(ß+B' cos V +B" sin ^) *+ ( C-fC' cos ^ +C" sin V^)« — {A+A' cos tp+A'' tdnxpy] 

= 
integrale esse aequationem: 

A'\'Bco9q)'{'Cs'm(p'^(A''^B'cosq>'{-C^siB(p)cosfp'\'{A''+B^'cos(f'^C's^^^ 

yel casu speciali, ad quem generaliorem itlum revocavimus^ aequationis 

differentialis: 

^ 1 d^ . .. 

l^(6'(7'cos*>? + G"G"sin^»? — 6G) "^ V"(G'G'cüs*^4.G"G''siii»t^ ~ GG) 

integrale esse aequationem: 

G + G'co8))co8a+ G"»int|8in^ = 0, 

ad iutegralia duplicia extenduntur. Quibus thcorematis cum theoria 

deadditionc^ integrallum ellipticorum superstructa sit^ quod universae the<>- 

riae functionum eUiptiearum principium est, extensionein illam attentionem 

geometrarum niereri credimus. 
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Propositae sint ioter angulos <P^ 4^ et i)^ ^ aequationes duae se- 
quentes : 

+ [«' +6'oa8^ + c'8in(pcos4'+ rf'»in(p«in\^Jcosij 

4. |a''+Ä''cos^+c''sin(pco8vp+d''8m(psin\^]»iiii)C08d 

= 0, 
quam brevitatis caus^ designamus per 

« + ß COR?) 4- y 8in(pco8v^4" ^ sintpsin-v^ 
4- [ «' 4" ß' ^^P + y'sinCp oos\// 4" ^' 8io(p sin x/^] oosi) 
4- \ e^^' + ß^' ooH(p-{^y'^ sin^ coh4*+ i'^ fdnO ^in-^jsiniifcond 
4. K'4-ß'''cos<P4-7'''«m<Pcc)8v//4-^''8in(Psra^]8ini) sind 

= 0, 
quam brevitatis causa dcsignarous per 

E qiubus aequationibus 9 cognitis (Py 4^^ valöres ipgarum tj, 3 eruere liMt^ 
et integratio secundum <P^ ^l^ instituenda in aiiam secundum 7^^ d instituen- 
dam transformari potent« Generaliter enim e theoria transformationis in* 
tegralium duplidmn oonstat^ datia inter (Py^^yf^y & aequationibus qinbnslibet : 

fore: ^ ^ 

l(dF\(dII\ (dP\/dn\ == l(dF\/dIf\ (ßP\(dJI\ 

ubi in altero integral! expreaaio 

u 

TdWTFlK 7FF\7SfiK 

per ipsaa (ßy "ps in altwo integrali expre89io 



ir 



/dP\ (dJI\ _ /dF\ (dll\ 

per ipsaa t), B^ ope aequationum propositarum exprimendae sunt. 

Ponatur breyitatis causa; 

a -^ b cos(p -^ csin (pC06\// 4"^ 8in<Psin^ = A 
ö'4" Ä'coscp 4" c'sinCpcosv^ + ö'sin^sin^ = -4' 
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a" + b"cfM(t> + c" «in?) con^p + rf" ain^ sku^ = ^" 
porro : ' 

«' + ß'C08^+ / 8iB?)00Svp+ ^ 8m?)8mr/; sss B' 

«" + ß" 008?) + 7" »in^ oo8^;^ + *'' sm(P sinv^ « B" 
*"'+ ß'"co8 (p + y'" sb ^ cos %^ + 5'" sin ^ sin ^^ = B"', 
aequatioues pn^ositas ita exhibera licet: 

^' = ^ + ^' 008 1) +^" sin i)C083+w4'" sin ij sind s= 
II = B4-B'oo8ij + B"sinj)co8d + B'"8in»)sina =s 

Simüi Dioüo ponamos: 

o + c'cosi) + a''s!ui| cosd + «'"sin») sind = C 

6 4-*'c08i3 + Ä"«nJ)C08'&+Ä'"sin»)8ind = C 

c + c'cosi) + c^'sini] cosd + c"' «in») sind s= C" 

rf + rf'cosj) + rf''sin»| cosd + rf"' sin») sind = C'*, 
porro : 

« + «'C08»j -f-»" »in») cosd +«"'*'«»') """•^ = Z> 
ß + ß'cmtn 4- ß"sin»j cosd + 3'" »in») sind =: D' 

7 + /cos») 4- y"8iu») cosd + y"' sin») sind = D" 
i + i'cos») + 5" sin») cosd -f ^'"8in»| sind = />'"• 

aequationes propositas etiam huno in modum repraeseittare licet: 
F r= t + C cos^ + C'sin^P co8^^ + C"'nn<pnn4^ — 
n = D4-D'co8^4-'D"sin$co8v^+/)'"8in(Psin-^ = 0. 

Qdibus statutis, inrestigemus primum valorem ipsius 

(dP\(dTl\ (dP\{Sj}\ 

Vit: 

(1^ = —^'sin») -I- ^"oo«»)cosd4- ^'"cosjj sind 

(11).= — ^" sin »j sin d + A'" sin i| cos d 

(1?) « — B' sin») +B" cos») cosd + B'" cos») sind 

(15) Ä — B" sin ») sind + B''' sin ») cos d 

unde prodit: 

A"B"'~~A"'B") cos t) f (^'''B_y<'B"0 »«o»! cosd + (>4'B"— ^"B')sio »j sio &. 

CNll«r* loornail d. M. M. Vlir. Ilft. 4. 46 
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Prorsus eodem modo invenitur: 

Qiias expresBiones iam ope aequationum propositarum alteram per (P, yf/^ 
alteram per rfy B repraesentabimus» 
Posito bravitatis oau«a: 

cosv}^=Xf sin)} co«dsc=y^ sin i} sin 9 ss «^ 
datae sunt aequationas: 

A + ji'x + A^y + ji'''z = 

1 — xx'^yy — «« =0, 
unde, posito: 

per regulas notas resolutionis aequationum linearium sequitur: 

Äa: = A'*B'''^A'*'B''^y{ÄW—A'''B) — z{AB''—A"B) 
Ry = A'^'B^-^A^ß'^'-i' z(AB' —A'B)—a:(AB'''—A'''B) 
Rz = d'B*' —A^'B' ^x{AB''^A"B)'^y{AB'—A'B). 
De quibus aequationibus deducimus sequeutem: 

[ :s (^ B' — ^' B ) — :r7 {AB'''—A'''B)f^ 

[x(AB'' — A''B)-'y(AB' —A'B)\\ 

Alteram aequationis partem faoile patet^ fore: 

— Äfi + (^''B'^'~.^'"B'0' + {d''''B'—A'B"y + {A'B''—A''B'fy 

altera identica est cum expressione sequeute : 

\xx + yy + zz\[{AB'—A'Bf-^ {AB^'—A*'Bf+ {AB^''—A'''Bf] 

— [x{AB*—A'B) + j {AB^'—A^'B) + z (AB'''—A'''B)]\ 

quae^ cum ex aequationibus propositis sit: 

jc(^B'_^'B)+j(^B'^— ^''B)+«(^B'''— .^B'") =: 

XX +yy + zz = 1, 
simpliciter in hanc abit: 

{AB'—A'Bf^{AB''—A''Bf+ {AB''*^A'"B)\ 
unde naneiscimur: 

RR =- (^"B"'— .^'"B'0'+(^'"B'— ^'B''0*+(^'^"— ^"^0^ 
— {AB' — A/ Bf — (A B" — A'^Bf '-^{AB'''—A'"B)\ 

quae expressio investigauda erat« 
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Eandem patet etiam hiinc ifi modum repra^mtari posse: 
RR = [^'^'+^^'^''+urf'''^'''— .4.^]rfi'ß'+Z?^'S''+B'^'/?''^— BB] 

Quam formulam, adnotemus^ efiam {»er fbrmuias notas geometriae analy- 
ticao obtineri« 

Ponamus enim, O esse initium coordlnatarum orthogonaliiim^ Py /^, 
P" tria puucta^ quorum coordiuatae respective siiit ar, yy z; Ay A\ A"i 
B, B'y B^'y ita ut dtstantia ipsius V ab iuitio O sIt =: 1 ; not am est, fore 
R sextupliim pyramidis OPVP*', eaodem autem cfuantitatem per formulas 
trigonometriae sphaericae habest; K = 

OF.OP''v^(l-co»"POP'-co8*POP''^oft*P'0/'''+3cosW/^cosTOP''^^ 
=OP'.OP''/-[(l~ca8'POFXl-cos*PO/^0~(<5o8i'ÖFcosPC>F^-^^ 
Fit autem: 

OF = yf{A'A'^A"A''^A'''A''% Or^ *= yTiB'B'^ B''B''+ ß"'B"0 

OFqmPOP' as A't-^ A'y'\'A'''z s= ~-^ 
OF'iMPOF' =1 B'oß + B"y + B'^'* =: ~ B 
Oi^.OP" €O8F0F'= u:/'B'+ ^''B''+ ^''^B'''^ 

quibus expressionibus substitutis, prcxiit: 

RR = [^'^^'+.4''^''+^'^'^'^'— ^^]fB'B'+B''B''+B'"B'''— BB] 

_ [ArB'+A''B"+A B ''^AB]\ 
quae est formula siipra exhibifa« 

Prorsiis eodem modo^ posito 

ex aetjitationibus propositis 

= C -f- C cos (p -f- C" sin^ cos-p + C" sin!?) sin ^ 

= i> + Z)'co8 ?) + D" sin (p cos 4/ + 1>'" »inCP sin ^z 
sequitiir : 

SS = (C'Z)"'— c'"D")'+ (C'"D'— c;'i>-")'+ (^-'^^"— c"Z)')' 

— (CD'— C'Df —{CD"— C'Df -{Ch"'^C"'Dy 

= \c'C'^C"C"AfC"'C"'~-cc\ [n'D'-\-D"n"^ir"n"'—DD] 

— \CD'\t^'1J"\'C"'D"— CD]', 

"'"°"""^"""""(|f)Q-(ll)(ia = »'"'•'" 

(i^ai)-0(i)=''"^-^- 

undc ex acqiiationc: 

46* 
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y ^ UB<pd^ n Udt}d& 



poftito insuper 

deducimus bano Talde memorabilem : 

Obsenro casu qpecialiy quo 

6 = 0^, c = a'^ rf=a% i^^Ä*'', ii'=s4% rf''=xc''^ 
= «^, 7 = «'^, * = (*% y«ß", i^^ß'^ *^^=:y% 

funotiones fi, a9 easdem omiimo iunodones fore^ alteram ipsarun (P, ^f 

alteram ipsamm tl^ &m Quo igitur casu habemus theorema memorabOe^ 

integrale duplex 

— w~ > 

»ubstitutis in looum variabilium (Py ^ alias rariablles fi, dp quales ex ae« 
quatiouibus F := 0^ 11 = prodeun^ fbrmani non mutare ; sive quod idem 
est, aequationes illae jP=0^ 11=0^ certam continent rationem^ qua in- 
togralift 

R 

ümitM mutari possm^ ut valer eius immutatus maneat« Cuius rei unioum 
bactenus in duplidbus integralibus extabat exemplum 

quod superfidem spbaerae exprimit ; quippe quod^ loco coordinatarum puncti 
in spbaera positi OM(Pf ttn(Pcos^/^, sin ^ sin %^ aliis intro<Iuctis coordiuatis 
ortbogonalibus^ formam non mutare scimus. 

Addamus yalores explicitos ipsarum cos i) , ninrj cos &, sin tj sin &, qua-» 
les ex aequationibus propositis fluunt* Quem in finem brevitatis causa 
ponamus: 

A"B"'^A'''B''z=zm'^ A'''B'^A'B"'z=zm''y A'B''—A"B'=zm''' 
AB'^A'B^n', AB''—A''Bz=:zn'\ AB'"^A'''Bz=z n''\ 

ubi adnotetur esse: 

m'n'+m''n''+ m"'n"' s= 0; 
fit: 
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' m'm''f' m" m" -f- m'" m''' 

^a airtcm ü fit: 

Jl CS ^{pi' m'^m'' m*'^m''' m'''^n' n'-^n'' nf'-^n*'' rif'% 
Per formulas omnino simileg ipue eos^, sin^oosv^^ sintpsm^^ vice versa 
per coBi)^ 8m)]C08d^ siDijtin^ exprimuntur. 

E tbearemate generali 

— 5 — ~y — s — 

Imic iuit flpecttale» 



Theorem a. 
• Datis aequationibus: 

a *^o^ GOBip C08t) ^'^^^siii^ 0O8\/^«8hi)} oofld + ^'^^siQ(P 8in<^ . sin ^ 

posito brevitatis causa: 

(c''6'<'_a'''Ä'0^sin♦^cos^^psin*^// + (c'^'i'— ö^Ä^'0'«m^ 

(a^4'/_.c''A0*«m*^cos'^coÄ'>//— (aÄ'--Hi'Äycos*^— (a6''~« 

(a''*''^~«'^4'0'«in*i)oos^^sin'Ä + (ö'''*^— «'A''0'mö''1 cos* jjsin^d + 



• _ 



Sor. 9. Der. 1831. 
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26. 

Note sur les surfaces reglees. 

(Lettre de Mr. Hacheiie, inembre de Tacademie des scienceft a Paris, h T^ditear.) 



9» 



J 'ai expo«^ daiia {>Iusieurs ouvrages la th^orie des surfaces r^gl^ (voyez 
le premier Supplement a la geom^trie deseriptive deMonge^ annee 1812^ 
les eiomens de g^omi^trie a trois dimensions ^ annee 1817 ^ le trait^ de 
g^ometrle deseriptive, editiou 1828). Si yous voulez bien jeter les yeusc 
sur les pages 88, 89 de ce demier ouvrage^ yous verrez comment j'ai re- 
solu cette question: ^^Ktant doniiee une surface r^glee qui a pour direo- 
trices de sa g^neratrice trois courbes quelconques, lui mener un plan 
tangent par un point donne sur la surface/^ 

La Solution est fondee sur ees oonsid^ratioiis : 1% que toute surface 
reglee non d^veloppable est touchc^e suirant une droite par une infinite 
dliy perboloides (\ une nappe ; que chacrni de ees byperboloides a pour di- 
rectrices de sa generatrice trois droites men^es pAr trois points de la droite 
commuue a 1 Hyperboloide et ä la sur&ee rdgl^e genc^rale y dans les plans 
tangens A ees deux surfaces« 

Les byperboloides ik une nappe taugens i, une surface r^gt^ sui^ 
vant une droite de cette surface , comprennent comme cas particuliers les 
paraboloides hyperboliques et les byperboloides de r^rolution (voyez pc^es 
67 et 80 du trait^ de g^om^trie deseriptive), Ainsi ^tant donn^es sur une 
surface regime quelconque une droite et trois plans tangens it la suriaoe 
en trois points de la droite, Ott peut proposer de trouver ou un parabo- 
löide hyperbolique ou un byperboloide de r^volution tangent <i la surface 
regime suivaiit une droite douuee, Pour cbanger un by^)erboloide & une 
nappe en un paraboloide bjperbolique, il faut que les tt^is droites qui di- 
rigent le mouvement de la droite generatrice de la premier surface, soient 
paralleles ä un meme plan. Par les troii points d'une droite donn^ sur 
uue surface r^gl^e, on menera trois plans paralleles qui couperont les trois 
plans tangens a cette surface aussi donn^ suivant trois droites qui seront 
les directrices dun paraboloide tangent ä la sur&ce r^gl^. H y a dono 
une infinit^ de s^ries de paraboloides bjperboliques tangens u la surfaee 
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F^gl^e generale tuivant. une droite donnee de oette surfaoe* Nous allons 
Toir qu'il n'y a qu'uBe s4rie d'hyperboloidos de r^volution qui toiicheot la 
surface r^gl^ Buivant la meme droite« L'un des paraboloides byperboli- 
qoes tangena ^ une surface r^gl^ suiFant une droite ^ est tres remarqua- 
ble; c'est oelui dont les directrices sont perpendioulaires u la droite de 
contact. Faisant tourner le paraboloide autour de la droite commune a 
iBmtte surface et A la surOace regl^e^ il deyient normal i^ oette derniere sur« 
face suiyant la meme droite: d'ou suit cette proposition generale; 

j^Uue surface r^gl^ qudconque a pour surface aormalei suiyant une 
9, droite donn^e^ un paraboloide bjrperbolique qui a pour directrices de sa 
9, g^neratrice trois normale» i\ la surface menees par trojb points de la 
^^ droite donnee de cette surface (voyez les Clemens de geom^trie si trois 
3, dimensions 5 en 8"^% annee 1817, page 563.'* Titre: De P Hyperboloide 
de revolution tangent ä une surface reglee euiüant une droite de cette 
eurface. 

On sait (voyez page 67 du trait^ de g^om^trie desmptive) que l'by«* 
perboloide de revolution est une surface eugendr^e par une droite mobile 
qui toume autour d'une droite fixe; que la plus courte distance de ces 
deux droites est le rayon du cerde de gorge de la surface j que toutes les 
droites de lä surface appartiennent u deux s^ries tolles quo les droites de 
chacune d'elles ne se coupent pas , et sont toutes coupees par une droite 
quelconque de Tautre scSrie; que les droites des deux series sont ogalement 
inclinees par rapport au plan du cerde de gorge, sy projetent suivant des 
tangentes a ce cerde, et ont leurs paraileiea sur un cöne droit dont Taxe 
et le cote sont respectivement paralleles ^ Taxe de revolution et a la 
droite g^n^ratrice de Tb^'perboloide consid^r^e dana une position quelconque« 
Ces diverses propositions ^tant admises, on en d^duit les deux suivantes: 

1. 

„Un hyperboloide de revolution est determin^ par ces deux con- 
,,ditions de passer par une droite donu^e, et par une parallele a chacune 
„des deux autres droites aussi donn^es»" 

Soient A^ By C trois droites donn^es, situ^es d'uiie maniere quel- 
conque; par un point de Pespace pris a volonte, on mene des paralleles 
h ces droites, et a partir de ce point, on porte sur les paralleles ime ton- 
gueur arbitraire; ce qui determiue trois points par lescpiels on fait passer 
un cerde, base du cdne droit, dont la surface comprend les trois paralle- 
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Ies# Ayant men^ \m plan perpendioiilaire a Taxe de ce cdne^ on y projete 
les trois droites donnew v/^ By C sulvant trais aouvelies droites, Le cercie 
tangent a ces derni^res droites est le ceroie de gorge d'un hyperboloide 
de r^volution qui comprend Tune des trois droites A^ By C^ et une paraU 
lele k chaciine des deux autres droites. 

2. 

^^JKtant donn^ ime dreiie de bi surface regime generale ^ et trois 

norniales eu trois pbints de eette droite^ le parabirfoide hjpwbolique, 

dont la g^nt^ratrice a pour directrioes ces trois Dormales, est le lieu 

geom^trique des axes de r^volution de tous les hyperboloides de r^volution 

9^ tangens k la surface reglee suivant la dr<»te dann^ de eette surfiBtce.'' 

Seit A la droite ccmiinuiie A la sur£M)e r^gl^ g^n^ale et A Thj« 
perboloide de r^ohitioB qui k oette droite pour g^n^ratriee^ et pour axe 
une droite queleonque P du paraboloide hyperbolique. Chaque normale 
a la surface r<^gl^ men^ par un point de la droite ^^ est perpendiou« 
laire k oette droite^ et de plus ooupe par bypodi^ Taace de revolution P; 
donc eile est normale k Thyperboloide de r^voliitioii* Cet hyperboloide et 
la surface regime g^^rale ont dono trois BUrtnales oommunes eo trois 
pointi de la droite de contact; d'ou fl sint que le eotftact des deux sur« 
faces a lieu suivant la droite entidre ifjl leur est commune (voyez le trait^ 
de g^m^trie descriptive^ Edition 1828^ pageOG^ art« 161)» 
Paris le 13. feyrier 1832. 

P, S. J'ai donne eette ann^e^ au cours de gdomi^ie descrlptive de b 
facult^ des seiences de Paris , la Solution du probleme suivant: 
Etant donn^es quatre droites formant un quadrilat^re gauche^ treu« 
Ter Taro et le sommet du paraboloide hyperbolique qui contient ce 
quadrilatere. 



27. Foisson, note reiat. aux sutj'aces courbes. 361 

27. 
Note sur la surface dont l'aire est un minimum entre 

des limites donn^es« 

(Par Mr* JPoisspn k Paris.) 

Une des ptea&^reB applioations que Lagrange a foites du oalcid deg 
variatioiiSy a 4i6 1a d^terminatioii de la surface dout l'aire est un miiiimum 
entre des limites donn^es: Application tr^s propre ä montrer Pavantage 
de son noureau calcul sur les m^thodes ing^nieuses qui PaTcSeat pr^o^^; 
aar il auroSt ^t^ diffidle de les ^tendre aux maxima ou ndniina des int^ 
grales doidileB et par eons^quent h des quesfions rdatires aux surfaoes« 
L'^quation que Lagravge a trouv^e eit^ comme on ^ait, aux diffiäfences 
partielles du second ordre. Monge Ta int^gr^ sous forme finie^ n mw 
par des oonsid^rations qui n'ont pas paru admissibles et qui ont donn^ 
lieu d de longues discussions entre Laplace et lui. Mr* Legendr«» a 
ensuite obtenu la memo integrale ^ au moyen dune Transformation appli« 
cable ik une classe no^nbreuse d'^^ations du second ordre ^) qui ne peut 
laisser aucun doute sur Texacfftude du r^ultat. SJfalheureusement on ne 
saurait tirer auoune partie de cette integrale qui se trouve compliqu^ do 
quantit^ imagfnaires, et expiim^ par le Systeme de trois ^quatiodk entre 
deux variables auxSliahres et les coordonn^ courantes de la surface» Mais 
outre la dÜBcult^ qui r&ulte de cette forme de Pint^grale g^n^rale dans 
laquelle il parait au molns trds diffidle de d^ternuner les fonctions arbi- 
traires^ 3 s'en präsente une autre relatiTO au nombre de ces fonctions quo 
la question peut comporter* 

En effety le probtöme de Taire minima comprend deux questioiis 
distinctes : ou bien on donne deux courbes fermees et Ton propose de les 
joindre Tune ä Tautre p^r une z6ne de surface^ dont 1 ^tendue soit la plus 
petite possible; ou bien^ on ne donne quune seide courbe ferm^^ et il 
s'agit de (rouver une surface teHe que Paire de la portion circonscrite par 
cette courbe soit un minimum. Lonque, par exemple^ on pratique une 
ourerture ä la surface d'un vase qui contient un liquide^ l'aire de la sur- 
face par laquelle il &ut multiplier la vitesse et la dur^e de l'^coulement^ pour 

^) TroUi du caloul inUgral de Mr. Lacroix, pag9&i2. 
CrtUe*s Journal d. M. Bd. YOL Ilft.4. 47 
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calculer le volume du fluide ^ooulc^^ est pr^cis^mect l'aire minima correspon* 
dant au seoond cas du ' probleme qui presente ainsi une application utile« 

Or, dans le premier cas, la question et l'int^^grale complette qu'on 
K trouT^e^ out un meme degr^ de g^n^ralit^; et les deux courbes don* 
n^e» d^terminent implicitement les deux fonctions arbitraires que cette in- 
tegrale reuferme« Dans le second cas, au contraire, la courbe donn^, 
ne peut servir a d^terminer qu'une seule fonction arbitraire« L'une de 
ces fonctions restera donc ind^termin^e, et Tint^grale aura plus d'^tendue 
que la question quelle doit servir A r^soudre« Si la courbe donn^ est 
plane ^ la surface demandee est le plan meme de cette courbe. Si eile 
est u double courbure, cette surface n'est pas connue a priori; ^ais eile 
doit etre iinique et d^termiuee ; et le probleme n'est pas r^solu, tant qu'il 
Teste encore quelque chose d'indetermine dans son .^(|iiation« 

Pour resoudre cette dif&cult^, f ai consid^r^ sp^cialement le cas ou 
la surface demand^ ne s'^carte pas beaucoup d'un plan donn^. En met« 
tant riot^grale de son equation aux dÜG^rentielles partielles sous une forme 
düT^rente de celle qu'on avoit trouvee, j'ai reconnu que l'expresuon de 
Tune des coordonn^es courantes, eu fonction des deux autres, contient des 
termes qui deviendroient inßnis dans un point de l'aire minima, dans le 
second des deux cas du probleme, et qu'il faut oonsequemment les sup- 
primer comme ^trangers a la question. Dans le prdmier cas ces termes 
conserrent une yaleur finie dans toute Tetendue de la zdne de surface 
qu'il s'agit de determiner ; en les supprimant donc dans Tautre cas, on de- 
vra les conserver dans celui-ci; et de cette maniere Texpression de Tor« 
donnee d'un point quelconque de la sur&ce, se troure aroir, dans Tun et 
Vautre cas, le degr^ de generalit^ que la question comporte. Ensuite^ par 
la methode dont j'ai fait usage dans d'autres m^moires, on determine tou« 
tes les quantit^s arbitraires que contient cette expression, soit au moyen 
des deux limites donneos de la zöne minima dans le premier cas^ soit aa 
moyen de la courbe unique qui circonscrit l'aire minima dans le' second oas« 

De cette maniere la Solution du probleme est complettement ach^ 
T^e, dans les deux parties qu'il präsente et qui sont, quoique dependantes 
de la meme equation aux diif^rences partielles, deux probleme« distinots^ 
quant a la d^termination des fonctions arbitraires. 

On donnera dans un autre num^ro de ce Journal le memoire dont 
ertte note est un extrait. 
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28. 

Über die niedere Sphärik. 

( Von Heirm Prot C. Gudermanm in Cleve. ) 



Jjei der Bearbeitung meioes Grundrisses der analytischen Spharik wurde 
ich aufinerksam darauf^ dals die Spharik, diese überaus nützliche und lehr« 
reiche ) aber auch eben so sehr vernachlässigte Disciplin, noch des gehö« 
rigen Grundes und Bodens entbehre, auf welchen sie mit Festigkeit ge- 
stützt und wohlgeordnet aufgebauet werden könne« Es wurde der 6e« 
danke lebhaft, dals eine rein geometrische Behandlung der niederen SphS- 
rik allein im Stande sei, diese feste Begründung hervonubringen. Aueh 
<fie sogenannte sphärische Trigonometrie insbesondere, welohe wegen der 
häufigen Bedürfnisse ihrer Anwendung am meisten ausgebUdet worden ist, 
erscheint dem unbefangenen Besdiauer nur als eine durch Rechnung auf- 
gelösete geometrische Aufgabe gröberen Umianges, und bietet in dieser 
Gestalt wenig Lehrreiches dar ; abgesehen von der hohen Wichtigkeit ihrer 
Resultate selbst kann sie dem Anfänger kaum zu etwas Anderem dienen, 
ab eine gröbere Fertigkeit im Rechnen mit trigonometrischen Functionen 
bei ihm hervorzubringen. Yom Dreiecke selbst erfährt und lernt er wäh- 
rend der Rechnung Nichts, die herausgebrachten Formeln sind ihm nur 
Rechnungs- Resultate, die er auch ah solche kaum weiter beachten wurde« 
wenn er nicht wübte, dab sie viele Anwendungen gestatten» 

Es kann aber die niedere Sphärik, welche es nur mit Haupt» imd 
Neben -Kreisen und Figuren auf der Kugel zu thun hat, die von Kreisen 
begränzt sind, auf eine mehr geometrische Weise, und zwar auf ähnhche 
Art Lebandelt werden, wie die niedere Planimetrie von den alten und neuen. 
Geometern behandelt worden ist. Statt der Rechnimg ist dann die Con- 
struction das HülfsmitteL Einige mögen glauben, was auch ich einst 
glaubte, dab eine Bearbeitung der niederen Sphärik nach dem bezeichne- 
ten Plane kaum ausführbar sei, und gleichwohl ist diese Behandlung sehr 
«niach, und mit keinen gröberen Schwierigkeiten verkniipilr, als die ähn- 
liche Behandlung der Plammetrie« 

Unter dem Titel: „Ausführliches Lehrbuch der niederen 
Sphärik" wird noch im Laufe dieses Jahres (bei Du Mout-Schanberg 

47* 



364 28« Gudermann, über die niedere Spkärik^ 

in CSln)) ffenn keine erheblidie Hindernisse in den Weg kommen ^ ein 
Werk erscheinen, welches nach der Torhin beaseiclmeten Idee die niedere 
SphSrik behanddt, und wenn idi nicht irre, fast m derselben Stufe der 
Ausbildung gebracht hat, auf wddier die elementare Planimetrie gegen» 
wärtig steht. Auch die sogenannte sphärische Trigonometrie, welche nur 
anen verhaltmismäikig kleinen Abschnitt des Werkes ausmacht, ist in 
gleicher Weise behandelt worden. Nach einander gdien Me Lehrsfitae 
und Formeln derselben auf dem constnurenden Wege in emiacher Weise 
hervor, und man -mtä hier, wo man so leicht ^e Yergleichung anstellen 
kann, am deutlichsten die Vortheile £eser Blethode erkennen. 

Die sogenannten G aufs 'sehen Propwtion^ um ein Be&piel anzu« 
fuhren, welche in so vielen Abhandlungen und größeren Weiken, überall aber 
ak Resultate langer Rechnungs^-Cömbinationen dargestellt worden sind, wer« 
den im genannten Werke einer eiufochen sphfirischen Construction, und zwar 
auf zw^ache Ar^ unmittdbar entnonunen, oder geemetrisdi nadigewiesen« 

Sie grofse Einüftchfaeit undKäne des Yerfiidirens hat zur Folge, dab 
ein groiser Stoff zur Behandlung kommen konnte, und so wird man im 
genannten Werke sehr allgemeine Gesetze entwickelt finden, welche v61«- 
lig neu sind , weil auch die entsprechenden Gesetze der Planimetrie ver- 
gebens in den von ihr handelnden Schriften gesucht wevden durften. 

Um eine Probe der Behandlung vorzulegen, wdche den Leser in 
den Stand setzt, ein Urtheil im Voraus über das Werk zu gewinnen, wfihle 
ich die Entwickelung von ein paar Sätzen,, auf welchen die Yerwandlung 
und Theilüng der sphiir« Figuren beruhet, wobei aber aus leicht zu begreifen* 
den Grändien eme grölsere Kurze efntreten mag, als an der entsprechenden 
Stelle in dem auch für Anfänger bestimmten Werke selbst Statt findet» 

L Halbirt ein Hauptbogen mn (Taf. lY« Fig. 1.) zwei Seiten JC 
und BC eines Dreiecks j^BC in m und 72, und föllt man von den drei 
Ecken des Dreiecks die Perpendikel AP^ BQ und CR auf mn, so sind 

diese drei Perpendikel gleich lang, ferner ist der Bogen mnvst^^ und 

endlich ist das Dreieck ABC so grofs als da» Viereck APQB^ dessen eine 
Seite die von mn nicht halbirte Seite des Dreiecks ist. 

Da nämlich die Dreiecke APm und C£m, ferner BQn und CRn 
offenbar congruent sind, so erhellet auf der Stelle, dafs udfP = fiQss CR 

sei; ferner ist RmssPm und aboi^mss-^, ebenso Aa=^, und also 
n^^Rn^^^^-^^f oder mn—^. Endlich ist das A ^fiC= dem 
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dem Yierecke APQB. 

Zusatz 1* FSllt man von der Mitte D der Grundlinie AB ein 
liOth DE auf 771 72, so steht DZ auch senkrecht auf AB. 

Verlängert man die Perpendikel AP und BQj \m sie sich in X und 
T schneiden ) so sind diese beiden Gegenpuncte offenbar die sphärisdien 
Mittelptmcte des llaiq>tkreises ttitz, und es ist also YPzszYQ^sXPzs^XQ 
SS 90°^ und weil DE auf 7>i72 senkrecht steht, so geht seine Verlängerung 
durch X imd TT. Weil femer ^PätJBQ, so ist auch XA=XBy mithin 
stimmen die Dreiecke XDA und XDB in den drei Sfeiten iiberein ; sie nind 
also symmetrisch, mid hieraus folgt, dafe DE auf AB senkrecht steht. 
Schneiden sich mn und AB in Vf so kt also v das Centrum ron XDEX 
ond der Bogen DE das I^foals des IVinkels v. 

Au» der Gleichheit der Winkel AXD und BXD JEblgt femer, dafs 
PEssiQEz:smn sei. 

Zusatz 2« Beschreibt man aus X und 7 Kreise mit einem Ra- 
dius, welcher tssXA ist, so sind sie Gegenkreise, wovon der eine durch 
A und £, der andere aber durch den Pnnct C geht. Abw weil sie Ge- 
genkreise sind, so geht der erste auch durch den Gegenpunct C* von C, 
und der zwdte geht durch die beiden Gegenpuncte von A und B. (In 
dw Figur ist A' der Gegenpunct von A.) 

Das Dreieck ACp befindet sich also zwischen zwei Nebenkreisen, 
welche (in gleichen Abstanden vom Hauptkreise mn) mit mn eoncen- 
trisch (parallel) sind* 

Zusatz 3. Wemi die von den drei Ecken eines Dreiecks ABC 
anf einen Hauptkreis tti n gefällten Perpendikel AP^ BQ^ CR gleich lang sind, 
so halbirt der Hauptkreb m n zwd Sdten des Dreieck», und schneidet die 
dritte Seite in flirer Verlängemng so, da£i der Durchsduiittspunct von Hßt 
Mitte dieser Seite um einen Quadranten entfemt ist. 

Nach Umstanden müssen die vorigen Beweise eine leicht ta findende 
Ändenmg erhalten, die Sätze selbst gelten aber auch dann nodi^ wenn einer 
von den beiden Winkeln A und B im Dreiecke ABC gleich 180^ ist^ in wel« 
chem Falle das Dreieck ACB die ITorm eines Zweieeks ABA' hat« Der 
Kürze wegen mag hier diese Bemerkung schon hinreichen* 

II» Sind zwei Dreiecke ACB und ACB in Fig. 2. über derselben 
Grundlinie AB construirt, und halbirt ein Hauptbogen TTin die drei Seiten AC^ 
BCy AC in 772, 77, 771^ so halbirt er auch die vierte Seite BC in n'^ femer ist 
mnzsim'n' oder mm'ts^nn'f und die beiden Dreiecke ^C£ und ACB 
sind gleich grois» 
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Fällt man nemlich die Perpendikel M\ BQ, CR und CR\ so ht 
nach No.I. AP=BQ:=lCR=zC R' und mn^^^ auch ist das Dreieck 

ACB 80 grofe als das Yiereck APQB. Weil aber-ß(?=C'Ä' ist, so sind 
auch die Dreiecke C* R'n! und BQn' congment, es ist also Bn^=. Cn'^ 

PO 
nun aber folgt eben so^ wie oben, dals m'n's^^^ also rnnzszm! n' sei« 

Femer sind die beiden Dreiecke ACB und ACB dem Vierecke APQB 
gleich und also selbst gleich. 

Zusatz 1. Wenn, wie vorhin, der Bogen mn die Seiten ^C und 
BC halbirt, und das Dreieck ^C^ß auf dem Hauptkreise mn einen Bogen 
w' n' interoipirt, welcher ^szmn ist, so kann leicht bevriesen werden, dafs 
fier Hauptkreis m n auch die Seiten AC^ und BO halbirt, und dafs mithin 
die /Dreiecke ACB und ACB gleich grob sind* 

Zusatz 2. Wegen der Gleidiheit der Perpendikel ^^9> ^Qy CR und 
C/ R' sind die beiden Dreicke ACB und ACB zwischen zwei Gegenkreiseu 
enthalten, welche in gleichen Abstanden vom Hauptkreise mn damit con- 
centrisch sind« Der eine Kren geht durch die Puncte A und B und durch 
die bmden Gegenpuncte von C und C\ der andere Kreis gdit durch die 
Puncte C und C und durch die Gegenpuncte von A und B. Die Perpen- 
dikel APy BQy CR und CR^ schneiden sich in den Puncten X und J, welche 
dio sphärischen Mitteipuncte der drei so eben genannten Kreise sind. 

Zusatz 3. Haben die Dreiecke ACB und ACB über derselben 
(ilrundlinie Aß gleichen Inhalt, so halbirt ein Hauptkreis mn, welcher die 
Seiten AC und BC halbirt, auch die Seiten AC und BC. 

Auf diese Siitze stützen sich nun die Constructionen , wodurch mn 
sphtirisches Dreieck in ein anderes verwandelt wird, und welche also auf 
drei verschiedene Arten ausgeführt werden können* 

III. Wenn in Fig. 1» der Hauptkreis mn die Seiten AC und BC 

eines Dreiecks ACB in m und n halbirt, die dritte Seite AB aber in v 

AB 

schneidet, imd man vfi^sznm un<l vX = -~ z=iAD macht, so ist der Haup^ 

bogen Kfi senkrecht auf Xv, und aulserdem verhält sich das Dreieck ^CA 
zur ganzen Kugelfiäche, vrie der Bogen Xjea zum Umlange eines Hauptkreises. 
Zieht man nemlich den Hauptbogen ^ ft^ wovon ^i^ in^^f^ geschnit- 
ten wird, so ist nach dem vorigen Satze, wobei man das Zweieck ^J7^' 
aU ein Dreieck ansieht, das Dreieck ACB so grofs als das genannte Zweieck ; 
ferner ktAfi=:A^f/. und also ^ u «= 90*", wie aviiii Bv^zA'v. Nun ist aber 
Ah:szAD + Dh^hv + Dh oder AK^Dv, und da /)y==90^ ist, so ht 
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auch ^Ä=:90^, aUo ^Xr=y^ft; daher ist^/ Jas Centrum von X/lc, und also 
> /i sankrecht auf Av. Fernw verhült sich offenbar das Zweieck JKA'ii 
zur ganzen Kugelfläche, -wie der Bogen Xfi zum Umfange eines Hauptkreises^ 
und da das Dreieck ^077 mit dem Zweiecke gleichen Inhalt hat, so ver- 
hält sich auch das Dreieck ^C'B zur ganzen Kugelfläche, wie derBogim A/a 
Zinn Uihfange einc^s HauptkreiscMfi* Der Bogen Ä/x ist offenbar auch das 
Mäafs des Winkels KAfi. 

Zusatz. Der Whikel fiAP fet ein rechter. Denn da ?72 /2 3= PE:=i QB 
ist, so ist P(i=PE-+'EfjLz:=i[jLV'i-Eii oder auch Pfi=iEv^=9(fj und da auchu^jn 
s=90^ ist, so ist /Lt das Cenfruui von XAPY^ also de^ Winkel PAfi ein rechter. 

Hierdurch ist also die Biehtung von Aii ebenfalls auf eine einfache Art 
bestimmt, und der \l1nkel hAti^ welcher sich zu 360° verhalt, wie das Dreieck 
ACB zur ganzen Kugelfläche, kann hiemach jedesmal leicht construirt worden . 

Auf die so d)en bewiesenen Sätze gränden sich die Constniotionen) 
wodurch Dreiecke und ül^erhaupt sphärische Figuren nach gegebenen Ver- 
hältnissen getheilt werden. 

IV. Auch die bekannte Formel, nach welcher man den Inhalt A 
eines Dreiedts ABC aus seinen drei Winkeln Ay 2?, C berechnet, kann nun 
unmittelbar der geometrischen Construction entnommen werden. 

Es sei wieder in Fig. 1. X das sphärische Centrum des Hauptkreises 
mn und C der Gegcnipunct von (7, dann ist XA '=zXB i=XC Daher ist 
der WinkiAXAB^aAB^CAX oder XAB=CAB—ACXy mäXAB 
= XBA = C'BA — CBX = CBA —BCXj und also XAB = XBA == 
gAB±a^-AOB^ Da nun über aABz=z^—A, aBA^nt—B und 

ACBzsz C ist, 90 ist XAB^ or — ^^ffll^' und also der Winkel BAP=ABQ 
3= d±p:£\, Da femer der Wuikel PAfi = 90° = |^ ist, so ist der Winkel 

KA,. « AM « ±tä±£lZJi: 

Bezeichnet nun r den Radius der Kugel, so ist die Kugelfläche s:4'9rr*; 
man hat die Proportion 

A;4'7rr»sg '^+"^^~'^ :27r, und also A = (-^ + B+ C— ^).r% 
Ist also der Kugelradius die Einheit, so ist A = -rf + B + ^ — ^5 ^'^ 
Xft = Y* l^dher ist h/i das Maafs für den halben Inhalt des 
Dreiecks ABC. 

In der vortrefflichen Abhandlung : „Verwandlung und Theilung sphä* 
rischer Figuren durch Construction ' im zweiten Bande dieses Journals (S. 45 
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u. f« f«) ist der Säte; dab der Ort der Scheitel dier spliSrisdieB Dreiecke 
über derselben Grun^inie uod von gleichem Flücheninhalto ein bestimmter 
kleiner Krek ist^ welcher durch die beiden Gegenpuncte der Endpuncte 
der Grundlinie geht^ aus der Formel A^=s ^-j^B^-i/ — ^ vmn Herrn 
Steiner geometrisch bewiesen worden. 

Die vorige geometrische Entwickelung bedurfte einer solchen arithme- 
tisdien Formel nidit) welche im G^entheile aus der geometrischen Betrach- 
tung entoommki wurde^ und die Gleichheit des Inhaltes der Dreiecke ist da- 
durcby dals jene Formel nicht benutzt worden ist, noch viel evidentar gewor-- 
den. Da femer aulser der vom Um. Steiner angewandten Construction b^ 
der Yerwandlung eines Dreiecks in ein anderes nodi zwei andere Construo-» 
tionen nachgewiesen worden sind, welche nur ein Ziehen von Hauptibogen, 
nidit aber ein Beschreiben von Nebenkreisea erfordera, und wodurch also auf 
eine dnfachere Weise dasselbe geleistet wird, so können die mehreren vom 
Hrn. Steiner am genannten Orte aufgeKJseten Aufgaben durch noch ein- 
fachere Constnictionen aufgelöset werden« Um diese Bdiauptung za redit- 
fertigen, mag die Auflösung einer solchen Aufgabe hier einen Plate findan« 
y. Man soll ein Dreieck ACB in Fig. 3. diu*ch eine Scheitellinie halbiren« 
Man oonstruire, wie in No. HL. den Bogen P/I, welcher sich zum Um- 
fange eines Hauptkreises verhalt, wie das Dreieck .^rJS zur Kugelflache, indem 
man AC und BG durch m n halbir^ wovon AB in Q geschnitten wird, und 

QV^mn^ QK—^ macht* Wird nun BR durch QS halbirt, wovon AC in 

/ii und BC in v geschnitten Vfird, und fiDssziiA^ v £=s vB gemacht, so vnrd das 
Dreieck durch jede von den beiden SdieiteU Linien BD und AE halbirt. 

Zieht man noch eine dritte Scheitel -Linie CF, wodurch das Dreieck 
ACB ebenfalls halbirt vfird, so schneiden sich £e drei Sdieitel-Linien^^^ BD, 
CF in einem Puncte, was meines Wissens in der vorhin erwähnten Abhand- 
lung vom Hm» Steiner zuerst geometrisdb bewmen worden ist« Unter den 
dui^ das Ziehen der ScheiteULinien entstandenen Abschnitten der Seiten des 
Dreiecks giebt es mehrere bemerkenswerthe Relationen, welche hier noch 
einen Platz finden mögen. Weil die Dreiecke^CE und DCB den Wiidcel C ge- 
mein und gleiclien Inhalt haben, so ist tangiC/>.tang|CJ7==tang|C!£ltang}C^. 
Solcher Gleichungen g^ebt es drei, und durch ihre Multiplication findet man 

l. tangi^F,tattg|££.tangiC:Z> = tang^BFptang|C£.tang^^Z>. 
Femer ist 
sm i AACß = — 2 .-3— und gm | ^ UCF == — 2 -i- f: , 

^^ *"^ ^ >r(i ^^ c^f ' BC ' "^^^"^ erhält offenbar nodi zwei ahnlidie Proportion 
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nen^ und hieraus folgt 

2. waijiF.niniBE.niniCD^mniBF.wiiCE.niniAD. 
Wird diese Gleichung durch die yorige dividirt^ so erhalt man die folgende: 

3. cosJ^F.cosjBE.cosJC'örs coslÄF.cosJCE.cosi^ö. 
Wird das Product der beiden letzten Gleichungen mit 8 multiplicirt^ so er« 
hält man die neue Gleichung 

4. BinjiF.ünBE.siaCD == sinJSF.sinCE.sin^Z)^ 
und diese drückt gerade aus^ dais sich die drd Scheitel-Linien JtE^ BD und 
CF in Einem Puncte schneiden. 

Den Beschluls dieses Aufsatzes machen noch einige Worte über die 
Sphärographik* Das Studium der Spharik würde unstreitig mehr Liebhaber 
gefunden haben^ wenn die graphische Darstellung sphärischer Constructionen 
in einer genaueren Zeichnung wenigere Schwierigkeiten darböte. Es ist aber 
gimchwohl eine leichte und daher hohle Kugel von mafsiger Grölse^ auf deren 
Oberflache selbst die zusanmiengesetztesten Constructionen in einer genauen 
Zeichnung leicht ausgeführt und auch eben so leicht wieder ausgelöscht wer« 
den können^ leicht zu Stande zu bringen^ und es ist in der That auffallend^ 
dab eine so einfache Idee nicht schon langst zur Ausfuhrung gekommen ist« 
Eine von mir selbst zu dem Ende angefertigte Kugel entsprach^ ungeachtet 
mancher Unvollkommenheiten in der technischen Ausführung^ dem beabsich« 
tigten Zwecke schon so sehr^ dals ich mich bewogen fühlte, einem Mechanicus 
die Anfertigung eines vollständigen sphärographischenApparates, welcher nach 
meiner Angabe aus der Kugel, aus einem sphärischen Lineale, aus einem sphä- 
rischen Transporteur etc. bestehen wird, aufzutragen, und ich bin ermächtigt^ 
anzuzeigen, dals in dem berühmten Lager mathematischer und physicalischer 
Instrumente, Maschinen und Apparate von J. Y. Albert in Frankfurt a« M. 
der genannte sphärographische Apparat zu haben ist» Ein solcher Apparat ist 
audi nützlich beim geographischen und astronomischen Studium« In erster 
Hinsicht leistet die Kugel aHein schon wichtige Dienste. Ein Anfanger, wel« 
cher die Umrisse der Welttheile einige Male auf eine solche Kugel gezeichnet 
hat, wird sich ein lebhaftes Bild derselben einprägen, er wird demnächst es 
eben so machen mit den Gebirgszügen, mit den Hauptflüssen und mit den Be« 
grenzungen der einzelnen Länder, und, allmälig weiter ins Einzelne gehend, 
wird er sich in kurzer Zeit auf diesem practischem Wege eine umSassende 
Kenntnils der Geographie erwerben, welche kaum je wieder aus dem Ge- 
dächtnisse verschwinden wird« 
Im März 1832. 
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29. 

Analyses des transversales appliquee ä la recherche 
des proprietes projeclives des lignes et surfaces 

geometriques. 

(Suite du m^oire No. 3. cah. I., No. 7. cah. 2. et No. 18. CiL 3.) 
(Par M. /. F'. Pöncelet, chef de Bataillon du G^oie.) 



211« IT our d^montrer^ tout d'abord^ qu'en eflfet la ooiirbe est g^^rale-^ 
ment possible sous cob d(mn4e&f ou que T^oonc^ ci-dessus ne contieDt 
riea dincompatible aveo la nature des Ugoes g^om^triques ^ nous suppose» 
roDS que ap, bfy cr^ ds^ • • • • soient les m transversales coond^r^es, por» 
taut respectivemeiit le Systeme des m points p y p% p^'y • • • • ^ oelui des 
m poiots ^y ^^y tf"y ... .y celui des m points r^ r'y r^% .... et ainsi de 
suite^ lesquels sont tous cens^s donn^s ä priori. Ces sjstemes apparte- 
nant dono, par hypoth^se^ h la mSme courbe g^om^trique^ doirent^ lors- 
qu'on les combine 3 par 3^ 4 par 4 etc. donner lieu h des relations m^ 
triques analogues ^ celle du No. 165« et qui se rapportent respectivement 
aux di£P(^rens triangles^ aux diff(^rens quadrilateres etc. form^ par les trans- 
versales dont il s'agit. 

Mais^ d'apr^s la nature meme de ces relations^ il parait Evident que 
töutes ne sont pas distinctes^ et qu'un certain nombre d'entre elles com« 
portent naturellement les autres, ou peuvent les reproduire quand on les 
eombine convenablement entre elles^ par voie de multiplication ou de division« 

En particulier^ il est clair que les relations qui appartiennent aux 
quadrilat^es, aux pentagones etc., sont toutes comport^ par Celles qui 
se rapportent aux simples triangles; et meme on peut pr^voir que, parmi 
oes demiSres, il en est toujours un certain nombre qui sont comport^ 
naturellement par toutes les autres. Enfin, puisque ohacune des relations 
dfotinctes et vraiment essentielles permet de construire imm^diatement 
(166., 175. etsuiv.) Tun quelconque des points qui s'7 rapportent sans 
recourir au trac^ effectif de la courbe, on voit ^galement qu'une partie 
des rn^ points consid^r^s sur les. diflp^rentes transversales apy afy ar, .... 
ne sauroient Stre pris d'une maniSre enti^rement arbitraire, et doivent d^ien- 
dre des autres suivant une loi indiqu^ par le^ relations m^es dont il s'agit. 
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212« Afin de legitimer oompl^tement ces diffi^rentes assertions^ 
Dommons, en g^n^ral, fi le nombre des transversales considerees; d^ta- 
chons en une queloonque ponr la combiner successivement aveo les /i — 1 

autres prises deux ä deux, il en r^sultera ^^"^^ ^~ triangles düFerens 

dont les sjrstSmes d'intersecticmsy aveo la oourbe^ donneront lieu h un ^al 
nombre de relations (165.) ^videmment distinctes entre elles^ puisque les 
sommets oppos^ ä la transversale qui contient ä la fois toutes les bases 
de ces triangles ^ seront eux memes distinotes entre eux^ aussi bien qne 
les segmens qui les concernent dans cbaque relation« Or fl est faoOe de 
se convainore que ces equations^ combin^ 3^3 dans un certain ordbre^ 
par vme de multiplioation ou de division et de mani^re ä en ^liminer cood- 
pl^tement tous les produits relatifs h la transversale dont il s'agit^ repro-^ 
duiront n^cessairement les diif^rentes relations qui se rapportent aiix trian- 
gles form^ simplement par les intersections mutuelles des fi — 1 autres 
transversales» 

Mais 9 puisqu'on obtient ainsi le Systeme complet des ^quations re« 
latives a tous les triangles possibles^ il est clair que^ par la combinaisoa 
mutuelle des pr^c^dentes^ on obtiendra aussi successivement toutes Celles^ 
du meme genre^ qui peuvent appartenir aux dlfi^rentes autres figures po- 
lygonales form^es par les rencontres des m transversales propos^es. Done 
enfin le nombre des relations v^ritablement essentielles ou ind^pendantes, 

se r^uit ä ^^"" ^^^~ seulementi et ces ^quations pourront servir ä d^ 

terminer un pareil nombre des intersections de la courbe propos^ avec 
nos fl transversales« 

Ainsi| par exemple^ dans le probleme ci -dessus (209.) oü le nombre 
des transversales est pr^cls^ment ^gal ä celui m qui marque le degr^ de 
la courbe, on pourrait se donner, d'une maniere tout h foit arbitraire, les 
m intersections de ehacune des deux premieres transversales, m — 1 inter- 
sections de la 3% 771 — 2 de la 4* • • • • , enfin 2 seulement des intersections 
de la m* ou demiere; moyennant quoi on devrait pouvoir construire, a 
taide des ^quations qui se rapportent ä ces transversales, toutes leuts au« 
tres intersections avec la courbe, lesquelles sont eflfectivement en nombre 

l+2 + 3....+m— 2= (^-*H^-2) , 

48* 
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Si le nomiHre des transveraaleiy au lieu d'Stre m^ iitili m -f- 1> 

des intersections susceptibles d'etre d^termio^s ä priori^ serait m ^ 7" \ 

c^est-d-dire sup^rieur de m — 1 unit^ au pr^o^eut, et celui des inter* 
seotions ai4>itraires serait simplement augment^ d'une unit^; ce qui s'ao* 
corde areo les consid^ratioiis du No« 210« 

La Suite de oe $• offrira d'ailleurs des exemples de la maniere dont 
OD doit traiter les problemes qui se rapportent d la combinaison de donn^ 
que nous venoos de fiedre oonuaitre ou h des combinaisons äquivalentes« 

213* Revenons maintenant au probldme duNo«210.: nommons x 
le noureau poiut quelconque, du plan de la courbe, par lequel il s'agit de 
faire passer oette courbe en meme tems que par les m^ autres points d^4 
donn^ sur les m transversales ap^ bq^ ds^ •••• (211.). Seit ax une 
demiere transversale arbitrairement menee par oe point, et rencontrant 
en o, £, c, </,••• • respectivement, les pr^o^entes qui oontiennent d^jä 
les m intersections Pf p'f p'% • • • • ^ les m intersections (fy g\ q"y • • • • ^ 
les m intersections r, r'^ r''^ . . . . etc. ; eile viendra d^terminer^ sur la 
courbe, de houveaux points d'intersection x\ x'\ x"\ • • • • , qui devront 
£tre en nombre nt — 1 seulement, puisque cette courbe ^ eile memCy est 
suppos^ du degr^ m. 

Pour les d^couvrir, nous nommerons V^ c'y c/^, • • • • les intersections 
respectives de la droite ap avec hp^ cr^ dSf • • • • respecti vement ; e^ con* 
sid^rant les triangles successüs abb\ acc^y add% •••• comme transver« 
saux de notre courbe (m)^ nous aurons (165.) cette suite d'^uations 

(ax') ~ {b'q) (ap) ba:^ 



{ax*) (o'r) (ap) cx^ 

(dx*) (d'p) (ds) ax 

lax*) (d^s) (ap) dx^ . 

etc. etc. 

Dans lesquelles (ax^ repr&ente le produit de tous les segmens 
ax'y ax'\ ax"\ ... ., (Ajc') 1© produit de tous les segmens bx'^ bx'\ 
b x"\ • . . . , (c xO le produit de tous les segmens etc. , dont aucun ne se 
rapporte au point donn^ x. 

214. Ces ^uationsi qui se pr^ntent encore sous la m€me forme 
que Celles du No. 207. d-dessus^ et dont les second membres ne contien» 
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nent egalement que des quantit^ toutes donn^^ ces ^ifuatioi» dts-je 
^iant en nombre ^gal a oelui des points uioonnus et exprimubM: des eon« 
ditioos distinctes attendy qu'elles appartiennent respectivement aus **^^^f 
transversales bb\ cc^j dd% • • • «^ ou b^^ er, ds, • . • •, on peut pr^voir, 
a Tavaiice^ qu'elles sont effectivemeiit aptes ik oonstmire g^om^triquement 
les m — 1 poinfs demand&y par des Operations analogues & oelles qiii ont 
M6 expos^es pour le cas ci-dessus (262. et 204.) , ou Ton ne se donnait^ 
en outre de x^ que deux ou trois groupes seulement de points de la courbe^ 
situ^ m par m en ligne droite« 

Mais 9 non seulement ces ^quations suiBsent pour d^terminer entid» 
rement, de position, les points x% x'\ x'"^ ••••9 de plus il n'en existe 
aucune autre propre h, remplir ce but, et qui ne soit une cons^quenoe 
n^oessaire des premieres« Car eile ne pourrait qu'etre relative enoore (212.) 
^ t'un des triangles^ 11 Tun des quadrilateres etc. form^ par la transver« 
sale arbitraire ax avec les transversales donn^ ftp^ bt/^ er^ • • • •, et Ton 
retombermt directement sur cette ^qnation, si on combinait convenable« 
ment les propos^ avec toutes celles qui se rapportent aux propres inter* 
sections de ces demieres transversales« 

Consid^rant, par exemple^ le triangle bnc form^ par la transversale 
ax avec deux quelconques nbq^ ncr^ des autres transversales, on aurait 

{hx){n q )(er) __ ^ ^^ (fix') _ (bq){nr)cx 
{cx){bq){nr) * {^^') (nq)(or)bx* 

De plus, le triangle b^c^n, form^ par les intersections mutuelles des trans* 
versales ap^ nbb'q^ nc& r^ donne naturellement 

(ft^g)(c»(Hr) _ . 
{h'p){c'r)(nq) " ** 

Or il est ais^ de se convaincre qu'en eJFet, si Ton divise la premidre des 
m— *1 ^quations du No. 213«, par la seoonde, et qu'on multiplie «isuite 
le r^ultat par celle qui vient d'etre pos^ en demier lieu, on retombera 
pr^dsement sur la pr^dente relative au triangle bnc d'abord consid^r^« 

215. Avant de passer ä la r^olution effective du Systeme des 
^uations du No.213., nous insisterons sur l'importance de cette r^olu« 
tion en gen^ral; car, ind^pendamment des questions des Nos. 207. et 210», 
elles en embrassent une vari^t^ d'autres concemant la description des lignes 
g^m^triques et la d^termination de leurs intersections avec des droites de 
Position donn^. Par exemple, si on applique les consid^rations qui pr^ 



cedent au probl^iv ^w les interseotions des transversales^ raentionn^ yers 
la fin du No ^^^•s ^ paraitra ^vident^ que, pour la combiuaison de don- 
n^ o^ ^y trouve admise, rintersection inconnue de la 3* transversale^ 
jds 2 de la 4% les 3 de la 5% enfin les m — 2 de la m% seraient d^ter- 
min^f de proche en proche, par une^ par 2^ par 3, • • • «^ enfin par 
m — 2 ^quations de la forme de edles qui nous ooeupent, en regardant 
d'ailleurs, dans ehaque Systeme d'^quations, oomme eonnues les interseo- 
tions d^jä determin^ par les systemes d'^quations pr^o^entes. 

En gen^ral^ on voit que^ si on connaissait ä priori^ ou si on avait 
d^termio^ convenablement^ ^4~1 syst^mes quelconques d'intersections en 
ligne droite d'une eourbe plane de degr^ m^ et qu'il s'agit de d^terminer 
ses m interseotions avee une nouvdle transversale arbitraire, on serait oon- 
duit (213.) ä n ^quations distinctes^ toujours de la meme forme g^n^rale, 
et qui seraient aptes ik d^tenmner n quelconques de oes interseotions; de 
Sorte que les m — n autres devraient etre assignees ä priori ou par des 
oonditions äquivalentes« C'est ce qui arrive, par exemple^ dans les pro- 
blemes des No. 10& et suiv. et dans tous ceux que nous avons mention« 
ik6s au No« 210*9 ou il s'agit de construire la oourbe ä Taide de certains 
points multiples pris pour pöles d'une suite de transversales dont les in- 
terseotions distinctes^ avec cette eourbe^ sont consid^r^es eomme inoonnues« 

Le seul cas pour lequel le nombre des ^quations est pr^cis^ment 
^gal au nombre des interseotions de la transversale arbitraire^ r^pond ^vi- 
demment ä oelui ou /7i-{-l syst^es d'intersections en ligne droite seraient 

donn^ ou ccmnus ä priori. Mais^ oomme d'apres le No«212.y /yi' 7" ^ 

de ces m(pt^i) interseotions peuvent 6tte d^termin^ directement par un 

pardl ninnlNre de relations^ on voit que m(m+l) — m ^^~ ^ = iyi ^'^^^ 

seulemenft d'entre elles doivent Stre consid^r^ oomme enti^rement arbi« 
traires; c'est^ en effet^ \ä le nombre total des points ou des oonditions 
ind^pendantes n^cessaires pour fixer entiSrement| de forme et de position, 
toute l^e du degr^ m, mtu(6e sur un plan» 



Probleme g^n^ral sor la diTiakui des l^nei droitet en partiet dont let rapports eompocef 

•ont doimet. 

316. Afin de donoer & oette partie de nos fecherohes^ tonte Tex- 
teasion dont eUe est susoeptible et que m^rite son importanoei nous nous 
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proposons de montrer g^liK^ralement conmient /z-{-l paints a^ b, c, </, 
• •• g^9 ^ ^tant donnees^ k voloDt^^ sur la direction d'ime mSme droite, et 
n autres points x, x^, x'\ .. .. ^iant simplement d^finis par les n relations 

dans lesqiielles Kj L^ My . . . . P^ Q sont de nomI>rcs assign^ a priori^ 
DU des rapports homogenes et quelconques de ligncs^ nous noiis proposons, 
dis-je^ de montrer comment^ k Taide de ces donn^8^ on peut^ de diffiS«» 
renteä manieres, ramener la construction des points x^ x\ x'\ • • • • & 
oelle d'une courbe, de degr^ n^ contenant tous ces points^ et dont le trace 
efFeotif exige seulement qu'on sache d^ja construire n — 1 ou n — 2 points 
en ligne droite assujettis k des conditions analogues. 

Afin de siinplifier un peu les raisonnemens^ nous conviendrons^ une 
fois pour toutes ^)y de d^gner par (X) la droite ind^finie qui contient les 
n points inconnus Xy x'y x'\ . ... ainsi que les /2 -f* 1 points donn& a^ h^ 
Cy dj . . . . gj hy et g^neralement par {Ä) toute transversale ou droite ar- 
bitraire contenant a, par (B) toute transversale contenant by par (C) toute 
transversale contenant c etc.; ces diffi^rentes transversales ^tant d'ailleurs 
situ^ dans un plan unique passant par {X). Enfin nous convenons dga- 
I^nent de d^igner par {AB) Tangle ou le Systeme dos deux droites {A) 
et {B)y par {ABC) le triangle form^ par la rencontre mutuelle des trois 
droites {A)y {B) et {C)y en supposant d'ailleurs que C repr^sente l'inter- 
section de {A) et de {B)y A Tintersection de {B) et de (C) etc. 

217. Premiere Solution gänärale. Les Conventions qui pr^cedent 
^tant admises^ concevons^ par Tun quelconque a des points doiin^ wa{X)y 
la transversale arbitraire {A); prenons h volont^^ sur cette droite, /z points 
Pf p\ P^'f •• ••y distincts de Oy pour y iaire passer une ligue, du degr^ riy 
que nous d^ignerons par {n) et qui devra contenir, en outre, les n points 
Xy x'y x'\ ... .y lesquels seront ainsi d^termin^ quand {n) le sera. Par 
le point by menons pareillement Tarbitraire (B). et, sur cette arbitraire, 
prenons les n — 1 points quelconques y', y'', f'", . • • • pour y faire passer 
^alement la courbe (/z); la r^ intersection f, de cette courbe et de {B)y 
sera ^videmment d^termin^ en vwtu de la premiere des öquations ci - des- 



*) Nou8 engagerons, da noayeau et instamment, le lecteur da ne pas n^gliger 
de d^crire les iigures donl il est fait mention dans le texte, et saus lesquelles il lui 
serait id difficile de sui^re dos raisomiemeiis. 
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SU8« Gar 9 le triangle (ABX) 4iant oonsid^r^ eomme transyersal de (/z), 
donnera la rdation 

. _ (Bp)(Xq)(Ax) _ (ap)(Xq)(bx) 
* — {Xp){Aq)(Bx) — {Xp){bq){aa:)^ 

attendu qu'ioi le sommet B du tnangle (ABX) se confond avec a et le 
sommet A avec b. 

On aura donc^ pour d^terminer (166.) le point f sur (B), 

{ap){Xq^){hx)Xq _ (ap)(Xq') «Xg _ . 
iXp)(bq')(aa:)bq — {Xp)(bq'r bq "" ^ 

^quation dans laquelle il n'y a d'mconnues que Xf ei bq. 

Si d'aiUeun K ^tait donn^ en produits de segmens, comme oela 
a lieu pour la question du No. 207. ^ il est clair (172. et suiv.) qu'on 
pourrait construire lin^airem^it le point q au naojea de tous les autres« 
Et il est Evident r^iproquement, que la connaissance du Systeme des n 
points (f^ f'f g^\ •... et de celui des n points p^ p\ p'\ •• ••y ^quivaut & 
Celle du rapport X^ et peut parcons^quent tenir lieu de la prenuere des 
^quatioDS propos^es« 

Menons pardllement la transversale arbitraire (C) par c, et pre« 
nons^ sur elle^ les n — 1 points quelconques r\ r'\ r^'\ • ••• consid^r^ 
eneore comme appartenans h {n)\ on construira la /z* intersection r^ de 
{n) et de {C\ en regardant, & son four, le triangle {JCX) comme trans«- 
versal de la courbe (ji) dont il s'agit; au moyen de quoi^ le sjstSme de 
ces n nouveaux points et des deux pr^c^ens, devra eneore ötre cens^ 
^quivaloir aus deux pren^eres des relations donn^es, on toiir lieu de la 
connaissance de K et de L. 

On continuerait ainsi ^videmment tant que le nombre des syst^es 
de points p^ de points ^^ de points r^ ....^ de points u^ suocessivement 
d^termines en cette maniSre^ ou tant que ie nombre des droites arbitraires 
{A)y (B), (C)y • • • • (F) qui leur correspondent^ ne surpasserait pas n — 1; 
mais on ne saurttt aller au delä vu que le systdme des n points x^ x\ 
x^\..m.y qui doit ^tre cense donn^ par les ^quations ci-dessus, r^uni 
aux n — 1 autres systemes des n points p^ des n pomts qy •. . .y des n 
points u que nous supposons appartenir, ainsi que le premier, ik une courbe 
unique du degr^ n^ ne laissent plus d*arbitraire (214.) que le choix d'un 
seul et demier point, dont la connaissance , comme on va le voir, com- 
plete entiSrement les donn^ graphiques n^cessaires pour d^terminer 
cette courbe, et pour ramener son trac^ h la r^lution de systemea d'^ 
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qiiations analoguet aux propos^ (211.X n^ds en nombre infi^rieur d'une 
unit^; 0U9 oe qui rerient au inSme^ pour rameoer ce trac^ ä oelui d'ime 
autre courbe dont le degr^ serait seulement n — U 

218. Pour le d^montrer^ soit v oe point ehoisi u volonte dans le 
plan des droites (X)^ {J)^ (B), ••»•; menons les nouvelles droites vg et 
yA aux demien points g ei h donn^ sur (X)\ oes droites que^ d^äpr^ 
ies oonventions pr^c^entes^ nous nommerons (ß) et {H\ reneontreront, 
de nouveau et respeotivementi la oouri>e (/i)| en n — 1 points y\ y'*^ 
y^'\ • • • • et en /z — 1 points «'^ «'', z''', . • . ., dont la d^ermination, 
je le ri^dte^ dependra de la r^lution d'une question analogue ä la pro- 
pos^i mais d'un ordre moins ^lev^« 

Consid^rant, par exemple^ la droite (G) ou v^ en particulier^ on 
prendra successi^ement cbacun des n — 1 triangles {GXA)y {GXB\ 
{GXC)y .. m. (GXF)y pour transversal de la courbe^ ce qui donnera lieu 
& autant de relations distinctes de la forme de celles du No. 213.9 et qui 
seronty en effet, aptes ^ d^finir Ies /i — 1 intersections y\ y'\ y'"^ .... 
relatives & la droite dont il s'agit^ attendu que Ies valeurs des rapports 

i\> Tu\^ i~\^ •• ••> ^ entreront dans leurs seconds membres^ seront 

toutes donn^es imm^diatement par Ies /zequations primitives (216.) qui 
d^finissent Ies points x^ x'^ x'\ • • • • Supposant donc qu'on saohe d^j^ 
resoudre^ pour le degr^ n — 1 ou pour n — 1 ^quations, le probleme g^ 
n^ral qui nous occupe^ et traitant le Systeme des points x\ z'\ x''\ • • • • 
oomme on vient de le faire pour celui des points y'y y''y y"\ • • • «^ on 
Gonnaitra /z + 1 systemes de n points en ligne droite , relatift k la oourbe 
{rL)y lesquels seront en nombre plus que suf&ant (211. etsuiv.) pour en 
d^terminer Ies di£R§rens systemes d'intersections avec une droite mobile 
autour de Tun quelconque de ces points^ et oe ä I'aide d'une suite d'^qua« 
tions qui se rapportent, elles mSmes^ toutes au degr^ n — 1« 

218« On simplifiera un peu la premiere partie de ces constnio* 
tions, celle qui se rapporte a la determination des points y'^ y"f y*"y .••. 
et z\ z*\ z'"y ....y en remarquant que, puisqno Ies n — 2 points y', r\ 
s\ • • • • et Ies n — 2 points y'', r", s'', ... . ont ete pris d'une maniere 
entierement arbitraire, on peut Ies choisir respectivement sur Ies droites 
(G) et (H) qui joignmit le point v aux deux demiers des points don« 
n^9 g et h. 

CreUc*! Joimal d. IL Bd. Vm. Hltl. 49 
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En eflPet, attendu que les n~»l poinis y» f^ r^ s\ • • • • apparti«i« 
droiit ak>rt a la oourbe (n)i, la droite (G) qui les porte^ ne reneontrera 
plus Celle - oi qu'en un seul et deniier point Xf qae Ton constniira imm^ 
diatement et lin^airem^t (105. et 172.) en consid^rant {GXA) comme 
un triangle tranwersal de eette neme cotirbe« On constniira pareiller 
ment le n^ point d'intersection x, appartenant ^ vh ou (H), par la oonsi« 
d^ration du triangjle (HXjf); menant enfin la droite yZf que nous nom^ 
merons (T), eile reneontrera (/z) en ^ — 2 autres points qu'on d^tenniner% 
ä leur tour^ en oonsid^rant les ^--2 triangles (JAB), (YAC), (JM)\ . • . 
• , « {YAF) oomme transversaux de catte oourbe; ee qui donneva^ sur le 
ehamp, autant d'^quations distinctes, de la forme des propos^es^ mais qui 
ne se rapporteront plus qu'au degr4 /i*— 2« 

La oourbe {n) qui, par ses intersections avec {X\ donne les n points 
x^ x\ x'\ « • • • demandik, devant contenir le Systeme des n points troiH 
v^ en demier lieu sur (T), ainsi que les n — t autres systemes de points 
g^ de points r, • « » • de points u^ situ& sur les droites req[»ectives {A)f 
(B), {C\ »••« {F)y oette oourbe^ dis-je, qui doit en outre passer par v^ 
se trouvera completement d^termin^e (21Letsuiv.) comme dans le cas 
qid pr^de, et son trac^ sera ainsi ramen^ h celui d'une särie d'autres 
eonrbes d'un degr^ mc^dre d'une unitiä que le sien propre, et dont clia« 
eime n'exigera^ d sdn tour, que des censtructions d'nn degr^ moindre d'une 
mnt^, et ahisi de suite jusqu'd ce qu'on seit retomb^ sur des constructions 
du second ou du premier degr^ seulement« 

220« Deuxieme solutien gin4ral€ plus simple. Ces constructions 
^kant encore fort compüqu^, on pourra les simplifier notaUcmenti du mmns 
en ce qiu conoerne le trao^ de la ligne auxiKaire (n)y si, au lieu de se 
donner un point ordinaire, tel que y, poar y faire passer cette ligne, on 
supposait que ce point fut multiple d'un certain ordre; seulement alors i! 
laudrait diminuer, en cons^quence, le nombre des droifes (A)^ (B), (C), • • . • 
ou des systemes de points arbitraires qu'elles portent« 

Supposant, par exemple, que y seit multiple de l'ordre /z— 2, i! 
est clair que la oourbe (n) sera entierement d^ermin^ (108. et sui^.) par 
le Systeme des n points x definis par les ^uations du No. 21 6., et des 
n points p de (A)^ des n points ^ de (B), construits comme il a 4t6 ex- 
plique au commencement du No. 217., de sorte qu'on ne pourra plus se 
donuer arbitrairement aucun autre point pour y fieure passer ctette oourbe« 
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Pavoom^quent si^ ä Taide de oes deux deröien systemes de points seule- 
menty du point multiple v et des n ^quatious donu^es qui se rapportent 
aux /i+l poiots a, by e^ mm., ff et hf on panrient h d^erminer un der« 
Hier f^rgteme de n points r, r^^ r^\ . . m . titu^ k rintersection de ^^) et 
d'une drmte queloonque^ od sera^ par Ii\ meme^ en ^tat de oonstruire tooe 
let points de eette eourbe par un prooed^ qui n'exigera (198# et suiy.) que 
la r^^tition d'op^rations du premier et du second degr^ seulement« 

Pour prouver la possibflit^ de d^terminer un tel syist^me de points 
QU un »fstdme de points ^qinvalent^ montrons d'abovd €X)mm6ot on petft 
oonstruire les deux interseotions de la courbe aveo ohacun des rayons iise- 
teu» vcy vdy •«•• v^ et yh^ ou (C7)^ (D), #•«« (G) et (JY), qui sont en 
nombre /i— 4# Soient^ par exemple^ y^ et y^* les intersecfions inoonnues 
relatives k (C); on oonaid^reea sueoessirement les triangles {CXA\ (CXB) 
oonnne tranisyersaua: de la eourbe (/i), ee qui donnera deux rektions dans 
lesquelles U n'j «ura d*inconnues, que les se|;mens des points y, y*' dont 
il s'agit^ et oeux des points x^ m\ x'^^ « • • •; renipla9ant dono les rap* 
ports des produits de ees demiers segmens pär leurs valeurs d^uites de 
Celles ^ des ^quations propos^ {Z\^.)^ qui sont rehitiTes rax pomts a^ b 
et c^ on aura dem ^^quafiods propres k donstruire y' et y^^ par le tra«^ 
d'une ligne qui^ d'aprds oe qui pr^de (Slfi.)» Mra Bimplement du seoond 
ordrOi et pourra mdme #tre constmite pw des ojp^tioiis purement Unfaire«« 

Ayant d^termin^y de la mSme manidre^ le iqrstdme de deux points i^ et 
x^^situÄisur f Cy celuide deux points t^ et-^sur vi/f^etainsi desuita, on pourra 
supposer^ pour simpUfier le reste de la aolutionj que les points p* et f' qu'oa 
i^'^tait d'abord donn&t d'une manidre entierement erbitraire sur (^) et {B\ 
aient &e choisis de fa^on que la direction p^ q' passe par le point c^ direotioii 
que nous d^signerons par (C^) pour la distinguer de (C) ou cm. Cela postf^ 
c^n de determiner les n — 2 autre8.inter8ections de {C^ ) aveo la oourbe (/t)^ 
on eonsid^ suooessivement les n — 2 triangles (CXD)^ {C^XE\ ..m.{C^XG\ 
(C^XH) oomme transversaux de oette courbe; ce qui donnera un pareil 
nombre d'^quations distinctes^ propres A determiner les interseotions dont 
il s'agity attendu que les rapports des produits relatife h Xy x\ x^\ . ...y 
pourront encore en etre ^limin^y au mojen des ^quations propos^es» 

Supposant» de meme^ que la droite (DJ des points p^' et /^ rest^ 
totalement arbitrairesi ait ^t^ pnse^ ä son touTy de fa9on ä passer le 3r* 
point ä^ on dStemunera pareiUement ses a— 2 aatres intersectiotts avec 

49* 
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(/i); et Ton yoit qu'on pourrait operer encore ainsi u l'^gard d'une troi- 
tieme droite contendnt p^'^, (j'" et passant par e^ oe qui permettrait de 
oonstruire la courbe toute entiere par le proced^ des Nos« 200* et 201« 
Mais comme ohacune de ces Operations suppose la r^lution de /z — 2 ^qua* 
tioiis de la forme de eelle du No. 216.^ il sera plus simple et plus exp^« 
ditif de se bomer A la oonsid^ration des deux premieres droites /^V» P^'9*^ 
ou (CJ et (A)> dont les systemes d'intersectioos avec Dotre courbe (ji)^ 
jointes dt oeux des droites [Ä) et {ß)y sufiBsent pour eonstruire successiye« 
ment tous les oouples d'intersections de oette courbe avec des transver«* 
sales arbitrairement men^ par le point multiple y. 

221« Smty en eflfet^ vxi^ ou (27) une pareille transversale r^icon« 
tränt la courbe aux points u^ et uf'^ pour d^terminer directement ces 
pointsi OD imaginera une ligne du second ordre qui les contienne ä la fois 
et passe^ de plus^ par les 3 points q'y p\ p*' qui sont connus et dont ce» 
lui du milieu est ä Tintersection de {A) et de (Q)» Cette ligne ireneon- 
trera, de nouveau^ la droite (fi) qui contient tous les points (j^ f% t/'\ .... 
et la droite (A ) qui contient p'\ q'* et d^ en deux autres points qu'on 
d^terminera lin^rement en considerant^ d'une part| le triangle (PJB)^ 
d'une airtre^ le triangle {ÜC^D^) comme h la fois transrersaux de (fi) et 
de la ligne du second ordre dont il s'agit; car 3 en r&ultera deux cou« 
ples d'^quationsy de chacun desquels ^liminaut les produits de segmens 
relatUs aux intersections communes u' et u^' de (Z7) avec les courbes dont 
il s'agi^ on d^uira deux nouvelles equations qui ne contiendront plus qua 
les simples rapports des segmens relatifii h chacun des deux points incon« 
nus de la ligne du second ordre» Cette ligne passant , en outre^ par les 
trois autres points f\ p* et p'\ sera ainsi completement d^termin^^ et 
donnera, par ses intersections arec (27 )| le couple des points u' et u!^ 
demand^ 

Fesant maintenant Tarier la transversale (27) autour de v comme 
pöle^ on obtiendra^ d'une maniere assez rapide ^ la suite de tous les cou« 
ples de points analogues ^ u* et u''^ qui tracent la courbe (/z) dont les 
intersections x^ a/^ x", .... avec la droite {X\ se trouyent dtre pr^ds^ 
ment !es n points satisfesant aux Equations propos^« 

222. Troisiemt et derniere Solution gSnirale. Si, au lieu de sup» 
poser V un point multiple de l'ordre n — 2^ on le supposait de Tordre n ^^\^ 
on ne pourrait ^ au plus, se donner arbitrairement que les n pomts p^ ff^ 
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p*'f . ... tttu^ 8ur la droite (A) men^ ii Tolont^ par a; car qous avons 
vu (203. et suiT.) qu'iin tel point midtiple^ Joint aiix deux nystemeB^ de 
n points^ p, p\ p"^ .... et ^^ x\ x'% « • • • ^ dont le dernier doit toujbun 
Stre oens^ d^fini completement par las n ^quatimis primitiTeSi sufBaent 
pour d^tenmner et mSme pour oonstruire lin^airement la oourbe du degr^ 
n^ qui passe par oes diffiSrens points. D'aiUeurs, en suiyaiit toujours Tesprit 
des m^tbodes que nous avons mis en usage dans ce qui pr^ede^ on ober- 
cherait ^ d^terminer^ au mojren des points arbitraires Pf p'^ p'\ • • • • ^ du 
point multiple y et des n ^quations propos^, un nouveau sjst^me de n 
points de la oourbe^ situ^ en ligne drotte^ lesqueb^ r^unis ayec les pre- 
miers^ servindent <\ d^ire En^rement cette oourbe sans qu'il föt n^oe»* 
saire de recourir direotement aux points Xy xf^ x'\ .... 

En eflfety menanty de v yers les diflR^rens points by c, dy •... gy hy 
en nombre ny des droites ou rayons recteurs {B)y (C)y (D)y .. .. (G) et 
{H)y on d^erminera lineairement leurs demieres iuterseetions aveo la 
eonrbe (n)y et qui sont distinetes de y^ en consid^rant sueoessivement les 
triangles (AXB)y {AXC)y {AXD)y . . . . {JXH) oomme transversaux de 
oette Gourbe^ et rempla^ant^ dans les ^quations oorrespondantes^ les rap» 
ports des produits de segmens {ax)y (bx)y (cx)y (dx)y .... {hx)y par leurs 
valeurs tir^ des ^quations primitives; car il n'j restera plus d'inoonnues 
que les rapports simples des paires de segmens qui^ sur chacun des rajons 
veoteurs vby vc, .... vh de ces triangles^ appartiennent aux n interseetions 
dierdi^es^ rapports qui seront ainsi donnes imm^diatement par chaque 
^quation« Conddsant enfin^ par Tun quelconque p des points py p'y p'\ .... 
et par hy je suppose^ une nouvelle droite (B«)» les n — 1 autres intersee- 
tions %*y 'x'^y • • • • de oette droite et de la courbe seront d^termin^ par 
un Systeme d'^quations du memo genre que les proposees^ en nombre n — 1 
et qui seront donn^ par les triangles successifis (XB^C)y (XB^D)y .. .. 
oonsid^r&ty ä leur tour^ comme transvwsaux de cette courbe*). 

Ayant ainsi toutes les interseetions py p*y p'\ .... et py v^y is'^y .... 
relatives aux droites {A) et {B)y on sera en.^tat de construire lin&ure- 



*) La question se trouve aisti ramen^e k ime antra du degr£ n — 1 teulemaol; 
aais on la rabaisserait de suite au (n — 2)* degr^ si, au Heu de prendre les points p, 
pS v"^ •••• ^^ {A) totalement arbitraires, on d^terminait l'un d'entre euz d^apr^s {bl 
condition qne rintersection de pfr on (B,) ayec ci^ on (C), par exemple, ttii sur la 



oourbe (n). En effet, ki mdme ^uation qui, d'apres ce qoi prec^e, donne cetle der-« 
'^-^ intersectioB an meyen des points p^ jf*, p , •• • «i serrifait anssi a detetminer 
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ment autant d'autres points de (n) qu'on le Toudra^ situ& sur las di£P<^reii6 
rayons yecteurs qui partent du pciot mnkiple v. Menant f par exemple, 
la transversale v/n, qui renoontre eu m et / respectivement les droites (ji) 
et (S^) dont il s'agit^ on sera en ^tat de constniire sa nouTelle interMCp 
tion z aveo (n\ en ne fesant usage que d'une simple rdgle; mais^ au pr^ 
table, il sera n^cessaire de d^terminer la tai^Mite au point p, qc& est eom* 
mune A (^) et d (B); ee qu'on fera, saus di£Goult4 ä l'aide de la relatidn 
meme qui, d'apr^ le No» I71«, lie le point z ä rinterseetion correspo»» 
dante de eette tangente et de mv, intersection qua bous nommerons a. 
En effet , la oonsideration du triangle / mp , dont le sernmet p est sur la 
oourbe (n)^ donne la relation 

qui serrira ä d^erminer lin^airemaDt (172., 174» et 1$4.) le point ^ de 
la tangente en p^ u Ton suppose que vi se oonfonde pr^casi^nient avee la 
direotion de Tun des rayons veoteurs vb^ yc, • • • • pour lesquds, d'apr^ 
oe qui pr^de, z est eonnu, ou qui seryira a construire lin^airement % 
qnand la tangente dont il s'agit aura ^t6 oonstniite une fois pour toutes. 

Condosioiis g^^ralei et priAcip«Ie» ooutiqjateDtm. 

223« Ce qui pr^o^e sufflt, je pense, pour oonvaincre nos leoteurs 
de la possibilit^ de r^udre, d'une manidre puremenit g^omi^triquei ie pso» 
bl^me g^^ral que nous nouS sommes propos^ dans le No.216., et pour 
montrer la vari^t^ des ressouroes qui sotit oflPertes par ranriyse des tran^ 
versales, dans toutes les questions on il i^agit de eonstrunre le Systeme des 
interseotions d'une ligne geom^trique aveo une traasrersale arbitraire de 
son plan 9 quand oette ligne est stmplement d^finie par un nombre süffi- 
sant de semblables systemes ou de systemes ^quivalens (212. et 215.); oe 
qui fournit aussi des moyens pour la deorire eon^letement par points soiis 
ces mcmes donn^es. 

On voit qu'en definitive , ces eonstriietians se r^duisent ä une suite 
d'op^rations ou de calcnls qui appartiennent uniquem^it au prrauer de» 

UneairemeDt l'un de ceux-'ci au moyen de l'iotenection dont il fl^agit, ceas^e donnee 
ä priori; et, si Ton supposait qu^ii son tour, l'intenection de dv oo (D) et de (Bx) Sit 
sur la courbe, od aurait deux ^quations, de )a forme de celle« du No. 2i6..| propies 
a determiaer deux quelcoocjues des points p, p', &', ...« oensider^s cömme idcoiiiiiis; 
de Sorte que le probieme serait alors ramene a la r^olutioo de deax autrea des 
degr^s n — 3 et 2$ et aiDsi de soite. 
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jgtij ou d la g^m^trie de la rigie; oe qm sigtnfie sdulement qae les oour-» 
bes auxfliaires qni, par leurs mteneotioM aveo des droHes doim^^ sw* 
▼enf h d^tenmner les pointt qa'on dierohe^ se trouyent elles memes con- 
stmites k Faide d'op^ratkms purement lin^aires« Or oetto circoitttaHce pa« 
ra^ tenir esaentielleiiiMit A ee que les relations metriqaes qm däkiissent 
les inooimuei^ se pr^&»entoit toutes sous la forme de ceHes que Doas avons 
Donun^ ailleurs projectives^ et sp^eialem^it de ee que les segmens ou 
distaaees qui j eDtrent^ oonstiCuent une fonodon spn^trique de prodohs 
hotiiogdiies« 

224. La Solution que nous arons pr^nt^e en demier Keu (222.)| 
iious parait d'aiUeurs aussi smiple et aussi rapide que le comporte la na* 
ture du problSme pn^os^; car eile ramene^ de suite^ la redierdbe de 
n pomts inconnus x^ x\ x'^j •••« A celle de n — 1 autrespoints "r'j m'^^ ••••^ 
d^pendans d'une question du meme genre^ mais d'un degr^ inf^eur d'une 
miit^ et qui^ ^tant une fois trouT^, permettraient de eonstmire les pro* . 
pos^ par le trac^ d'une courbe anxiliaire de degr6 n. Mais, comme oes 
A-~l points ?r^, v''^ .... exigeraient, k leur tour, la d^temunation de 
A-— 2 autres points analogues, et le trao^ lin^*re d'une ligne de l'ordre 
11—2 et ainsi de suite, on Toit qu'en remontant de proche en prooboi on 
fera d^pendre la Solution du probleme d'uu ou de deux demiers points 
qui exigeront le trac^ d'une Ugne droite ou d'une section conique, et qui 
senriront h en d^terminer trois autres par le trao^ Un^re d'une ligne. du 
3* ordre, quatre autres par le trac^ pareä d'une ligne du 4* ordre, et ainsi 
de suite jusqu'd ce qu'on seit mn\i aux n points propos^, qui eux*ni^ 
mes r^dameront le trae^ d'une ligne de l'ordre n. 

Ces diff^rentes Operations, qui s'exeoutent toutes avec la regle, au- 
ront dono n^cessit^ le trae^ de n — 1 oourbes g^om^triques d^mt les degr^s 
respecti& sont rqpr^nt^ par la s^e des nombres naturels compris entre 
1 et n^). Or nous ne TOjons pas, pour le moment, oonunent il serait 
possible de remplaoer, g^n^ralement, cette suite de traoäi assez penibles 
par le trac^ unique d'mie tourbe de degr^ n; et, quoique, par elle-mSme, 
la ehose ne r^pugne en aucime manidre, nous devons cependant avouer 
que nous TaTons jusqn'id rainement tentee, meme pour la question par- 



*) D^apres les obserrations de la note da No. 222. t le nombre des conrbes auxU 
Haires pdana ötre r^dmt d'eomoa moili^ 
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ticuiiere du No. 213. ^ ou le Systeme des ^quations A r^udre n'exprime 
autre chose que la dependance purement descriptive qui lie les m— -1 pmota 
incomius aux m'-f"! points donn^^ et eo vertu de laquelle tous oes diffi$« 
rens points appartieno^it A une meme ligne g^m^trique du degr^ m. 

La complication dont il s*agity parait, du reste, t^iir au fond m&iie 
de la question^ et d ee que les donnees ou conditions graphiques n'en 
aeraieiit pas assez explidtement d^finies sous le point de vue purement 
g^m^trique« Car, par exemple^ daus le probleme du No«213« dont 3 
yient d'Atre parl^^ la complication n'a pas lieu lorsque les m* prenuers points 
donn^y mtn^B m par m en ligne droite, sont imm^iatement d^finis par 
la condition de se trouver sur un second systdme de m droites^ ou^ en 
g^n^ral^ aur une courbe g^m^trique du mdme d^r^ que la propos^ 
et eile n'a pas lieu^ non plus, pour le probleme du No.206.9 ou il s'agit 
de d^terminer le sjstdme complet des tangentes en un point multiple 
d'une courbe 9 dont Tindice est le plus ^ev^ possible par rapport ä son 
d^r^. Nous verrons en effe^ par la suite\ que dans ces cas particuliers, 
la question, bien qu'elle dopende toujours d'un Systeme d'^quations ana- 
logues, peut se r^oudre n^anmoins par le trac^ d'une seule courbe auxi» 
liaire dont le degr^ est marqu^ par le nombre des points qui sont k 
d^rminer« 

225. (^ant au präsent, nous deyons nous bomer ä tirer quelques 
coqs^quences g^n^rales des redliches qui pr^cedent, dans lesquelles nous 
n'avons pr&endu qu'indiquer rapidanent des moyens g^n^raux de Solution, 
propres seulement A monfrer la possibilit^ et T^tendue d'une classe de 
questions qu'on serait volontiers tente de regarder comme tout ä fait en 
dehors du domaine de la simple geom^rie, quant aux moyens de Solution* 

En effet, il r^ülte dairement, des discussions auxqudles nous nous 
sommes liyr^ dans ce $•, que pour m systemes de m points, situ^ sur 
un ^gal nombre de droites s'entrecoupant toutes dans un meme plan et 
qui^ pris trois par trois, satisfont a la relation m^trique du No« 165«, on 
peut mener une infinit^ de lignes g^m^triques du degr^ m^ mais que, si 
un demier point est donn^ arbitrairemeut pour y fiure passer la coinrbe^ 
cette courbe sera entiSrement d^termin^ de forme et de position, aussi 
bien que ses intersections aveo une transversale quelconque passant par ce 
point ou meme avec une transversale entierement arbitraire« II rdsulte de 
Ik ^videnmient que, „si un nombre quelconque, sup^rieur Ä in, de syste« 
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^^mM de m pointSy situ^ rar im ^gü noinbre dirdrotfes oomprises dsam 
y^un plan unique, Mnt teb que, comider^ trois par trois^ il satisfaMent 
^Ä la rdation dont il vient d'dtre parle ^ toos cw points appartiendront 
),n^oe8sairemeiit ä une seule et m^me ligne g^om^trique d'iin degr^ pr^ 
yyOis^meot ^al & m^ et que^ si par m queloonques de oes sjBt^ea de 
yf points et par Tun des points restans, on fait passer une ligne de oe de« 
fffft^f eile passwa n^essairement aussi par tous les autres:'' sur qu<» il 
est important de remarquer qu^au lieu d'^puiser toutes les combinaisons pos- 
sibles de droites ou systemes de points, on peut se bomer, d'apr^ le 
No« 212. y A un eertain nombre limit^ de combinaisons essentielles et vrai- 
ment distinotes. 

Cette proposition est Evidente par eile memo, pour le oas de ms=l,. 
oü il n'y a qu'un seul point sur ohacune des transversales; car les rela- 
tions qui leur appartiennent, expriment que oes points, pris trois par trois 
et dans un ordre quelconque, sont situ^ sur autant de lignes droites; mais 
il ^it n^cessaire de la d^montrer rigoureusement pour tous les autres 
cas, Sans en exoepter mSme oelui de /72=:2, puisqu'il n'est pas oertain, 
a priori, qu'un nombre queloonque de couples de points appartenans h au« 
tant de droites trac^es dans un meme plan, sont situ& sur une ligne du 
seoond ordre unique, hi&at que, pris 3 par 3j ils d^terminent compISte- 
ment (145» et suiv*) une semblable ligne« 

226* Ainsi donc les systemes de relations metriques qui ont la 
forme et sont assujetties aux conditions indiqu^ au No. 165. , pr^entent 
T^ritablement tous les caracteres d'une d^finition complete des lignes g^o- 
m^triques, et qui suffit pour mettre ä mdme d'en construire toutes les 
parties sous des donn^ convenables« Mais, attendu que ces relations sont 
susoeptibles de subir des changemens de forme et de devenir meme com- 
pletement illusoires pour oertaines positions des transversales oudu systdme 
des points donn^ (170. et suiv«, 187. etsuiv.), il Importe de remarquer 
que les relations qui en tiennent lieu, ou qui en sont, d'apres nos prind- 
pes, la traduction plus ou moins immediate, ne cessent pas de d^nir, de 
d^terminer mSme g^m^triquement, les lignes ou sjBt^mes de points aux- 
quels elles s'appliquent; car toutes les relations purement descriptives, ton* 
tes les construotions de pcHuts et de lignes auxquelles nous avons 6t4 
conduits dans oe paragraphe, en raisonnant. dans les hypoth^i^es les plus 
g^n^rales sur la position des transversales, toutes ces construotions et re« 
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latioM^ diB->je, demeurent^ en vertu de IIa lo! de continuit^y exactrafient 
applicables aux diffi^rens ^tats partiouUers de la figure^ sauf les modifioa- 
tion« que Filament les cbangemens de position des points ou des lignes^ 
et qu'iadique, hi ravance^ cette meine loi. 

Cette oons^queuoe d'ailleurs peut etre ^tablie directement et saus 
recourir au principe de continuite, en reprenant la serie de bos premiers 
raisounemens 9 et en y renipla9ant imm^iatement les relations primitives 
par leurs transforni^es^ toi^t en changeant si cela est nocessaire, le mode 
de leurs combinaisons et des o[><^rations aus^quelles elles donnent Ken, eon- 
form^meut a Texemple qui en a ete offert dans le No. 195* du pr^o^eot ^ 

227« Consid^rons maintenant, sur un plan, un Systeme queloonque 
de points, analogue a celui qui vient d'etre defini, ou, si Ton veut, oon* 
sid^rons le Systeme complet des intersections r^lles ou ideales d'une 
ligne g^om^trique, de degr^ m^ aveo des transversales reotilignes arbi« 
traires, en nombre quelconque fi^ inf<^rieur ou superieur k m. Si^po« 
sons que, parmi ces mfi points, fiii quelconques situ<$s n par n sur nos 
ft transversales respectives, aient eotre eux la mSme oorr^lation de posi« 
tion que le Systeme des propos^, ou, si Pon vent eneore, appartiennent 
^ Ä une certaine ligne g^omc^trique du degr^ n , il r&ult^ra , de not prin« 
cipes, que les ft (m — n) intersections restantes et qui se trouvent distri- 
buees m — n par m — n sur ces ft transversales , seront dies mSmes A 
une courbe du degre m — /i. 

En effet, si Ton considere Tun quelconque, abc^ des trianglea 
form^s par les intersections mutuelles des transversales dont il s'agit, on 
aura, par bypothese, entre les segmens qui d^terminent, sur oes odt&, 
les 3m points qui sout censes appartenir hi la courbe (m), une relatioo 
m^trique de la forme 

(gp) {hg) (er) _^ ^ 
{hj^) i,cq) {ar) *' 

en supposant, du reste, que Ton conserve les d^nominations et conven<- 
tions du No. 165. Et, puisque 3 /i de ces mdmes points, situ^ n par n 
sur k's cöt^s du triangle abc^ sont censes appartenir a une autre ligne 
du degre /?, on aura une seconde relation, de la memo forme, entre les 
«egmens qui leur correspondent , et en vertu de laquelle tous ces seg- 
mens disparaitront, commc facteurs, des produits du num^rateur ou da 
dcoominateur de la precedente; laquelle se reduira cons^quemment a une 
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autre relation tmi jours de mSme forme et exprimanti aiosi qiie toiites 
analogues relatives aux dj£P<^reos triangles forme« par do$ transversalei^ 
que les ii(m — n) points restaos sont eflfectivement a une courbe du degrc 
m^-^riy comme il s'agissait de le d^montrer. De la aussi ce th^oreme gendra!« 

3i parmi les /im intersections d^une courbe gSometrique de degre 
m trace sur un pl^m et du Systeme de )k transversales rectilignes arbi- 
traireSy /in se trouvent situäes sur une autre courbe qaelcon^ue du degre 
n^ les iJL(m — n) intersections restantes seront ä une troisieme ligne 
giomitvi<pj^e du degri m — n. 

228. Consid^raut^ par exemple^ le sjsteme complet des tangent^« 
aux intersections d'une courbe plane ^ du degr^ m , avec une droite arbi- 
traire^ il resulte^ de ce principe gen^ral^ que les m{jn — 2) intersections 
nouvelles de ces tangentes avec la courbe^ seront sur une autre courbe 
geometrique du degre m — 2 seulement. 

D'ou il suit aussi y en vertu du principe de continuit^ ^ que ie 
Systeme total des m asymptotes d'une courbe geomätrique du degre m, 
rencontrent de nouveau cette courbe en m(m — 2) points fui appartien- 
nent ä une autre courbe giomitrique dont le degre est m — 2 seulement. 

Supposant la droite ci-dessus des points de contact, men^ par 
un point multiple quelconque de Tordre /z, le th^oreme subsistera toujours, 
pourvti que Ton comprenne les n tangentes en ce point multiple^ au nombre 
des m, tangentes aux intersections de la courbe avec la transversale arbi- 
traire* Qu'il s'agisse^ entre autres^ d'un point double et d'une bgne A^ 
4* ordre^ on sera eonduit S ce corollaire: 

Si par un point double d'une ligne du 4* ordre ^ on mine une 
transversale arbitraire, et deux tangentes par les intersections nouvelles 
de cette transversale avec la courbe^ le Systeme de ces tangentes et 
du couple de Celles qui r^pondent au point multiple ira rencontrer cette 
courbe en six derniers points ^ distincts des pr emiers et tfui appartien* 
dront simplement ä une ligne du second ordre. 

Cette proposition aurait lieu, d'une maoiere analogue^ dans le oas 
ou la transversale passerait par un second point multiple ou s'^loignerait 
k rinfini etc. Mais eu voila assez, pour le moment^ sur ces coroHaires 
de notre thÄ)reme gen^ral, que nous verrons, dans la seconde partie de 
ces recherches, s'etendre aux intersections quelconques des lignes et de» 
surfaces g^ometriques, et dont nous avions, dßs l'ann^ 1817, applique 
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les eoDB^enoeB aux propri^t^ de aitutioii des lignes du 3* ordre/ qiie 
oow ayons üit connaitre A la fin du §• 1» 

Des lignes g^m^tnqnes en taut qne defiuiee «m eonstroiteB par lea feisceaDX conrergens äe 
lern tangeotes. — Redierches et ^daircuisemeiis siir divers poiots de la lli^rie des polaires 

reciproqnes« 

Consid^^oiifl pr^liminairat« 

229. Toutes les relations m^triques ou descriptives qui nou» ont 
oocup^ dans le pr^c^dent paragraphe, Äant, de leur nature, projectiVes, 
elles peuvent imm^diatement (Polaires r^cipro^ues, No. 120. et suiv,) 
Stre traduites en d'autres qui concernent uniquement les faisceaux de tau- 
gentes des Ugnes g^m^triques^ issues des diff^rens points du plan de oes 
lignes. Ainsi on d^uira^ de nos recherches, des proc^Ä g^n^raux et 
purement lineaires pour eonstruire autant de ces systemes qu'on le voudra, 
quand on s'en sera donn^ arbitrairement un nombre süffisant pour d^finir 
compldtement la courbe, et qui permettra de eonstruire celle-oi par Ten- 
veloppement de ses tangentes^ d'une maniere analogue ä celle par laquelle 
nous avons vu qu'on pouvait eonstruire les lignes geora^triques au mojen 
de leurs systemes d'intersections aveo des droites variables. On poiura 
mdme, si on le d^ire^ d^terminer les points de eontact de chaque 
iiusceau & Taide des faisoeaux de tangentes^ donn^ ä priori, par des pro« 
o^d^ inverses de eeux (171 •, 175. et 184.) qui serviraient i\ tracer les 
tangentes aux interseetions d'une ligne du degr^ m, avec une droite arbi* 
traire^ quand cette ligne est donn^ par ses autres systemes dinterseo- 
tions pareits eto.^ etc. 

D'apres les exemples quo nous avons d6jä offerts dans les No. 163. 
et 185. des deux prenoiiers §. ^ nous croyons assezpeu utile d'insister sur 
les r^sultats auxquels on parriendrait ainsi. Mais^ puisque nous en sommes 
venus ä parier du trac^ e£Pectif des eourbes planes par leurs systemes de tan* 
gentes issues de points donn^^ c'est le oas de pr^enter quelques r^ilexions 
speciales relatives d la nature, au degr^ de ces eourbes et a Tespece de 
corr^lation et de r^dprocit^ qui les lie aux lignes g^om^triques d^finies 
ou construites par leurs systämes d'intersections aveo des droites donn^; 
sujet en lui meme ^pineux, qui & susdt^ des doutes et que personne , oe 
nous semble^ n'a encore abord^ aveo francbise depuis ce que nous en 
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avoDfl nous mkne ^crit, en 1817, dam le tome YDI. des Jnnates de 
mathämatifues (pag.211. et suir.) et partioulidrement, en 1824 ^ dans 
la Mämoire sur la th^orie ginirale des polaires räcipro^ues (Yoy. 
Ho« 65. et wir.); mais dont toute la diffioult^ r&ade^ oomme on le d^ 
montre en eea endroits^ dans la inaDidre d'envisager et de poser ^ pour 
diaque cas particulier^ la question relative au iiombre et A Tesp^ce des 
taDgentes issues des mSmes points et qui appartiennent k une courbe 
plane de degr^ ou d'e^^ donn^* 

230. On peut yoir^ dans les Annales de mathematiques (tome XYI!., 
XYIII« et XIX.) les singulidres inadvertances eommises par d'estimables 
geometres^ faute d'avoir donn^ une attention assez s^rieuse h de telles 
questions^ dont la Solution^ sous le point de vue g^n^ral et g^m^trique^ 
ne laisse T^ritablement ni doute ni obscurit^ dans Tesprit^ et^ ne semble 
depasser les forces actuelles de Tanalyse alg^rique qu'ä cause des ^limi« 
nations laborieuses qu'elle entraine^ et des faoteurs singuliers ou ^trangers 
qui compliquent in^vitablement les r^ultats du caloul ^). 

En signalant oes inadvertances^ dans deux articles ins^r^ d la page 
100. tomeYin.^ et 292. tome IX. (ann^es 1827 et 1828) du Bulletin des 
Sciences mathematiyues de Mr. de F^russac, je donnai ä leurs auteurs 
Voocasion de les rectifier et d'approfondir une matiere digne de fibcer Tat* 
tention de tous les g^om^tres analystes; mais eette provocation^ commi^ 
on peut le voir S la page 24. tome IX« du meme Bulletin , ou ä la page 
152. du tomeXym. des Annales de mathematijues, ne produisit qu'une 
rectification de mots par laquelle ces mSmes auteurs conviurent de nom* 
mer courbe ou surfaoe de m^ classe, celle ä laquelle ^ d'un meme point 
ou d'une m^e droite^ on peut g^n^ralement mener m tangentes ou m 
plans tangens^ et cela sans rien prononeer sur la relation qui subsiste en* 
tre le deffrS et la classej ce qui impUque une double d^finition et ne leve 
point la diflicult^ quant au fond. L'inadvertance de nos auteurs oonsistait 
eflectivement a avoir confondu la classe aFOC le degr^^ ou ii supposer 
^gaux le nombre des interseotions d'un lieu arec une droite et le nombre 
des tangentes ou des plans faogens qu'on peut lui mener d'un mSme point 
ou ci une meme droite, guid^ en cela^ sans doute, par une pure analogie 



^) Vojez 008 i^flexions , a ce sujet , daos rarticie deja dU da tome Till, des 
Annales Je math^maliques, page 233, et suit. 
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de ce qiu se passe dans les lieux du second degr^ ou la r^ciprocitd est 
parfaite» On peut mSme voir^ par un passage de la page 303. tpme IX. 
du Bulletin des Sciences^ ou il est rendu compte d'un memoire de g6o- 
m^rie ius^re dans le tome XVliL ..des Jnnales de math^mati^ues ^ que 
DOS recherdies^ sur cette matiere^ n^avaient pas suffi pour dissiper toute 
incertitude au . sujet de Terreur commisey puisqu'on j dit textuellement^ en 
effet, yy qu'il n'est pas oertwi que le degr^ et la classe d'une courbe soient 
deux choses diffJ^rentes, et que MM. Gergonne et Bobillier n'ont adopte 
,, cette distinctioo que provisoiremeDt et seulement k cause des doutes ^le- 
„v65 sur ce sujet par Mr. Poncelet!^ 

23 K Cepcndant^ lorsque je relevai cette erreur auT endrolts eit^s^ 
je ne manquai pas de rappeler mes premieres recherches sur la th^orie 
de la reciprocite, dans lesquelles, ce me semble^ j'ai pronone^ d'une ma* 
niere assez affirmatiye sur la relation qui lie, en g^neral, le degre ou Ic 
nombre des intersections en ligne droite au nombre des tangentes issues 
des inemes poiuts« Je ne puis m'expHquer cette obstination k uier des 
faita math^matiques que par un autre passage du Rapport de Mr. Cauchy ^) 
sur mon Memoire reiatif ä la theorie des polaires rMpro^ueSy passage 
dans lequel il est dit que^ 9>pour mettre hors de doute la conclusion da 
,yNo. 66. de ce memoire ^ sur le degr^ de la polaire r^proque d'ime 
yy courbe donnee^ il paraitrait necessaire de substituer^ ä la d^monstration 
„ gÄ>ni^triqiie de Mr# Poncelet^ une d^monstration analTtique«" Or le 
genre de raisonnement que jai mis en usage dans cet endroit| me semble 
tout aussi rigoureux que peuvent le d^sirer ceux qui ne sont pas des ad- 
niiraAeurs cxciuaifs des m^thodes purement alg^briques. 

£n e£fet j'avais demontrc^i k la page 214. du tome YIII. des Anna-- 
les de math^matitjues ^ en me fondant sur quelques donnees de calcul 
fort simples et en dies memes incontestables ^*), que (es courbes planes de 
degr^ m, ont, en general et au plus, /72(//}—l) tangentes issues d*un pmnt 
arbitrairemeut donne et dont les points de contact se trouvent tous situ& 



^) Vojez ce rapport imprime a la page 227. du tome Mü. du Bulletin des sdences 
mafhimatiques. 
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Dexee aa memoire de Mr. Bobillier, des doutes sur la legitiwit^ de oos conrlusioDS 
obserTaot que le oombre m{m — 1) n'est qu'un simple maarimum, une Umite que le 
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sur une ligneiilu degre m — 1 seulement: ce principe iine foin admis, on 
(m conclut ineTitablement que les rdoiproques polaires de pan^iUe» <tocir]>eH 
«ont dautre» courben du degr^ m(m — 1) en g^neral et au plim. 

A ia T^rit^^ j'ai n^glig^ de rapporter ou meme de rappeler, dans 
le No. 66. de mon memoire^ cette demonstratioD anaiiticfue relative au 
iiombre des langen tes; mais favais cru pouroir m'en dispenser ^ attendu 
(pi'elle me semblait h Ia f>()rtee de tout le monde, et que Ia proiiusition 
analogue, sur le degr^ des surfaces coniquea circonscrites a une siirlaee 
de degr^ donn^^ avait deja ^t^ signal^e par Monge, A Ia page 15* de son 
Jpplicaüon de tanalyse ä Ia geomStrie^ ouvrage qui est g^neralement 
ccmnu et qui sert de base a lenseignement des Kleves de TEcole poly* 
tecbnique. D'ailleurs Ia d^monstratien purement g^om^trique de ces 
memes proposif ions , repose sur des consideratioiis qui ressortent essen- 
tiellement de Ia th^^orie generale des eourbea et surfaces des divers ordres^ 
que nous ne voulions nullement entamer.u propos de Ia doctriue des po* 
laires r^ciproques^ et qui trouvent leur place naturelle dans ce $•, specia«' 
lement consacre a r^pandre im jour nouveau sur les prinoipes qui servent 
de fondement a cette doctriae« 

232« La justice veut aussi qu'avant d'entamer cette niati^re et 
apres les reflexions critiques qui pr^dent» nous d^clarions que les geo* 
netres dont nous avons parl^^ sont a peu pres completement revenus de 
leur erreur^ ou plutdt des doutes qu'ils avaient ^lev^ eontre le resultat 
da DOS premieres demoustrations, en recounaissant^ sur des exempies par« 
ticuliers et par les propres ressources de Tanalyse algefirique, qu'il est 
des courbes planes ^ du degr^ m , qui ont r^lement m{m — 1) tangentes 
distinctes issues d'un meme point^ ou dont Ia polaire r^iproque s'eleve 
r^Uement au degre m{m — 1) *). Mais ob n'en doit pas moins s'etonner 
que 9 dans l'etat actuel de noa connaissances matb^matiques , il ait fallu^ 
a des savans d'unc habilet^ incontestable^ plusieurs anu^ pour se rendre 
a r^vidence d'un fait geometrique en lui meme fort simple ^ et qu'«ivec 



Dombra des tangentes ponvait nt jamais atteindre; il declare mdme ne pas bien com- 
^Yoir une courbe qu^uno droite ne pourrait cooper qu'en trois points seiilemenl , e( i\ 
laqaelle n^anmoins on pourrait mener six tangentes d\iQ meme poInt de son plan. 
Yoj. Ia pnge285» tomeX. du Bulletin des sciences, od il est rendu coiupte de ce IVo. 
des jinnales, 

*) Annales, toxneYIX. | Janvier 1829} Bulletin dc^ science^^ tnathtmaliques, toma 
XI. page 91. 6t 92. 
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iin peu d'attention 9 <m avec de Ugen ctkniU, ib eussent pu s'i^propriec 
tout d'abord; mah tel est le r^uUat de Tespece de d^fiaveur et de pr^ 
ventioii qui s'attaohe aux id^ et aux notiona les plus evidentes^ qaand 
elles contrarieDt notre maniSre de voir et les pr^jug^ que nous nenn 
•oinmes form^ sur T^tat d'üne question. 

Montrons actueUement comment, par la yoie purement iatvitive 
de la g^om^trie, on peut d^urrir le nombre des taDgentes que, d'im 
m&Bie point, Q est^ en g^m^ral, possible de mener ä une ligne du degr^ 
m donD^ sur un plan ; oe que, dans notre artide du tome YUl« des ^/i- 
nales de mathemati^ues j nous n'avions, je le r^^te, Stabil qu'avec le 
seoours de VwiaXjw^ alg^brique, dont la marohe, parfois plus exp^ditiTe, a 
le d^savantage de ne pas toujours ^clairer parfaitement Tobjet des questions« 

Trantformatjon des courbes, appliqa^ ä la recherches du nombre des tangentes issues des memes 

points et de la loi qui les He aux points skiguUers. 

233. En supposant qu'on motte la figure en perspective ou pro- 
jection conique sur un nouveau plan, de facon que le point donn^ passe 
a Tinfini, ce qui peut avoir lieu d'une multitude de manieres saus rieo 
changer au degr^ de la courbe ni au nombre des tangentes, la question 
sera tout d'abord ramen^e h celle ou il s'agirait de conduire, ä cette courbe 
ses diff^rentes tangentes paralleles u une direction donn^. 

Cela pos^ , conduisons a notre nouvelle courbe, oens^ du degr^ 
m, une suite de transversales paralleles h la direction donn^; eltes ren- 
contreront respectivement cette courbe en un nombre m de points r^k 
ou imaginaires, mais en g^n^ral distincts et k distance donnee; puisque, 
gen^ralement aussi, ces transversales ne sont ni tangentes ni paralleles 
aux branches de cette memo courbe, la direction donn^ ^tant cens^ 
quelconque« Parcons^quent le nombre total des distances qui s^parent^ 
deux u deux, ces m intersections ^ c^est-^-dire le nombre des cordes 
distinctes qui, dans notre courbe {m\ r^pondent k une mSme transver- 

mim. 1^ 

sale, est g^n^ralement et au plus — - ; et, attendu que, pour toute trans<- 

versale tangente ik {m)j les deux intersections confondues en une seule au 
point de eontaot, r^pondent h une corde nulle, on vait que la question 
qui nous occupe revient pr^is^ent k decouvrir toutes les positions de 
la transversale parallele a la direction donnee, pour lesquelles cette dr* 
constanoe particulidre arrive« 
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A cet effet^ tra^ons J^ volenti, dans le plan de (m)^ un axe fixe 
qui rencontre ^ ä la fois ^ toutes les transrersales paralleles dont il s'agit ; 
portoiuiy 8ur chacune de ces traDsversales et ä partir de eet axe^ toutes 
les oordes correspondantes ; et^ attendu que le sens de oes cordes n'est 
pas d^tenmn^ h priori j portons chaoune d'elles k la fois au dessus et 
au dessous de Taxe fixe; nous obtiendrons aiosi^ pour chaque trausrer« 

sal^ 2m' — s— ^ = m (m — 1) nouveaux points^ qu'on pourra 

oomme appartenans ä une certaine ligne g^om^trique^ et dont la suite, 
relative aux diffi^rentes transTersales^ formera effectirement une oourbe 
oontimie oomme Test eile meme^ par hypothese^ la propofi^^ et qui se 
oomposera d'un nombre m(m — 1) de branches toutes reelles et distino* 
tes^ fli la premiSre en a^ eile memo, un nombre m de semblables« 

En observant d'ailleurs ce qui a lieu pour le oas particulier ou la ligne 
propos^ serait formte par un Systeme de m lignes droites^ et specialement 
cehii ou eile se reduirait au Systeme de deux droites seulement ou d'une ligne 
queloonque du second ordre^ on reconnoitra facilement la n^oessit^ d'avoir 
^gard au double sens de ohaque corde pour le trac^ complet de la däri^ 
riv^ep et g^n^ralement on verra^ par la loi de eontinuit^ et en suivant 
aveo attention le mouvement de chaoun des points g^n^rateurs de oette 
d^riv^e par rapport ä ceux de la propos^e^ qu'efiectivement tous les points 
d^termin^ doublement comme on vient de le dlre, sont assujettis ä la 
m6me loi ou appartiennent ü vm meme mode de g^n^ration continu« 

234« n r^ulte^ de oes observations et de ce que ohaque transver* 
sale parallele h Taxe fixe renoontre g^n^ralement la d^riv^ en un nombre 
m(m — 1) points et non d'avantage^ que cette courbe est necessairement 
aussi du degr^ m(m — 1), et qu'elle ne saurait Stre d'un degr^ plus ^lev^« 
C'est la, en effet, une cons^quence necessaire da principe de continuit^ 
(yoy« tintroduction gSniraie)^ qui veut d'ailleurU qu'on tienne compte 
aussi bien des intersections ideales que des intersections reelles, et qu'on 
regarde comme distinctes Celles qui se trouFcnt confondues deux ä deux^ 
trois k trois etc« Donc enfin la ligne que nous venons de construire dans 
toutes ses parties et qui est sym^trique par rapport k Taxe fixe, rencon» 
trera g^n^ralement cet axe en m{m — 1) points et non d'avantage, aux- 
quds correspondront ^§slement m{m — 1) transversales paralleles ou or« 
donn^, qn'on pourra eonsid^rer comme autant de tangentes de la pro« 
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pos^e^ attendu que^ pour ohaoime d^elles^ Tune au moins, des m(m — 1) 
eordes de oette propos^e^ sera nulle. 

Tel est dono aussi g^n^ralement le nombre des tangentes demaii- 
d^, Dombre absolu et inrariable^ si Ton eotend oomprendre^ comrae nous 
le fakons en yertu de la continuit^, les tangentes imaginaires ^ les tangen* 
tes flitu^es u llnfini au nombre de oelles dont il s'agit^ et si nous comp- 
tons pour deux, pour trois oelles qui r^pondent ä des intersections dou«- 
bles^ triples de la d^riv^e avec Taxe üxe d'ou se mesurent les ordonn^es, 
intersections qui correspondent au cas ou cette d^riy^ serait tangente ^ 
eet axe ou aurait, sur oe memo axe^ des points de croisement^ de rebrous« 
sementy des points isoles ou conjug^ etc. : de tels points qu'on peut com« 
prondre indistinctement (205.) sous la d^nomination g^n^rale de points 
multiples, ont en effet, pour caractere g^m^trique, que toute droite.qui 
j passe contient une ou plusieurs des intersections de la oourbe^ confon» 
dues en une seule en ces mSmes points. 

235. On peut juger, d'apres cela^ que la recherche du nombre 
effectif des tangentes distinctes de la courbe propos^e et qui sont parall^ 
les ä une droite ou issues d'un point donn^^ se lie intimement h celle des 
points multiples memes de cette courbe. La discussion montre^ en eSet^ 
que tout point de cette esp^ce correspond^ dans la d^riv^^ A un point 
semblable situ^ sur Taxe de cette d^riv^e^ et que oet axe n'en peut con* 
tenir aucun, de ce genre^ auquel ne r^ponde r^ciproquement un point pa* 
reil dans la primitive. On remarquera aussi qu'attendu la sym^trie de la 
d^riv^e par rapport ä Taxe^ ce dernier ne peut la toucher r^ellement qu'en 
des points ou deux brancbes au moins viennent elles« memes ee toudier 
suivant oet axe. G'est ce qui arrire^ par exeraple^ pour les points de re- 
broussement, de diffi^rente esp4ce^ appartenans h la courbe primitiTe; oar^ 
non seulement de tels points demeurent des points de rebroussement du 
mome ordre dans la deriy^e^ mais en outre, ils ont Taxe fixe pour tan- 
gente ; ce qui suppose au moins trois points confondus en un seul sur cet 
axe^ lesqueb r^pondent parcons^quent A un egal nombre de tang^ites^ de 
la coiu-be primitive ^ superpos^es entre elles. 

En g^n^i^ la discussion ^ pour ce cas^ prouve qu^A tout point de 
rebroussement simple et ik deux brancbes^ duquel on peut dire et demon- 
trer rigoureus^nent que la tangente en ce point rencontre g^u^ralement 
la eourbe en p points confondus en un seul, de sorte que, le degr^ de 
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oette oourbe ^tant m par exeiople^ le nombre des intenectioos distinctes 
ou independantes du point dont il s'agit^ soit m — p, la discii8sion prouTe^ 
disons nouSy qu'^ un tel point oorrespondent au moins p tangentes cou* 
fondues en une seule^ ai le rebroussement est de la premiere espece et^ 
p — 15 s'il est de la seoonde« 

Les points d'iuflexion simple 5 ou qui sont tels qu'ü toute droite 
arbitrairement menee par oes points, correspondent^ sur la courbe, autant 
d'intersections distinctes quil est marqu^ par son degr^, ces points dis*je, 
ne donnent ^Tidemment pas lieu ik des tangentes superpos^es^ a moins qiie la 
transversale se confonde aveo la tangente meme du point considere, auquel 
cas eile repr^sente deux tangentes r^unies en une seule, tout comme la 
tangente au point de rebroussement simple et de premiere espece en re* 
presente fuatre^ et la tangente au point de rebroussement de la seconde 
espece ein f. Mais nous ne poursuivrons pas cette disciissiou epineuse, et 
(]ui ne nous fournirait que des donnoes fort incertaines relativement aux 
points de rebroussement ou d'inflexion d'especes superleures« 

236« Quant aux points multiples qui r^pondent au croisement 
v^ritaMe das brancbes de la courbe propos^ ou primitive, on peut, 
Sans aucune incertitude, fixer g^n^ralement le nombre des tangentes sii- 
perpos^es qui leur oorrespondent dans la deriv^e, en observant que, sl p 
est le nombre des brancbes distinctes dont il s'agit ou des tangentes ä 
oes brancbes, cette derniere courbe devra ^galement avoir, au point cor- 
reqpondant de Taxe, p(p — 1) brandbes distinctes passant par ce point, et 
qui indiqueront un pareil nombre de tangentes superposees de la courbe 
primitive, passant par le point multiple qui lui est relatiL 

S'il s'agit d'un pqint conjuge dont l'orde de multiplicit^ soit />, c'est- 
Ä*dire duquel on puisse dire que p brancbes se trouvent confondues en ce 
point, le nombre des tangentes qui lui oorrespondent, devra, en vertu de la 
continuit^, etre encore oonad^r^ comme ^gal ä p(p — 1} attendu qu*il repr^- 
sente, a lui seul, une sorte de courbe du degr^ p. On arrive ä la meme 
cons^quence en regardant le point conjug^ oomme le croisement de p bran- 
cbes imaginaires de la courbe ^ d'apr^ la meme notion qui permet de 
regarder indiffi^rement un point r^el connne un cercle de rayon nul, ou 
comme le croisement de deux droites imaginaires« 

Du reste, on reconnaitra ais^ment l'ordre de multiplidt^ d'un point 
quelconque donn^, en rechercbant rigoureusement^ combien de points de 

51» 



396 29* Fon9€l€t, anafyte dei troMOfnalH. 

la cotirbei confondus en un seid aveo odui \k^ porte toute transvenale 
men^ arbitrairement par oe m^e point; mir quoi il est essentiel de 
remarquer qu'il ne sera pas n^oessaire de s'inqui^ter de la r^alit^ öu de 
la Doo-r^t^ des branohes qui j passent^ c'est-u-dire s'il est un point 
de croisemeDt v^ritable ou en partie de croisement (205.)^ en partie con» 
jugu^) oe qui peut ^videmment armer dans oertains cas» 

II peut aussi se füre que deux des branohes de la oourbe primi« 
tiTe et qui aboutissent au point oonsid^r^^ aient la mSme tangente en oe 
point 9 ou j aient un eontact d'un oertain ordre; alors^ n repr^ntant 
oet ordre ) ^'f'l I^ nombre des points eonseeutifii oommuns aux deux 
branohes^ ü üaudra ^Tidemment ajouter k p(^p — 1) le nombre 2/2 pour 
ayoir oelui des tangentes superpos^es aveo oelle dont il s'agit^ piusque 
chaoune des interseotions oons^tiyes doit Stre oonsid^r^ oomme un 
point double* 

237. des eonsid^rations^ sur lesquelles nous avons un peu insist^ 
montrent en quoi r&ade la difißcult^ d'assignw^ dans ohaque oas partiou« 
lier^ le nombre eSeetif des tangentes distinotes d'une oourbe , et qui sont 
paralleles ä une droite ou issues d'un point arbitrairement donn^ sur son 
plan» Mais^ oomme il est ^yidemment une infinit^ de lignes^ d'un degr^ 
donn^ nif qui n'ont auoun point multiple m^e dans le sens g&i^ral que 
nous Tentendons, il en r^ulte qu'ü existe aussi une infinit^ de lignes^ de 
ce degr^^ qui ont m(m — 1) tangentes distinotes issues d'un point donn& 
Quoiqu'il en soit^ et en admettant mdme qu'on n'eut jamais tu ni eonstruit de 
lignes g^m^triques priv^es de tout point multiple^ il n^en serait pas mdns 
vrai de dire^ d'apr^ oe qui pr^o^e et d'apres le prinoq^ de oontinuife^ 
que toujours le nombre total des tangentes d'une oourbe de degr^ m^ 
sera ^gal ä m(m — 1), pourni qu'on tienne oompte des tangentes su« 
perpos^^ des tangentes imaginaires ete# de la m^e mani^re que^ dans 
Tappr^ation du degr^ d'une oourbe donn^^ nous tenons oompte aussi 
de ses interseotions, de toutes les espeoes, aveo une transversale arbi» 
traire, sans nous inqui^er d'ailleurs s'il existe ou non des transversales 
dont les interseotions soient essentiellement reelles ou distinotes« 

En effety la g^m^trie intuitive oomme la g^om^trie andTtique^ 
nous pr&entent, a l'envie, des oourbes et des surfaoes dont oertdns pointSi 
oertaines branohes ou nappes sont imaginaires, oonfonAieSi r&iuites ä des 
lignes ou a des points isoIÄ, eto#, seit en totalit^ sdt seulement en partie 
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{Propriitis projectives^ Supplement*} No.628.)^ saus que ees oourbes et 
surfaoes cessent^ pour cela^ de jouir de oertaines propri^t^^ sans qu'elles 
doiTent oesser, d'ime maniere absolue^ de faire Tobjet de nos raisonne- 
mens et de nos üiTestigations g^om^triques ; car toutes ces bizarreries ne 
nous r^pugnent que paroeque nous ne poss^dons pas bien encore la m^ 

tapbysique de la sdenoe qui a pour objet la grandeur figur^» 

« 

Exempkt relatift ä des Hgnes oa syst^mes de Kgnes pardculien ) recherche du nombre 

et du degr^ des interaedioiis des courbes et surfaces* 

238« Pour montrer comment le principe g^n^ral^ Stabil ci-dessus^ 
8ur le nombre des tangentes des lignes g^ometriques issues de points don« 
n^9 trouve son application dans chaque drconstanoe particuliSre^ il n'y a 
qu^ä se proposer la reoherehe directe de la d^rivee du Systeme de m drei» 
tes trao^es arbitrairement sur un plan^ en remarquant qu*jci on peut pren- 
dre les tangentes paralleles 11 une direction donn^^ sans limiter ^ en rien 
(233.)^ r^tendue de la question« La construction g^n^rale fournira positive- 

ment — ^-^ — ' droites distinctes passant reqpectiTement par les intersec- 

tions mutueUes des m droites propos^^ inais dont chacune devra dtre 
oeus^ double 9 ce qui donnera en tout ;7i(/7i— ^1) tangentes; drconstanoe 
qin tient h ce qu'en effet^ le sjstSme de deux droites qui se coupent sur 
an plan^ doit Stre consid^r^ comme une sorte d'byperbole dont les som- 



*) N08 lecteurs remarqueront qu'il s^est gliss^, Ters le commencemeiit de ceNo., 
une errear de laDgage relativeinent aux intersections orthogonales des surfaces; il j 
68t dit que de pareilles intersections, pour des surfaces quelconques, determinent tou- 
jonrs HD des syst^mes de lignes de courbure de ces surfaces; il faut sousentendre 
qu^il s*agit de surfaces quelconques du second degr^. 

Je profiterai en mSme tems de cette occasion, pour prlrenir qu^en r^digeant 
la mati^re des Nos. 584. et suivans du suppUment du m6me ouvrage, concernant la 
perspective des bas-^reliefs, fignorais completement qu'il exist&t en AUemagne, sur cet 
objet, un £crit tres bien fait ayant pour titre: Essai d*une th^orie de la perspective 
des reUefs, disposie de maniire ä servir en mime tems awv peintres ; par /• Ji. Breysig, 
professeur des beaüz arts 2i Fecole royale et provinciale de Magdebourg, imprim^, dans 
cette mdme vüle, chez George Cbrbtian Keil (ann^e 1798)« 

Ce petit ouyrage qui in4riterait d^Stre traduit dans notre langue , forme un vol. 
in 8^ de 134 pages, aceompagn^ de 11 planches^ et qui contient, sur le trac^ des 
bas-reliefs, des pr^ceptes qui, pour le fond, se trourent d'accord arec ceuz que j'ai 
moi mdme ^tablis II Pendroit cite. Je dois la connaissance de ce livre 2i l'amiti^ du 
c^l&bre Docteur Jacohi de Koenigsberg, qui, lors de son Tojage en France dans l'an- 
n^ 1829, m'en toucba quelques mots, et daigna m*en adresser un exemplaire au com* 
mencement de Tann^e suivantei ce dont je le prie de Touloir bien agr^r ici Texpres- 
sion de ma vire et sinc^re reconnaissance« 



308 ^^* Pono€leip anafyse des tremsversalti. 

m6ts M 8ont ooolbndiu en un seul areo le poiiit d'interseotion de oes droi- 
tes« Si d'ailleurs ii arrivait que trois quelconques de nos m droites se 
croisassent en un meme poiat; ce point derant etre oonsid^r^ eomme un 
point triple du Systeme qu'elies forment^ il est olair (236.) que toute droite 
qui y passerait representerait six taogentes superpos^es de oe Systeme ou 
de la ligne du m* ordre qu'il remplace, et ainsi de suite pour les inter- 
sectkms multiples ^ d'esp^ce sup^rieure« 

239. CoDcevoDs encore la parabole cubique ou ses analogues qui 
ont toutes un point de rebroussement A Tinfini dont la tangente est eile 
tn^e situ^e toute entiere d Tinfiniy oe dont on s'assure en observant que 
toute transversale^ parallele aux branches infinies^ n'a^ avec la courbe, qu'un 
seul point d'intersection possible d distanoe donn^^ oe qui en suppose n^ 
cessairement (235.) deux confondus en un seul ä Tinfini^ auxquels vient 
9e r^nir le premier quand la transversale se transporte paraüelement a 
die meme au delA de toute distance donn^e« 11 est olair que^ parmi les 
m (m — 1) ou 6 tangentes ik la eourbe ^ issues d'un point queloonque de 
soü plan^ devront se trouver oonstamment les trois tangentes superpos^es 
(235 •)9 relatives au point de rebroussement; de sorte qu'il ne restera plus 
que trois derni^res tangentes g^n^ralement distinctes et dont deux pour- 
ront d'ailleurs i§tre imaginaires. Si les tangentes devaient Stre paralleles 
A une djrection donn^e y ou que leur point de eoncours dut Stre ä l'infini 
stir la tangente du point de rebroussement^ oelle-ei repr&enterait ^videm- 
ment quatre tangentes superpos^es (235.)^ et il ne resterait plus ainsi 
que deux tangentes distinctes qui pourraient meme devenir totalement 
imaginaires. 

La meme discussions peut Stre appliqu^e^ mot pour mot^ ä la 
parabole du 3**^ degr^, qui sert de d^velopp^ a la parabole ordinaire^ si 
ce n'est qu'ici le point de rebroussement est & distance donn^^ et que le 
point de simple inflexion est h l'infini aussi bien que sa tangente qui devra 
toujours (234.) 4tre compt^e deux fois au nombre des six tangentes ^ de 
la eourbe^ qui seraient paralleles h une direotion queloonque donn^^ ou 
devraient concourir en un point queloonque de la tangente dont s'agit. 
On appiiquera une discussion analogue aux iignea du 3* ordre mentionn^ 
par M. Lacroixy ^ la page 128*9 ^<>« ^0* ^^ ^^ exoellent Traitä dl^^ 
mentaire de ealcul diffirentiel (4* idAÜon)^ et dont Celle qui se trouve 
repr^nt^e par la figure 22.^ o£Ere l'exemple d'une eourbe du 3* ordre qui 
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et! susoepübte dlayonr fix tangentes toiites distlBotes et r^les^ mues d'un 
meme point donii^. Cette courbe qui k trois points dlnflexion en ligne 
drohe dont un h rinfini^ et qui est sans points multiples^ a ^t^ sp^iale- 
ment oonsid^r^ par Maclaurin dans aon Traiti des lignes geometriques* 

240. Soit enfin le Systeme de deux lignes g^m^triques queleonques^ 
de degr^ m et /?, trao^ sur le meme plan et qu^on peut regarder cemme 
une seid ligne g^om^trique du degr^ m + ^i 1^ degr^ de sa A^tiw^e^ ou^ 
ce qui est la mSme dbose^ le nombre de ses tangente» paralleles a mie 
droite ou issues d'un point doon^ sera toujours (m-f-^)(m-f'^ — 1); 
mais^ parmi ces tangentes^ se trouveront comprises l"* les m(m— «1) tan« 
gentes de la courbe (m); 2^ les n{n — 1) tangenfes de {n)i S"" enfin cha«- 
Gun des couples de tangentes superpos^es relatives aux interseotions de 
oes courbes^ lesquelles doivent ctre consid^r^s comme autant de points 
doubles de la ligne (m -}- ^^^ dont le nombre est ainsi en g^neral et au plus 

(m-4-w) (m + w — l)— m(m — l)--w(yi— 1) .. , 

o'est«ä*dire ^gal au produit des degr^ des deux courbes simples (m) et 
{n)j comme pn pouvait le pr^voir d'apres le tb^oreme eonnu sur le nombre 
des interseotions de deux courbes de degr^ donn^es et trac^s sur un 
meme plan. 

Ainsi la consideration de la d^rir^ des courbes planes geom^rn 
ques nous fournit un moyen de d^couvrir le nombre des intersecfions 
communes de ces courbes comme eile nous a foumi celui de decouvrir 
le nombre de leurs tangentes issues de points donn^, et comme eile four- 
nirait aussi les moyens de tronyer^ ä priori^ tous leurs points multiples de 
diffi^ns gen res 9 c'est-A*dire de croisement, de tangence^ de rebrousse- 
ment etc. : il ne s'agirut^ en effet^ que de prendre leurs d^rir^es par rap- 
port A deux directions arbitraires et au meme exe^ puisqu'elles devratent 
ayoir en commun^ sur cet axe^ les points €f/al r^pondent Siux points mul* 
tiples dont il s'agit. 

Le meme genre de raisonnemens ^tant applicable d'ailleurs aux sur* 
feces et aux sjstSmes de surfaces gdom^triques pounru qu'on reroplaee 
faxe par un plan fixe quelconque^ on en d^duira beaucoup d'autres th^ 
remes analogues relati& aux plans tangens de ces surfaces Sssus d'une droite 
doiin^^ aux cönes qui leur sont circonscrtts , au degr^ et au nombre 
de leurs intersectioiis communes deux A deux^ trois a trois etc^ th^ 



remes dont plusieun ont d^jä 4it6 d^montr^ ou simpleiiieiit iiieiitioiiii&( 
dans la premi^ partie du Memoire sur la thiorie ginirale des polaü 
res r^ciprofues. 

241« A oet effety on prouvera d'abord sans beancoup de paine^ 
qua la aurfiace oonique^ drconsorite ä une surfaoe quelconque du degr^ 
nif est g&i^ralement du degr^ m — 1 seulement; d'ou Ton oonolura^ par 
le genre de raisonnement que nous venons de mettre en usage^ que la 
oourbe d'intenection de deux sur&ces quelconquea des degr^ m et n, 
est eile meme du degr^ mn; proposition d'aiUeurs Evidente ä priori, d'a- 
pr^ Celle qui conceme les intersectioDS des simples oourbes planes^ et si 
Ton admet) pour d^fioition des oourbes a double oourbure de degr^ m, 
que de telles oourbes sont susceptibles d'etre rencontr^ en m pomts 
r^els, imaginaires etc« par un plan arbitraire, ou^ oe qui revient au meme, 
que leurs diffi^rentes projections sur des plans quelconques, doiyent dtre 
des oourbes g^m^triques du degr^ m. 

Ces pr^liminaSres ^tant ^tablis, on d&nontrera ensuite que le nombre 
des intersections d'une oourbe d double oourbure , du degr^ fi, aveo une 
surfaoe quelconque de degr^ m^ est g^neraleroent et au plus fim, ea ob- 
servant, h oet effet, que la d^riv<^ (233«) du Systeme de cette courbe et 
de cette surfaoe , prise par rapport d un plan-axe quelconque et paralI4- 
lement ik une droite fixe arbitraire, est eile m^e une oourbe A double 
oourbure du degri6 iiM, piusque d'ailleurs on doit ici faire abstraction des 
m{m — 1) Cordes qui, sur chaque transversale issues des points de 0^), 
appartiennent k la surfaoe (m)» 

Menant, en effet, un plan transversal quelconque parallele ii la di- 
rection donnee, il coupera (ji) en ii points , h chacun desqueb correspon« 
dra une transversale parallele k cette m^e directicHiy oontenant m intw- 
MCtions de la surfaoe (m) et pareons^quent m abscisses ou oordes comp- 
t^ de CO pointy ou enfin (233.) 2m points de la d^v^ que Ton oon« 
sid^re« La totalit^ des points (ji)j compris dans le plan transversal dont 
il s'agity sera dono ftm, donnant lieu h 2m /i points de la deriv^ ^gale« 
tiüent compris dans ce plan; et, attendu que cette demiere ne saurait y 
en avoir d'autres ä distance donn^ ou infinie, il &ut bien qu'elle soi^ en 
g&i^ral et au plus, du degr^ 2ntiu 

Finalement, oomme aux intersections de la d^riv^e avec le plan« 
axe doivent correspondre un pareil nombre d'intersections de Qi) avec (m). 



et que oes dernidres donneDt lieo k d« points doiibles 8ur le plan dont 
il ft'agtt^ ou q[ui sont la renoontre mutndle de deux brandbes distiDOteB de 
la d^Y^^ 3 ft'en suit ngoureinemeDt la proposition ayano^ que 

Taute courbe ä double eourbure^ du degr4 /tc, rencontre^ gänSrale-^ 

ment et au plue^ en mfk points une sur/ace gSomitrifue fuelconfue 

du degrä m. 
Done aussi 

TVoU surfaees fueleonfuee des degrie m^ n^ p tfentrecoupent gini* 

ralement et au plus, en mX^Xp points. 

CMoeralitation dn mode de traiwfoniiatkm propottf poor lei coorbet g^mätriques« 

242« Nou8 ne pousserons pas plus loin oes derniSres ooiuud^ratioiiSy 
qui nou8 eonduiraient ä iin grand Dombre de propontioiui oiirieuies sur im 
eouriiea ä double oourbure, et les sur&oes^ paroequ'elles nous feraient 
perdre de vue^ trop tODgtems, Tobjet aotuel de nos myestiipitioiis relatives 
aux faisoeaux de taDgentes des lignes g^m^ques« 

Jusqu'ki^ en effet^ nous avons suppos^ les pomts de ooncours de 
oes fiedsoeaux ä rinfini ou les tangentes paralldles; ce qui nous a permb 
de disouter, aveo facflit^^ les dngularit^ qui leurs appartiennent; or est 
bon de fiure voir eomment nos oonstruotions peuvent s'^endre directement 
au oas ou le point de conoours est ä une distanoe donn^ sur le plan 
de la courbe^ sans qu'on seit oblig^ de reconrir (233«) ä la prajection de 
la figure sur un nouveau plan« Pour oela^ il ne s'agira que de g^n^aUser 
oes oonstruotions de manidre 'qu'elles diriennent natureUement projee-^ 
tiveSf ou teUes qu'eDes dememrent applicables ä la fois a toutes les pro* 
jeotions coniques de la courbe propos^^ ce qui est trds iacile conune 
on ya le yoir. 

Afin d'obtenir^ sur une transversale qnelconqne parallele d la direo- 
tion donn^^ tous les points qui appartiennent ä la d^y^ de la courbe 
(m)y nous avons tacitement supposee dans le No.233«, qu'on ferait usage 
du ocHnpas ou de mesures gradu^; mais on peut inim^diatement ramener 
la d^termination de ces points ä une Operation qui n'exige que le trac^ 
de droites paralleles , lesqudles^ ccminie on soit^ se changent, dans les 
perspectives ou projections coniques de la figure^ en de simples lignes con- 
oourantes suivant des points donnes; ce qui rend les Operations purement 
Im^aires ou les abaiase au 1' degc4m 
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Ayaoty en effet^ d^termin^^ sur la traiurtrersale que Pon oonsidere 
en particulier, les m intersectkms qui lui oorrespondent dans la courbe 
propos^, OD nuSnera^ par un point ou pdle arbitrairement ohom war la 
droite qui sert d'axe d la d^v^^ une parallele ä tette tranavenale^ puis 
m autres droites aux interseotions dont il 8'agit« Cela pos^^ on oonduira^ 
par chacune de ces iDtersections m — 1 nourelles droites paralleles k oelles^ 
des m droites prec^dentes^ qui n'j passent pas ; oe qui donnera, en toat^ 
m(m — 1) droites de oette esp^ee, rencontrant la parallele k la trans* 
versale en un pareil nombre de points distincts du p6Ie fixe par lequel 
est conduite cette parallele^ et qu'on ramenera sur la transversale eile 
meme a Taide d'un demier Systeme de paralleles ä Taxe; ee qui donnera 
^videmment tous les points et les seuls points qui peuvent appartenir A la 
fois a la d^riv^ et h la transyersale oonsid^r^. Ainsi donc ces m^mes points 
seront en nombre de m (m — 1) oomme nous Tayons pr^demment trouv^. 

Fesant maintenant varier la transversale dont il s'agit^ sans en dban* 
ger la direction et de fa^on que sa parallele^ passant par le pole fixe, reste 
eile meme mvariable, on obtiendra la suite de tous les syst^mes de 
m(m — 1) points de la d^riv^e, dont le degr^ sera ainsi m(m — 1), comme 
nous l'avions primitivement demontr^ en recourant ä des consid^tions re- 
latives ä l'ordre et aux permutations possibles des intersections de dia^pie 
transversale aveo la courbe propos^« 

234. Le d^r^ de cette demidre courbe, pas plus que cdui de 
la d^riv^, ne pouvant changer par les effets de la projection conique, om 
voit que les constructions qui pr^c^dent seront imm^diatem^it applicables 
au cas ou le Systeme des tangentes dierch^ et les tansversales auxi« 
liaires des deux courbes, au lieu d'^tre paralleles & une droite donn^ 
devraient concourir en un point fixe quelconque du plan de ces courbes« 
Seulement alors il conviendra de remplacer ^alement chacun des autres 
qrBt^mes de paralleles consider^, par autant de syst^mes de droites qui 
eonvergent en de nouveaux points situ^ sur une droite quelconque pas- 
sant par le point de concours des tangentes , et repr&entant ici la droite 
qui contenait, dans nos premieres bypothSses, tous les points situ^ ik Tin- 
fini sur le plan de la figure (voy. les Nos. 105« et 106., pag« 53. du Tratte 
des propri^tSs projectives). 

Mais, sans nous arreter a ces constructions par lesquelles nous se» 
rions ramen^ aux dBverses cons^qü^ices des No« 234« et suiv« , qui con« 
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cement les tangente^ singuUeres et mparpos^es des points multiples, 
nous passerons, de suite, a ce qui concerne le röle que jouent de pa- 
reilles tapgrates dans toutes les relations de grandeor ou de Situation, 
i^parteoantes aux faisceaux GOOTergens de tangentes quelconques des 
lignes g^m^triques, relations que la th^orie des polaires reciproques nous 
montre etre exactement les inyerses de Celles qui appartiennent aux sy« 
Sternes d'intersection de ces lignes par des droites arbitraires« 

Du role que jouent les tangentes sisgulieres des points multiples, dans toutes les relations metri- 
ques ou descriptives des courbes. — Remarques nouvelles sur les polaires redproques. 

244« Reportons nous au principe g^n^ral des Nos. 120. et 130. du 
Memoire qui contient cette theorie, principe que, d'apres la remarque 
d^jä plusieurs fois faite*), on doit considerer comme fondamental dans 
toutes les recherches qui ont pour objet de d^couvrir les propriet^ ou 
relations quelconques concemant les ÜEUSceaux convergens de tangentes 
des lignes* 

Soit d'ailleurs, sur un plan, une Ugne g^metrique du degre m, 
et ä laquelle parcons^uent r^pondent, en g^n^ral, m(m — 1) tangentes 
issues d'un mSme point quelconque; supposons enfin que cette courbe 
ait nn point multiple d'une certaine espece, auquel correspondent, par 
exemple, n tangentes singulieres confondues en une seule suivant la di* 
rection indiqu^e par une droite arbitrairement men^e par ce point, et 
qui devront etre censees faire partie des /7i(m — 1) tangentes issues d'un 
autre point quelconque de cette droite« Cela pos^, si, en vertu des 
Nos. 120« et 130., on suppose que, des trois sommets d'un triangle quel- 
conque ABC situe sur le plan de la ooqrbe, on m^ne, u cette meme 
courbe, les trois systemes de m{m — 1) tangentes qui leurs correspondent, 
et qu'ayant trac^ arbitrairement une transversale au travers de ces sy- 
stemes et des cöt^ du triangle, on norome Pf p'j p" ... . ses intersections 
avec le faisceau des tangentes issues du sommet c du triangle; 7» g'^ q^'.... 
ses intersections avec le Systeme des tangentes issues de £, enfin a^ b, c 
ses intersections avec les cöt^s BC^ AC et AB respectivement , on aura 
constamment 

(a p) (hg) (er) _ ^ 
(^P) (fi q) («/) ~ ' 

*) Voyez k fio de fmiroducHon et le No. 153«. 
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6B conserraiit d'aiOeiin les mtres fXMKfwtioiKi adopC^ aux Not» dont 
il t'agit. 

Maiij attendu que n tangentes de chaqiie faisceau se troavent oon» 
fmdues aveo la droite qui jcmit le sommet oonwpondaiit du triangla et 
le point muU^^ la relaticm pr^o^dente prandra oette autre fofme^ 

ViM^BHB wav^iva •■■■■«• 

dana laquelle &, f, r sont cois^ rqpr^seDtw Im inteneotions de la taaoa- 
rersale ayeo la taDgente multiple et p\ p'\...^ /, f^^.m^, r% r^\... 
edUes des trou qrstSmes des m — n tangentes restantes rdatives k diacim 
des sommets du triaogle^ tangentes qui sont eeus^ distinctes eutre dies 
et de la transvwsale du p<Mnt multq^le^ quoique d'aiUeurs elles puissent 
Atre indiffiSremmt r^es öu id^es. 

D'une autre part et en vertu du No« 126«9 >><^V avons aussii pour 
les trott droites joignant les sonunets A^ B^ C au point multiple: 

ap.hq.er ^ 

TT — ^ = *f 

donc enfin 

Ce qui fiut YW que les fiEuseeaux de tangentes^ distmetes du point multi- 
ple^ jouiisent entre eux et par rapport aux o6t& du triragle ABCy de 
la mdme oorr^tion de Situation qui appartient en g&i^ral aux ftiioeanx 
eomplets fwm^i de toutes les tangentes msues des m6mes p<mits» 

Ces eonsid^tions s'appliquant d'aiHeurs aussi bien h la relatioii 
du No« 129« qu'Ä edle du No. 130. qui vient de nous ooouper^ et äant ^;a- 
lement q^eaUe k toutes les autrea relatibns qui poumdent ^tre d^uites 
de oelles lü, il en lAulte g^^ralement que, dans les reohwehes rdatives 
aux propri^tiSs projeetives des lignes g^m^trlquesi on peut indiffiSremaMnt 
supprimer ou tenv eompte des tangentes singuH^res ou superpos^ qui se 
rapportent aux points multiples^ pounru qu'on en retienne un nombte pa* 
reQ dans ehaeun des ftisceaux de tangentes innes des mfimes points donn^ 

245* D'apr^ oes obsenrations , on ne sera plus surpris de roir la 
A^rie des polaires r^oq»roques nous offirir des oourbes g^m^triques dcmt 
le degr^ surpasse, en i^pasenoe, le nomlNre des tangentes iBsues de points 
arbitrairement donn^ sur leur pltfi, et jouissant par rapport ä ees sjrstd» 
mes de tangentes, de relationa m^triques ou deseriptiTes essentieiles et di- 
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fliiietest oette oiroonstanoe tient^ oonune on rcük^ k oe que^ dans oertems 
genres de ^estions, on peut ii^;l^ger totalement la oonsid^ration des tan« 
gentes ainguKäres, de la mdme manidre qoe^ dans d'antresy relatiTea au 
degpr^ et aux qnitdmes d'inteneotioiis des I^es g^om^triques^ on pent 
n^^r les dr<rftes on assemblages de droites que^ dans des ciroonstanees 
plus gäa&ndesy on anrait M primitiTenient eonduit ä regarder eoname for- 
mant une )^artie int^grante de oes lignes» 

Cest pr^ois^ment \h^ en effet^ oe q[ui arrive A T^gard de la polaire 
rMproqne d'une oourbe donn^ poss^dant des points multiples; eomme 
ttous Tavons fait voir aux Nor« 07. et suiv. de notre pr^c^dent Memoire. 
Car oette polaire doit n^cessairement eomprendre^ un oertain nombre de 
fob^ les tangentes oommunes h deux on h phisieurs de ses branofaes, les 
tangentes en ses diffi$rens pointe d'inftexion et de rebroussement; seule* 
ment nous nous sommes tromp^ dans Tappr^iation de la multiplicit^ ou 
du nombre des tangentes confondues en une seule aree ohaeune de oelles 
V^ attendu que nous n'aTions pas alors approfondi la question oonime nous 
venons de le ÜBure, et que nous ne pr^endions qu'expliquer g^n^ralement^ 
oomment la polaire r^proque^ d'une eourbe de degr^ m^ qui est eile 
m&tne du degr^ m(m — 1) en g^n^ral^ pourait eependant n'aymr que 
m tangentes issues d'un point arbitraire^ o'est-d«dire n'dtre simplement 
que de la mdme classe suivant la d^nomination r^oenounent admise par 
quelques g^mdtres« 

Or oela se eon9oit tr^ bien ri oette polaire possdde des pointe mul- 
tiples en nombre et d'eqpdee tds que la sonune des tangentes multiples 
qui leur sont relatires^ seit n^oessairement 

m(m — i)[m(m — 1) — l]-^m sa* /?i*(m— 2). 

240« Pour fieore entrevoir Torigine et la possibilit^ de toüs ees pointe 
muhq^es^ nous supposions que la oourbe propos^^ eens^ la phis g^n4- 
rale du degr^ m, devait eile mdme n^oessairement aroir un eertidn nom- 
hfe de tangentes multiplee oommunes d deux ou plusieurs de ses bran- 
dies; ee qui est rrai en thdse g^^rale et si Ton n'entend point pronon« 
oer que oes branohes sont essentieUement distinetes entte elles^ mais oe 
qui oesse de f^tre si on admet^ au oontraire, oomme nous sembtons l'a- 
T<w fait inoonsid^ment yers la fin du No« 67«^ que les pointe multiples 
de la r^proque peurent 6tre des pointe de oroisement rentable , ou, 
tout au moins^ des pointe doubles repondant k des tangentes oommunes 
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a deusL branohes diatinctes de la oourbe primitiTe» Car 3 pariut clair^ 
d^apres leg observations des Nos. 237« et 239. ci^deasus^ que les oourbes 
g^m^triques^ cpiek qu'en soient d'aiileurs le degr^ et reftpece, ne sau* 
raient essentielleinent et toujours poss^er de telles tangentes^ pas plus 
qu'elles ne possedent toujours et n^cessairemeot des pointe de orase- 
ment y^table» 

Or , comme suivant ce qui pr^cede C235« et suiv .) ^ les points de 
rebroussement des diyers genres^ jouent aussi le röle des points de croi- 
sement v^ritable^ et qu'fls ont pour r^ciproques polaires d'autres points de 
rebroussement ou des points d'inflexion ( 69. et 70» ) ^ dont la tangente en 
repr^Mnte plusieurs (235.) confondues en une seule qui dolt etre cens^ 
commune au moins & deux branches aboutissant h ces mSmes points; 
attendu oes circonstanoes , disons nous, il faut bien admettre que toute 
courbe du degr^ m, qui n'a ni points de croisement y^ritable^ ni taugen- 
tes communes & des branches distinctes, doit au moins poss^er des points 
dinflexion et de rebroussement ou toute autre esp^e analogue de points 
dont les tangentes seraient osculatrices de la courbe» On peut mSme affir- 
mer, d'apres ce qu'indique la throne des polaires r^ciproques^ qu'une 
oourbe plane d'on degr^ donn^, non seulement possede g^n^ralement de 
ces points y mais en possede d'autant plus que le nombre ou la moltipli« 
dt^ de ses points conjugu^ et de croisement y^table ^ est moindre« 

Questions et transfbimations invenes relatives k la loi qui lie le degre des courbe» a leur dane 

Ott att d«gre de leurs polaires. 

247. Si nous nous proposions cette question^ inverse de celle qui 
nous a occup^ dans les Nos. 233» et suiv« i une courbe de la /i* classe 
(245.) Stant donnee sur un plan, fuel est son degre ou quel est le nom* 
bre de points suivant lesyuels eile est susceptible d'^tre coupie par une 
droite arbitraire? On trouverait, pour r^ponse in^vitable^ le nombre 
n{n — 1), soit qu'on observfit que le degr^ de la polaire r^dproque de 
cette courbe est simplement (66. et 67.) n, et sa classe g^n^ralement n (n — 1), 
soit qu'on recherch&t directement et par des op^tions inverses de Celles 
qui ont ^t^ expos^es au No« 233*9 quel est le nombre des intersections 
de la oourbe propos^ par une droite arbitraire« Mais attendu que^ parmi 
ces intersections^ se trouvent n^cessair^Bont comprises^ un certain nombre 
de foisy Celles de cette mdme droite avec les tangentes singulidres com» 
munes & des branches distinctes ou a des brandiea dont le raccordement 



29» Fonotlet, oHofyie dfs transvtrsähs» 407 



s'op^ aux poinis de rebroussement et d'inflexion de difiR^ens genres; 
comme oes taogentes ne fönt r^ellement pas partie de la eourbe proposi^ 
(n), on Toit que le degr^ de oette eourbe sera r^ellement moiodre que 
n(n — 1), si eUe possede de pareilles tangentes^ et eile en possedera n^ 
oessairement un oertain nombre comme on le Terra tout A Theure, memo 
quand eile serait la plus generale possible de son degr^. Sans insi^ter 
sur les q^erations inverses dont 3 s'agit^ nous ferons cependant remarquer 
qu'elles donnent lieu ä la eonsid^ration d'une nouvelle espece de d^riv^, 
dont la classe est effeotivement n(n — 1)^ quand celle de la propos^ est 
n, et dont la construction peut etre finalement ramen^e ä ce qui suit: 

248. Seit (a) une droite arbitrairement donnee sur le plan d'une 
eourbe de la classe /i, c'est-i\-dire susceptible d'avoir n tangentes dtstinotes 
issues d'un memo point quelconque de ee plan^ et de laquelle il s'agit de 
trouver le Systeme total des intwsections avec (n) au moyen du trace 
d'une certaine eourbe auxiliaire« Par un point p ^galement arbiträre, 
seit men^ une parallele (b) d (o) ; d'un point quelconque a de cette der- 
niere soient men^es les n tangentes relatives -it (/i) et rencontrant (b) en 
n pointe oens^ g^n^ralement distincts entre eux. A partir de p, on por« 
tera sur (b) les n(n — 1) distances ou intenralles qui s^parent ces /i points 
combin^ deux h deux, de toutes les manieres possibles^ par rapport a la 
grandeur et ä la position (233.); cela donnera lieu i\ n(n — 1) nouveaux 
points sur (b), qui^ ^tant joints avec a, fourniront un pardl nombre de 
droites; fesant varier le point de d^part a de ces droites sur (a), leur 
enveloppe g^n^rale sera une eourbe continue de la classe n(n — 1), qu'on 
peut nommer la d^rivSe de (n), et dont les tangentes , issues de p, den- 
neronty par leurs rencontres avec la droite (a), toutes les intersections de- 
mandees de cette droite et de (n) ; lesquelles seront, en g^n^ral, au nombre 
de n(n — 1), conform^ment ä ce qui a ^t^ primitivement annonc^. 

Mais comme^ parmi ces intersections, se trouveront n^oessairement 
oomprises, un certain non^re de fois selon leur esp^ce, les intersections 
de cette memo droite (a) avec les tangentes aux points de rebroussement 
ou d'inflexion de (n) et les tangentes multiples conmiunes ä plusieurs branches, 
on v<Ht qu'eflTectivement le nombre des intersections veritables de la eourbe 
(n) et de la transversale (ti)f ou, ce qui revient au meme, son degr^, 
pourra Stre de beaucoup infi^rieur ä n(n— 1), conform^ment ä la remarque 
qui en a d^jA 4i6 üit ci«dessus» 
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240* Jd dk mainienant qoe oette cwoonstanoe aura n^cesnve« 
toßaX lieu^ mdme pour les ooorbea lea plus g^n^ralet de öhaque deg»^ 
ou qui posfl^eraient rMtablement m(i7i-— 1) tangentes cBstiiiotes issiiea 
des mteies pinnts et dont le d^rtf aerait m. 

Eo t^fe^ on a alorsi n d^ignant toujoun la clasM, 

it8sm(m— -1); d'oA n(n — l) = OT*(m — 1)*— m(m — 1); 
et oomme^ par bypoth^^ le degr^ eflfeotif de la eourbe est r^eOement 
171, il iant bien que oette oourbe, ai eile n'a aucun point midtiplei posadde 
toat au mmnt des points d'inflexioii ou des tangentes osoulatrioes doot la 
Boinme des indioes de multiplioit^ seit 

ii(ä— 1) — m = m^{m — 2), 
tfest-lk-dire qne, dans les op^tions graphiques oi^dessus^ suppos^ 
appliqu^ k notre eourbe g&i^rale du degr^ m et dont la elasse est 
m{m — 1), m'(m — 2) des n{n — 1) interseotions trouv^ sur la tmis* 
versale arbiiraire (a) appartiendront aux tangentes osoulatrioes dont il sagit» 

En g&i^ral^ m ^tant le degre et n la olaise y^ritables d'une eourbe 
g^m^trique^ A on nomme t la somme des indioes qui exprime la midti» 
plioit^ de oes difiRSrentes tangentes osoidatrioes ^ et u eelle des indioes qui 
se rapportent (236.) aux soit^-dkant tangentes relatives ili des transveiv 
aales ou s^cttites queloonques passant par les diffiSrente points singulier% 
on aura 

oe qui AabUt une relation neoessaire entre t et u pour une oouribe de 
degri^ donn^ m. On en d^uit, en effet^ 

t = II*— ii[2m(m~.l)— .l] + TO*(m— 2), 
relati<m qui a s<m analogue pour le oas ou la elasse est donn^» 

Indicatioii d^oii aonretu mode de tmotibmiatioii des fignret, analogue a celoi des p61et etpolaket. 

250. La polaire d'une eourbe plane qudeonque, par rapport ä 
une seotion oonique ordinave^ prise pour direotrioe ou auxiliaire, iait d^ 
couvrir^ sur le obamp, eonmie nous Tayons vu, la oorr^lation ou la de- 
pendanoe qui lie les systdmes de tangentes aux qrst^es d'interseolions; 
mais on peut ehoisir un mode de transformation plus simple enoore^ et 
qui permet de disouter, ayeo une ^gale facQit^, les affeotions g6i^rales 
des ygnes relaÜTes aux unes et aux autres» Nous oroyons ne pouvoir 
mieux tominer les disoussiens qui pr^cödent> qu'en.fesant id oonni^Etre, 



ea peut de mots, ee BomnMu goiir« de tremfbrmatioD , qui m tr^Mivc 
pour aiuai dSre tout ui^Bqii^ per le rtpprochemeiit dM proponitioM expo» 
8^ dans Iw N"* 20«. et 205., 210. et 21L du Troit^ des iNr^pti4t4t 
projectivtSy pag« 110« et suiventes^ proposatioiit qui permetteot de ooti* 
stniire liu^eireiiieiit les lignes du 1 du 2^ ordre per I^enveloppemeiit de 
leurs tangeuteB ou per let interseotiom de mmplet Kgnes droitet« 

Boit^ en eflRat, a6c un triengle variable dotit let tommcei o, b tont 
attujettit ik demeurer tur let droitet ou directriecs arbitrairet as ipit bs^ 
te recontraut en s tur ton plan , et dont let o6t^t a c , bc^ pn>long<b in« 
d^ifiniment aillent tant oette oonoourir aux pointt retpeotift, on pöUs in- 
variablet, p ^ 9 oboitit arbitrairement tur une droite queloonque pattant 
per le point de ooncourt s det directrioet« On a tu, par let N^ 205. <»t 
21 L de Touvrage eit^^ que 1^ ti le dernier tommet c du trinngle abc 
ett attujetti ik demeurer tur une droite quelconqne de ton plan, le troi- 
ti^me cöt^ ab^ qui rette libre, pivotera lui mdme tur un dernter point 
fixe oonune pöloi lequel te trouvera i!^ Tintertection det deiix droitet ino- 
n6M^ de p et de f, rem let interteotiont retpeotivet de la droite dontn^ 
et det direotricet sb et s($; 2^« r^proquement , ti le odt^ ab pivote mir 
un demier point fixe queloonque oonune p61e^ lo tommet c, «pu* tui ett 
oppot^, d^crira une troisidme llgne droite pattant par let intf^rteetlont det 
direotricet sa, sb et det droitet qui joignent retpeotiTcment le point flue 
d<Hit il t'agit arec let p61et ^ et p. 

En nommant le tommet c point d4riv4 de o i, et le o6t^ o b droite 
dirivie de Cy par rapport au tyttdme det p61et et det directrioet propo- 
t^, on pourra ^nonear plut timplement cet deux tb^ordmet, en la me- 
in^ tuirante: 

,ySi un oertain point ett attujetti u demeurer tur une droite den- 
yyoee, ta d^riv^ ^otera tur un point fixe ou p6Ie qui aura hUproqtie« 
^m^it pour d^rhr^ la droite dont n t'agit; et^ vict-versa^ ti une eer^ 
,,taine droite pivote autour d'un point fixe queloonque comme pAle^ ton 
yyä&mi demeureni tmr la d^y^ mi)me de oe i>6Ie«' 

Ainti let pointt et let droitet derir^ jouittent de propri^^t r^oipro- 
quet qui permettraient enoore id de let noottner pölee et polaires r4ci* 
prwfuesy c(Mnme dant le eat ou la d^fatioo a Keu par rapfHHt tax lignet 
du teeood ordreu 
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251. Ces propositiani, qiii se d^nontrent de la mani^ Ja j^k» 
simple et la plus ^I^iiieiitaire> oonduiseDt, aar le diamp, au mode da tni»» 
formatian aonono^, Car^ si ou remplace la directrioe Unfaire da MMnoiat 
c, par une oourbe qoelcoitque da degr^ m^ le o6t^ a6 ou la deriv^ de 
ce sommet) enveloppera une äutre ligne que la discussion appvend dtre 
geu^ralement du degr^ /7i(m-^l)^ et qui sera r^proquement le Heu dea 
sommets c qui ont pour d(^rivees les tangentes de la oourbe propos^ 

Pour d^tmontrer ce double tb^eme, qui mootre que la coucbe 
primitiye et sa d^riv^ sont eKactement reoiproqueB entre eUes par rap* 
port aux directrices sa^ sb et jaux. deux pointe ou pdles fixes p ^ ff ^ 
peu pr^ de la meme maniere que le sont, par rapport k une ligne da 
seoond ordre quelconque^ deux courbes traoees sur le plan de Dette ligne 
et dimt diacune seeait la polaire de Tautre^ pour dAnontrer^ disons nous^ 
ce double th^^me, il ne s'agit que de remarquer que les raiso n n e mens 
par lesquek uous avons Stabil cette demi^re r^oiproott^^ seit dans les 
N'^233« et 234« du Traitd des proprio Us projectivts^ seit dans les N"^ 63« 
et suir« de notie pr^c^dent Mimoire^ demeureraient exactement ag^Iica« 
bles aux hypotheses actuelles relatives a la maniere de conolure le point 
ou la droite cpii sont les d^v^ d'une dnnte ou d'un point donn/^ 

D r^ulte aussi^ de cette remarques que tous les prindpes giSn^ 
raux, toutes les cons^quences que nous avons ^tablis^ dans oe demier Mi^ 
moirt^ sur les figures qui sont r^iproques polaires par raj^ort ji une Mgwi 
du second ordre^ se trouvent aussi l'etre pour les figures qui sont r^c^ro- 
ques suivant la nouvelle acception^ et qu'ainsi on arriverait exactement 
aux memes conclusions relativement aux propri^t^ m^triques ou descrip« 
tives des figures trac^ dans un memo plan y sauf ceDes qui concement 
les d^pendances particulieres qui lient chaque figure et sa d^v^ aux di- 
rectrices et aux pöles fixes donn^« 

D'aprds cela^ 3 parait fort inutüe que nous nous appesantbsions sor 
ce nouveau mode de transformation des figures, et que nous recherdiions 
ce qu'il deviendrait pour le cas de l'espace, puisqu'il n'auraiti sur celui 
qu'offre la theorie des polaires reeiproques, gu^res d'autres avantages que 
ceux qui peuvent r^ulter d'un peu |^us de simplieit^ dans les eonstruc- 
tions et Pexposition des prineipes» 

Fin de fai l'« farlie. 



Le pr^e^dent ro^oire a k\k lo par Tauteiir k racademie royale des sdencte de rinatilei deFiMMe 
le Inndi 6. Septbr. 1S31. 



30. iVm«^i€(Spak der PHeMhof^ Jtemdmmh dtr Wüsmith^} 



30. 

Avis* 

Li'aotd^inie imperiale des seiences de SL Petenbourg a, de sen propre 
mouTementi daign^ transmettre au r^daoteur du präsent Journal ^ poiir \j 
faire inserer^ un exemplaire du programme du prix de matb^matiques 
pr(^K>B^ par Elle pour oette ann^e. Le r^dacteur, eo ex^oiitaot areo le 
plus graud plaisir les ordres de oette illustre soci^^ par rinsertion suivante. 
du Programme 9 et eo Lui i^feessant <m m^me tems rec^eotuensement ses 
remercimens siuceres de l'honaeur qu'EUe a bien voulu araorder u lui et 
A son Journal^ saisit oette oeoasion d'exprimer le vif d^ir qu'il a depuis 
loDgtems^ et quil a d^jA soumis A quelques aoad^mies, que les illustres 
soei^t^ seieiitifiques des divers pajs voulnssedt bien lui &&re parvenir r^ 
guUerement, pour les faire ius^rar dans oes feuilles^ leurs programmes des 
prix de matbematiques proposes» et eusuite les liates des ecrits qui auront 
^t^ oouronn^. La publioation ainsi multipli^e de oes programmes eootri* 
buerait A faire oonnoitre enoore plus g^neralement aux go^metres les ob* 
|ets que eeux qui sont a la tete du mouvement des soieuoes auront dans 
le oours du tems fug^ prinoipalement d^nes de Tatteution des math^ma^ 
tidens. II serait memo bien possible, que quelqu'uu des savans, qui sans 
oela n'aurait peut-etre pas ete iastniit des problemes propos^, se trou- 
verait engag^ ä entrer au oonoours, et quil en r^ulterait quelque bon 
ouvn^€u 

Le redaoteur ose pr^rnnter par le present aux academies des seien- 
ces des divers pays la priete de vouloir bien accorder oette graoe a oss 
fenilles. 




Programme du prix de mathcfmatiquee propos^ par Ti 

imperiale des seiences de St. Petersbourg dans sa seance 

publique du 29. Decembre 183L 

Li^^rstion et l'abaiBsement sueeessifr des eanx de Too^ a oooup^ les 

savants dans teus les figes de la philosopbie; oependant Pexplioafion des 

ph^nomenes des mar^ est diie aiix modernes» Kephr le preoiier Jivait 

soupyon»^ que leur cause devait r^der daos le pouvotr attraotif de la 

lune. Newton^ rattaobant le mouvement de Too^an ti sa grande loi de la 

pesanteur universelle , en a oommeno^ une th^Orie matb^matique. Les 

mooMieurs de ee grand g^ometre, josqu'i Laplace, n'ont que peu afout^ 

II sa theorie. Mais die a re9u de oe demier un grand perfeetiminement. 

53# 
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Cependanty depuis que Laplace a publik ses reoherdies mir let mm» 
r^ea, raoalyse et surtout la phyBiqu« math^matique ont fiut des progres qiii 
demandent une th^rie plus conforme aux id^es aotuelles sur la ooostilu- 
tion des liquides , et qui permettra peut-etre de mieux acoorder le oakul 
et Tobservation^ particuliSrement en ce qui regarde le retard de la plm 
haute mar^ sur rinstant de la sjzjrgie. 

L'Acad^mie propose aux savants de tous les pays la question srnvanter 

Diterminer le mouvement de foc^an^ en eonsidirant toutes les finrces 

dont rinfluence peut Stre sensible^ et compar^r ä t Observation les hau- 

teurs ^eß maries et les instants de leurs arrivies diduits de la thiorit. 

La chaleur du. soleil et rin^gale temp^rature du fend de Toe^an 

ont) saus doute, une influence sensible sur les mar^; il serait tres im- 

portant d'y avcw ^gard^ mais alors la grande difificult^ du probl^me pour- 

rait forcer les auteurs de renoneer k l'^pc^rance de la vaincre* C'est pour« 

quo! rAcad^mie n'exige pas que Ton considSre l'influence de la chaleur 

sur le mouvement de l'ocean, mais die exige que les ^quations di£f<&mi- 

tielles de ce mouvement soient formlos en supposant les liquides compo« 

ses de mol^cules disjointes ; la d^monstration de ces ^quations est une par« 

tie essentielle de la question« Quant ä leur Integration ^ rAcad^mie ver« 

rait avec plaisir que les auteurs tiennent compte des termes divis^ par la 

quatrieme puissance de la distance de la lune; cependant la consid^ration 

de ces termes n'est pas absolument exig^« L'Acad^mie verrait avec plus 

de plaisir encore des m^thodes dlnt^gration sup^rieures a Celles qui scmt 

connues^ m^thodes par lesquelles on eviterait le d^vdoppement ordinanre 

en s^rie de fonctions qui d^pendent des forces attractives. 



Le terme du concours Mt fix^ au 1' aoAt 1833 st Is priz est de deux eenU 
duecUe aTSc la m^daiils du jubil^ en or de la valeur de 50 ducats. 

Lee m^moires pourroot Atre ecrits en rassei en fran^ia, en allemand ou en 
latin. Chaque antenr aura sein d'accompagoer aon trarail d'an billet cachef^ coole» 
nant flop nom, son 6tat et le lieu qu'ii habitei et aar leqnel il inacrira la möme deriae 
qn^ll aura mise en tdte de son memoire. 

Les paquets seront adresa^a an Secr^taire perp^Cnol de rAcad^mie Imperiale 
des Science« de St. P^tersboorg, qui^ ai on le r^clame, d^lirrera k la peraonne qoe 
Pautaur anonyme lai indiquefa, un re^n contenant le nam4ro et la deviae dont la 
pi^ce aera ponrTue. 

La d^cision de rAcad^mie aera proclam^ dans sa s^nee poblique li la fin de 
l'annee 1833» Le memoire couronn^ est la propri^t^ de PAcad^mie; lea autreapi^oea 
de eoncoara povrront itre retii^es de ches le Secr4taire peip^tael par lea ptmnanae 
qoi en aeront charg^ea de la part des anteurs. 
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Nachrichten von Buchern. 



i\ 



1. Ooebea ist das dritte und letzte SupplMaeot Legen dre^s zu seioer ^yTh/orie des 

fonctions eiliptiQues" bei Treuttel tuid Würz id Strasburg ertcbieneD. Diese 
Schrift ist in mehrfachem Betracht von besonderem Interesse. Zuerst ist sie, als eine 
neue Arbeit des ehrenwerthen Veterans der Mathematik, dessen Namen schon ihren 
Werdi rerbürgt, wichtig. Sodann ist sie interessant, weil sie das grofse Werk des- 
selben beschliebt, welches eine lange Reihe Yon Jahren hindurch, bis auf die Arbei- 
ten Abels und Jacobi's, das einzige in seiner Art über jene so interessante, neuer- 
dings so erfreulich weiter entwickelte, und nun wiederum noch zuletzt von ihrem 
früheren Pfleger durchforschte Theorie war. Endlich aber hat das Werk noch ein 
eigeuthümliches Interesse, weil es dem Genius des leider viel zu friih dahin geschie- 
denen Abel, der schon in seinem 24sten Jahre, im fernen Norden, fast Ton allen 
Häliunitteln entbloist, über Schranken seiner Wissenschaft, die Euler und Lagrange 
nicht überstiegen hatten, sich hinausschwang, und mit welchem leider w ab ischeinl ich noch 
kostbare Schätze neuer Entdeckungen in dem Reiche der Wahrheit, der Mathematik, 
in's Grab gesunken sind , ein wahrhaft würdiges Denkmal setzt« In einem Briefe an 
den Herausgeber sagt Legend re am 24sten März d. J«: „Vous verres que |e suis 
„panrenu a tirar du beau th^r^me de Mr. Abel une theorie toute nouvelle, II laquelle 
„je donne Im nom de Theorie des fonctions ultra -eUiptiques^ laquelle est beaucoup 
„plus ^tendue que ceile des fonctions elliptiques et cependant conserve arec celle-ci 
„des rapports m% intimes. En travaillant pour mon propre coinpte, fai ^prouT^ une 
„grande satisfaction, de rendre un ^datant hommage au ginie de Air. Abel, en faisaat 
„sentir tont le m^rite du beaü th^or^me dont Finvention lui est due, et auquel on 
„peut appliquer la qualification de monumentum aere perennhis.^ Man weifs nicht 
was man hier mehr schätzen soll: dafs ein Mann von 80 Jahren, noch mit Jugend 
kraft und Jugendlust, in den abstractesten Gegenständen seiner Wissenschaft sich er- 
geht, und ferner über unerstiegene Schranken vordringt: oder jene Bereitwilligkeit^ 
fremdes Verdienst anzuerkennen, lande ee sich auch bei einem lünglinge, der des 
gefeierten Gelehrten Enkel sein konnte! Wäre doch eine solche Bereitwilligkeit all- 
gemein; sie würde der Wissenschaft wahrhaft -würdig sein. Wie gewohnlich be- 
gegnete sich das Rechte und Gute auch hier. Auch Abel warfShig, jedes fremde Ver- 
dienst mit wahrem natürlidien Herzenstriebe anzuerkennen. Eigensucht war ihm fremd. 

Da schwerlich Jemand den Inhalt der Legendrischen neuen Arbeit besser zu 
würdigen und zu erkennen Termocht haben durfte, als Jacobi» der Zeit -Genosse und 
Geistes- Verwandte Abels, der, ebenfalls noch in jugendlichen Jahren, mit gleichem 
Erfolge und gleicher Kraft ihm würdig zur Seite ging (auch ihm rerdankt die Theorie 
der elliptbchen Functionen ihre neuere Verrollkomnuag, und er erreichte darin, unbe- 
kannt mit den gleichzeitigen Arbeiten Abels, das gleiche Ziel); so hat der Heraus- 
geber Denselben ersucht, eine Übersicht des Werkes aufzusetzen, und er die Güte 
gehabt, sie während seines hiesigen Aufenthalts , noch Tor seiner Rückkehr nach Ko- 
nigsbere, zu geben« Sie ist folgende: 

Legendre Theorie des fonctions elliptiques, troisihne suppl^nusU, 
pog. 169 — 350. 

Hit dem Sten Supplemente beechliebt Herr Legendre den 3ten Theil seines 
Werkes über die elliptiaclien Functionen : Trait^ des fonctions elliptiques ei des inti^- 
grales Euieriennes, aveo des tables pour en facüiter le calcul numdrique, ohez Ji^euifel 
et Würiz\ welches anfinglidi nur aus nwei Tbeflea bestand. Diese Fortsetzung umfafst 
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in dMi DAch eiaander effschieiieii SoppUmeiiten die durch die neaem UiitenttchiiBge& ober 
diesen GegeDStend Terattlafslen ErganzmigeD des Werks. Die beideo ersten Supplemeate« 
-welche den 3te& Theil begiooeii, wnrdea bereits Tor dem Erscheineii der eigneo Dar- 
steUimg des Refereoten pablichrt ^ sie eotstanden aus kurzen, in diesem Journal und den 
Astronomischen Nachrichten gegebenen Notizen, so wie aus wenigen brieflichen BOtthei- 
langen Ton dem Entwicklungsgänge, den die Unfersuchung nach und nach annahm; 
daher die Darstellung in ihnen als eine ganz eigentbümliche zu betrachten ist. Abels 
Arbeilen aber die elliptischen Transcendenten sind hierbei weniger benutzt 

Das 3te Supplement^ dessen Inhalt wir hier näher angeben wollen, beginnt da* 
mit, eiae im Isten oupplement gelassene Lücke im Bereiche des Haupt -Theorems über 
die Transformation auszufüllen. Es ist dies der Beweis, dals wenn U und V zwei 
ganze rationale Functiooen Ton cc Ton der Beschaffenheit sind, dafs 

{W- uu)crr—x* uu) = (i— x»)(1—z*x^;tt, 

die Substitution y^n— immer der Differentialgleichung 

dy ^^ Mdx 

wo yi eine Constante bedeutet, GenSge leistet« Durch dieses Theorem, wdches ein 
Grundprincip der Transformation der elliptischen Iranscendenten ist, wird diese ein 
rein algebraisches Problem, da die Fnnctioaea IJ aad Vy fiir jeden gegebenen Grad der 
höchsten derselben, durch die angegebne Bedingung Tollkommen bestimmt sind. Ein 
allgemeiner Algorithmus für diese Bestimmong ist ein schwieriges Problem, dessen 
Haupttfaeil die Erfindung der jedesmaligen Gleichung zwischen den Moduln x und A 
bildet, indem sich allgemein durch x und X und die Differsntialquotienlen Yon A nach 
X, wie Referent in einer Notiz in diesem Jonrnal bemerkt hat, die Coöffidenten Ton 
17 und V algebraisch ausdk'äcken lassen« 

In einem folgenden §. isiebt der Verf« die elementare geometrische Consttuction 
f&r die Verrielfachüng der ellipt. Transformationen, weiche ich in einem der ftiihern 
Bände dieses Journals mitgetheilt habe. Das Problem der VerTielfachung besteht, 
wie man weifs , darin, aus einem Winkel ^j einen Winkel ifn, zu flüden, so da(s 

h (jf^) s= nF{y,)> '^ ^ (y) ==y^ V'ci— x^sin^y) * ^^ ^^^ twd^ A eines Krei- 

»es, dessen HaHimesser ü, zieht man durch den Hittelpanct eine Linie ^Oss--^, 

und errichtet auf ihr in O ein Loth 7; hierauf aimmt man auf der Peripherie des 
Kreises den Bogen jtui* ^=i2^j , und beschreibt einen zweiten Krm, der die Sehne 
AA' berührt und mit dem ersten die Linie l zur gemeinscbaftlichen idealen Secante 
hat. Beschreibt man nun ron A ans in den ersten Kreis das Stiick eines Polygons 
AA'A"A'"..*-A^''\ das zugleich dem 2ten Kreise umgeschrieben ist, so ist, wenn 
jÜLn) j^f Endpunct der nten Seite ist » AA^^^ = 2 9>n • Dem Verf. giebt diese Con- 
struction au manchen interessanten Erörterungen Veranlassung. 

In den folgenden §§. wendet sich Legendre zu dem groben Ab eischen Theo- 
rem« wodurch derselbe das Eul ersehe Theorem, welches die Basis der Theorie der 

/dop fix) 

WO fipc) eine rationale und X eine ganze rationale Function ron x bedeutet. Nach* 
dem der VerfSisser fiir den allgemeinen Fall in nKhere Entwickelungen eingegangen 
ist, und daraus, wenn X auf den 4ten Grad steigt, die bekannten Formeln fiir die 
aUiftlischeD Integrale der drei Gattungen abgeleitet hat) wendet er die aligemeiiie Theo- 

/*x fix 

rie auf die Transeendente / ^^ ^^ — jr an , welche fiir die Werthe jp =s 1 und 
und » SB — «• auf die Funcüoa T zuriickkoaant. Er giebl Mittel an, den Wcith die- 
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ser Transeeodeoti» für jed^n reellen und imagipären Werth tod x zu berechnen, nnd 
prüft dann durch deren Hülfe das Ah etsche Theorem in einer Menge nnmerischer Bei- 
spiele, welche alle mil grofster Gwiauigkeit in einer ^ofsen Anzahl Decimalslelleo 
ausgeffihrt sind. Man bewundert hier wieder den UBeemüdüchen Rechner, der die 
geo&e Arbeit der elliptischen Tafeln im Interesse der Wissenschaft unternommen und 
vollendet hat 

In einem ScUoJsparagtapn unte is ucht der Vecfosser die Tmnsceadente 



i 



/ 



s: 



K[a? (1 — or*) (1 — X» a:»)] ' 

und findet das merkwürdige Resultat, dals sie immer auf die Summe zweier elHpti- 
sdien Integrale der Isten Gattung zurückkommt, deren Amplitudo dieselbe und de- 

len Module Complemente tob einander sind. Setzt man nemlich e* = -tttt-I — "T» 
^^^TOT^' wo A«4-i^^scl, ao giabt die Substitution 

V(l — c*sin«y)+K(l— **sin^<p)' 

oder wie der Verfasser sie darstellt, sin^oo s= rj-; — >Vf\ ' . , die Gleichung : 

(1-f- ä) ( l-f- X ap j 

V ^ F(6 y)-}-F(c, y) 

p V-[ap(l— x*)(l~x'a7*)] "" Vq2(l+x)] • 

Dieselbe Substitution, bemerke ich, giebt auch 

y^xdx F(ft, y) — F(c,y) 

V"[(l — x»)(l— x*x»)] ~ V^l2(l+x)] • 

Da die gegebene Substitution nur reell bleibt, wenn sc zwischen und 1, so giebt L e- 
gendre fiir den Fall, wo x zwischen 1 und oo, noch andre Substitutionen, welche 
das Integral auf elliptische zurückfuhren. £r wendet hierauf das Abel sehe Theorem 
an, und erhält dadurch merkwürdige Resultate für die elliptifchett Transcendenten. 

Legendre giebt i^ea Transcendenten / !^y^ t wenn X den4teB Grad iiber- 

stdgt, den Namen der hjperelliptisclien {ultra --eUiptiques). Wir würden sie die 
Abelschen Transcendenten nennen, da Abel zuerst sie in die Analfsis einge* 
führt und durch ein umfassendes Theorem ihre grofse Bedeutung nachgewiesen hat. 
Diesem Theoreme selbst dürfte wohl yorzugsweise, als dem schönsten Monumente die- 
ses auberordentHchen Geistes, der Name des Abelschen Theorems zukommen. 
Denn gern stimmen wir dem Verfauer bei, dab es das ganze Gepräge seiner Ge- 
dankentiefe trägt. Wir halten es, wie es in einfacher Gestalt ohne Apparat ron Cal- 
cul den tiefsten und umfassendsten mathematischen Gedanken ausspricht, für die grobte 
mathematische Entdeckung nnsrer Zeit, obgleich erst eine künftige, Tirileicht späte, 
grobe Arbeit ihre ganze Bedeutimg aufweisen kann. 

In einer Abhandlung in diesem Bande habe ich das Enlersche Fundamental- 
Theorem anf doppelte Integrale ausgedeh: t; das gleiche kann in aller Allgemeinheit 
mit dem Abelschen Theorem geschehen. Es bedarf hierzu nur, wie ich an einem 
andern Orte zeigen werde, des auch für andre Untersuchungen merkwürdigen Satzes 
der Algebra, 4ab wenn / und P zwei ganze rationale Fonotionen Ton a: nnd y sind, 

und man in den Ausdruck ^, ^p,/ n ' — />/ , rv/ v ^ « "d y alle Systeme von 

f{jJC)F'{y)--f{y)F'{x) ^ 

Werthen setzt, für welche zugleich /£=0 und FssO, die Sunune der so erhaltnen 
Werthe dieses Ausdrucks rerschwindet 
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r fix) dx 
Was «iMr ÜB wSrkUdie nnmerische BeMchnang derlAUgiate / "^ Wy b«tfifty 

so werde ich aa eioem andern Orte aeigen, dab sie immer mit deraelben Leidhtig- 
keil wie ^ Integration rationaler Functionen, geleistet werden kann. Die hiersn ge- 
branclite Methode findet in der Theorie der himmlischen Stömngen eine wichtige An- 
wendnngy da sie sich nicht blob anf die einfachen Integrale erstreckt. 

Abel selbst hat im 4ten Bande dieses Jonmals sein Theoram anf alle Integrale 
algebraisdier auch inexpliciter Functionen erweitert. Seine Darstellung mulii aber 
repiodncirt werden, was, da der Haupt -Ideengang sich erkennen labt, nicht schwer 
fSm« Diese Erweiterung geschah kuis tot seinem Tode und war seine lotste Arbeit 
in diesem Joomal» 

Beim Schlosse des Sten Bandes desLegendreschen Werks stellt sich uns noch 
erneuert das grobe Verdienst dieses ausgeseidhneten Bfadiematikers ror Augen, dab mt^ 
abgesehen ron den wichtigen Entdeckungen, mit denen er die Wissenschaft (»ereiebert 
hat, in dem Tielfach zerstreuten Stoffe swei grobe DiscipUnen als die Hauptaufgaben 
der HathematOL in seiner Zeit herauserkannt hat, und oaraus und durch die Arbeit 
seines Lebens selbstständige Theorien gründete, welche hinfort zu den wesentlichsten 
Bestandtheilen alles hohem mathematischen Studiums gehören müssen. Und so hat er 
noch in seinem achtzigsten Lebensjahre, die Aufgabe der Zukunft Toriühlend, mit der 
Durchforschung des Ab eischen Theorems sein grobes Werk fiber die elliptiachen Func- 
tionen beschlossen. 

Potsdam, den 22sten April 1832^ C. 6« J. Jacobi. 

Nachschrift« 

Das Ton Legendre zu Ende des Sten Theils gegebne merkwiirdige Theorem 
labt sich auf das allgemeinere Integral 

dx 

ausdehnen, welches für 1?= 1 mit dem Legen dreschen übereinkommt, und das sich 
•benfaUs immer anf die Summe zweier elliptischen Integrale der ersten Gattung sn- 
rückfiihren labt, deren Amplitude dieselbe ist, deren Moduln aber im Allgemeinen 
nicht Complemente Ton einander sind, sondern wenn man x und k gehörig annimmt, 
irgend welche beliebige sein können. Es seien nämlich h und o irgend beÜebige Mo- 
duln, VzszVii—bb), i/s(l— cc) ihre Complemente, x^i^^^f, i-s(^^y, 

so giebt die Subslilution 

V(l — *» «in» ^)4- V(l — c* «iii* «f>) 
die Gleichung: 

Vtar(l-x)(l-xAar)(l + xx)(l+Ax)] ^ -F" t'^^*''^^ + ^^*'' »''' 

Dieselbe SubaütntioD giebt: 

P' Vxdx (</+> 0' - - . 



r 
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^^ ^^7f^=\r[«i(l + x)(l + i;j- '"'* ^•"•** "^^^ **• GleichüDgen: 
"« ^ - (l^.xar)(l+ix)' cos V _ ^.^_^__j_ , 

(i-+.jcar)(l + iar)' ^ (i + *a?)(l + ix)' 

iveJcbe leicht zu den aDgegebenen Reaultaten führen. Übrigens sind die Gränzen ron (p 

aach hier «nd -^, wenn and 1 die Greuseo tod x sind. 

Man sieht so, dafs allgemein die Summe und die DiiTerene zweier elliptischen 
Integrale erster Gattung mit derseliien AmpHtudo und beliebigen Moduln die Eigen- 
schaften der ersten Klasse der A b e 1 sehen Transcendenten geniefsen müssen, in wei- 
chen die Fonction unter dem Quadratwurzelzeichen bis auf den 5(en und 6len Grad 
steigt. Diese Bemerkung, welche Legendre zuerst Tiir den Fall, wo die beiden 
Moduln Complemeote von einander sind, angestellt hat, und welche sich nach dem 
Obigen leicht auf zwei beliebige Moduln ausdehnen liefs, ist für die Theorie der ellip- 
tischen Transcendenten Ton Wichtigkeit, und kann anderseits bei der Behandlung je- 
ner Klassa der Ab eischen Transcendenten mannigfachen Nutzen gewähren. 

Setzt man in den irorstehenden Formeln k negatir, so erhalt man ein Paar 
imaginärer Moduln. Es sei fc*=se+/V" — 1, c* = e — fV^ — 1, so wird, wenn man 
— X statt X setzt, 

_ V((l-0»-|-//)^-e-l _ ^((l-^)'+//)-t.e-i 

und die Sommation der beiden gegebenen Resultate gieht: 

''P rfgp 

V^(l — (e+yv^— 1) sin* (p) ~ 

1 r^ dx 

Die imaginären Modiihi lassen sich in unzähligen Fällen auf reelle zurückfuhren. Denn 
man weifs» dafs man durch eine Transformation der iiten Ordnung einen Modul in 
so viel andre traosformiren kann, wie die Summe der Factoreu Ton n beträgt; yoa 
diesen sind, wenn der ursprüngliche Modul reell augenommen wird, nur so viel eben-» 
falls reell, wie die Anzahl der Factoren von n beträgt; alle übrigen sind imaginäre 
Moduln, die in Einen reellen transformirt werden können« Man wird also auch die 
Integrale 



/ 



/ 



V"[(l— Jr)a + ia?)(l+xx)(14-Aa:)]' 



wo X und X positiv sind, in unzähligen Fällen in elliptische Intef^e mit reellem 
Modul transformiren können. Anderseits gieht die zuletzt gefundene Gleichung yiel- 
leicht die einfachste Darstellung des elliptischen Integrals erster Gattung mit imaginä- 
rem Modul in der Form P'^-QV — 1, und so führt die Theorie der elliptischen In- 
tegrale, selbst für den Fall imaginärer Moduln, mit Noth wendigkeit auf jene erste Klasse 
der Ab eischen Transcendenten« 

C G. J. Jacobi. 
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2. Die Ton dem Hetm Verfasser selbst, dem Herrn Dr. Min ding, Prirat- 
docenten an der Universität zu Berlin, im Yorigen Bande dieses Journals S. 414« an* 
gezeigte Schrift über die Theorie der Zahlen ist jetzt unter dem Titel it An- 
fangs-Griinde der höheren Arithmetik, Berlin, bei Reimer, 1832" erschie» 
nen. Sie bescliäftigt sich, der Ankündigung gemiUs, mit der Auflösung der unbestimm- 
ten Gleichungen Tom ersten und zweiten Grade in ganzen Zahlen, mit dem dazu ge- 
borigen Theile der Theorie der Kettenbriiche, mit den quadratischen Formen ganzzahli- 
ger Ausdriicke und mit verschiedenen Eigenschaften der Zahlen, als Producta von Prim- 
zahlen , als Reste und Divisoren von Potenzen, als Summen von Quadraten , u. s. w. 
betrachtet, so wie der Primzahlen selbst, in einem Umfange, der z. B. die bedeutend* 
sten Anwendungen des Format sehen ond Wil so nschen Satzes und des Reciprocitäts- 
Gesetzes der Primzahlen, als Quadratreste betrachtet^ folglich einen bedeutenden Theil 
der gesammted* Zahlen -Theorie einschlielst. Den Beschlufs macht eine historische 
Voüz über die Entwickelung der Zablenlehre. Die Schrift ist augenscheinlich mit Ein- 
sicht und vielem Scharfsinne verfafst, und es sind die besten Quellen und neueren Ver- 
vollkommnuDgen dabei benutzt worden. Deshalb ist sie Jedem^ der sich fiir die Ma- 
thematik interessirt, zu empfehlen. 

Eine merkwürdige und, wenn man dagegen die Fluth von mathematischen Ele- 
mentar - Büchern betrachtet, kaum glaubliche, doch aber wahre Thatsache ist es, dafs 
es bis heute noch kein, einigermaben seinen Gegenstand umfassendes EIemen(ar-Buch 
der Zahlenlehre gab; dals die Schrift des Hm« Dr. Min ding die erste systematische 
Abhandlung dieses Theils der Mathematik in deutscher Sprache ist, und dafs es au- 
fserdem überhaupt nur noch zwei ausführliche Schriften darüber giebt: die Disquisit» 
ariüu von Gaufs und die Theorie des nomhres von Legendre; obgleich grade die 
Theorie der Zahlen ein zur Übung der Denkkraft, also zur Beförderung des eigentli- 
clien Zwecks der Mathematik ganz vorzüglich geeigneter Theil derselben ist, und 
selbst rdr Schulen ganz eben so nützlich und nöthig sein dürfte, als das was dort 
sonst von der Algebra und Geometrie gelehrt wird. So wenig allgemein noch wird 
also selbst das Wesentlichste und VortrelTUchste benutzt! Dieses giebt von dem Stande 
der Verbreitung und Benutzung der Mathematik keine vortheühafte Vorstellung. Ver- 
graben sind in der That noch kostbare Schätze, in theils unbeachteten, theils^ frei- 
lich viel genannten, aber wenig gekannten, theils auch, und eben nicht durch die 
Schuld des Gegenstandes, wenig verständlichen und zugänglichen Büchern und Schrif- 
ten, während immerfort das wenige Ältere verarbeitet wird!, welches, wäre es nicht 
von unverwüstlichem Stoff, vielleicht auch noch sich wiederum verlöre« Mochte man 
doch nur erndten wollen. Es sind viele reiche Gaben da für Alle. 

3. Von grofser wissenschaftlicher Wichtigkeit sind ferner die neuen Arbeiten 
Foi sson *s, z. B. folgende, aufser der im vorigen Heft dieses Journals befindlichen Ab- 
handlung : 

Memoire sur la propagation du mouvement dans les militux 
ilasiiqnes, 1830. 

M/moire sur les mouvemens simultanes d^un pendule et de V air 
environnant. 1831. 

JM^moire sur la Iheorie du magnitisme en mouvement. 1826. 

M.(^moire sur le calcuL des variations, 1831^ weiches eine interessante 
Ergänzung der Variations -Melhode fiir den Fall doppelter Integrale enthalt. 

Nouveiie thJorie de V action eapillaire, 1831, worüber sich im vo- 
rigen, 7ten Bande dieses Journals S. 170. eine Notiz befindet. 

Ferner ein nachgelassenes Werk des berühmten Verfassers der Theorie de la 
chalenr, ncinlich die 

jinalyse des equations d t?t ermindes , von M. Fourier, 1831, 
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▼OD welcher Schrift jefzt, nach dem Tode dies Verfassers, der erste Band erschie- 
nen ist, der eine Auflös ongs-Methode der nunterischen Gleichungen aller Grade lehrt, 
welche nicht aHein der Ln^rangischen vorzuziehen, sondern vielleicht die YoUkom- 
inenste isl, welche gewünscht werden kann. 

Es fehlt hier an llauu, alle diese TortrefFlichen neuen Erscheinungen nSier an» 
zuzeigen; die Namen der Verfasser rerbiirgen ihren hohen Werth. 

D. Heransg. 

4. Eine merkwürdige litterarische Erscheinung dieses Jahres ist folgendes Buch: 
IMechanics of heavens hy lUrs, Sommerville« Die Verfasserin, welche be- 
reits den riiysikem des Contiuentes durch ihre Versuche über den Einflufs der Son- 
nenstrahlen auf den Magoetismus bekannt ist, nimmt nun in hohem Grade das In- 
teresse der Slathematiker in Anspruch. Laplace hat in seiner M^canique Celeste ent- 
schieden die Absicht nicht gehabt, einem gröfseren Publikum das Studium derselben 
leicht zu machen. Die Resultate dieses grofsartigen Buches und deren Entwickelung 
bleiben Manchem verschlossen, dem sie bei einer fafslichern Darstellung zugänglich 
sein würden. Aus diesem (Besieh tspuncte unternimmt es Frau Sommerville, ganz 
eingedrungen in die abstraktesten und zusammengesetztesten mathematischen Entwicke> 
lungen, ihren Landsleuten den Inhalt der Mdcaniqut eileate (den theoretischen Theil) 
-wieder zu geben, fafslichär dargestellt, aber auf keine Weise verstümmelt. Dem Texte 
sind Holzschnitte einverleibt und dadurch zuweilen die analytischen Entwickelungen 
durch geometrische Anschauungen erleichtert , aber d»bei erheben sich diese analyti- 
schen Entwickeluugen selbst zu der nemlichen Höhe als in dem Originalwerke. Der 
Stvl ist leicht und höchst elegant. 

Das Ganze bildet einen starken Band in grols Octav, ist splendid gedruckt 
und kostet in London Ein Pfund St. p^ 

5. Traii^- de calcul diffireniiel et de calcul integral par Mr. le 
Prof. S. F. Lubbe. Traduit de Vallemand, et augmente de plusieurs 
notea et Solutions par Maurice Kartscher. Paris, cAe«. Bachelier pere 
et fils, lihraires pour les mathimatiques. 1831« Un volume in 8. de 411 et xii pog., 
avec deux planches. 

L'auteur de ce livre qui, pendant biea des ann^es^ a enseigne les düfSrentes 
branches du haut calcul dans les Colleges et a Tuniversit^, n'a pas laisse de reconnaitre 




cipe 

puissent s'exercer eux-mt^mes, afinque ta th^orie et la pratique se pritassent toujours 
la main. Sans porter prejudice a tont ce.qui a ^te publie en AUemagne dans cette 
brauche de l'instruction , Tauteur n'a pas pu trouver de manuel qui le satisGt entiere- 
ment^ et a cru ne pas entreprendre im travail inutile en publiant«ses propres cahiers 
sous le tilre de: Lehrbuch des hohem Caiculs, Berlin,, hei G. Hayn. 1825. 8. 

Ce livre se distingue par une grande cmieision et une liaison intime des matteres 
quI y sont traitees, de sorte qne tovt part d^un mcme principe et que partout y regne 
Tunit^ logique et scientiAqne. En meme temps les exemples et les problemes sont 
bien choisis et en nombre süffisant. Enffn, it doit servir de base et de livre prepara- 
toire a un second onvrage que Tanteur a publik depcris snr la th^oiie des trois varia- 
bles, et qui est travaille avec la m^me methode. 

1 " 

fessenrs 
procnrer 

dans un appendice quelques notes expiicatives et les Solutions de' plusienrs problemes 
dont i! ne se trouve dans Toriginal que les simples ^nouc^s; surtout fai cru devoir 
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traiter plus «lü detail Im probUmes qvi cimdiiiteiil aux solatioMS particiiIUras, et ^tan- 
dre leg demien aum^rot ceftcernant las ^l^mans de la th^ocie des ^oatioaa dÜKreo- 
tielles pardelleSi et leur iirt^gradon. 

Tont ce qae je d^sire c'est d'aroir offert oa poblie uo lirre utile poar Fuistruc- 

tioB» et fose me flatter qu^on a^en serrira aTec aucc^s, mdme en AllenagBe, puisque 

la coanaisaance de la laogue firao^aise, qui eat peut-6tte la plua propre aux math^ma- 

tiquesy paratt £tre derenue indispenaable k toua ceox qui vealent ^tvdier oette science. 

Beriiii, ce 30. Ayril 1832. 

Maurice Kartscher. 



Wegen Mangel an Raum mSaaen die für diesea Heft bestimmt geweaenen Auf- 
gaben fiir das nädiste Heft saruckbleiben. 
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Druckfehler im gegenwärtigen Bande« 



V^(a + ircos^ 4-c6in94-i/cos>^ + f cos<^ «inf +/»ioy*) 

j^^^ f dv 

J a+b cos ifi'CsUKp'i'dcosg)^ + e coa 9 sio 9 +/ftioy ^ 

_ — Un. 20. leg. f-j, — 

loco / ' 
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